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“ 荣 轩 几何 引 深 " 讽 十 茶 础 元 字 莹 业 研 窒 征 的 起 证 巡 ， 内 1554 让 举目 党 
担 # 委 明 钙 向 部 三 这 惧 来 . 谣 强 L 辣 党 经 加 了 汽 品 部 桂 论 济 大 东 出 论 配 活 展 
这 让。 由 计 .入 如 玫 苛 学 二 整 碟 癌 广 沪 包 月 了 复学 ,物件 竟 训 全 和 二 于 相让 于 顽 
百 记 ,本 续 号 =* 薰 名 几何 引 襄 " 毕 的 臣 材 , 彬 辐 草 具 枚 呈 由 阁 疝 虐 二 第 让 汪 
某 六 产 尊 沉 驼 旦 负 亲 的 恋 苔 方法- 旺 二 十 同 蓝 音 江 订 党 局 入 区 :光世 主谋 销 将 
总 小 人 J 为 吉 论 ， 评 营 本 上 师 半 和 有 太古 羽 J 壤 : 书 汉 庆 且 守 可 古训 答 于 提示 、， 
合十 江 才 这 太 这 室 和 上 信 ， 

本 书 t 殿 沪 从 名 党 ,师范 仿 流 交 学 系 . 洛 非 东 学 中 垢 汗 灾 十 末 放款 村 . 于 下 
可 凡 训 党 工 完 目 蔡 性 ， 


电 强 村 让 忒 汪 才 和 本 全 宁 生 加 村. 全 土生 关怀 。J964 大 下 
站 了 沁 豪 志 学 束 流 玉芝 及 ,与 证 基 吕 吕 元 室 三 读 克 突 峙 .长 印 总 事 尝 
语 汪 人 加 各 本 兴工 三 和 各 二 并 浊 上 当 并 于 让 人 Ce 
党 浏 一 ” 汶 罕 中 几何 引 凡 "十 "将 给 只 的 共生 册 可 革 己 出 眶 季 妆 富 
在 5 了 科 号 和 二 全 
往生 念头 山王 多 此 和 全 浊 和 济 入 如 放 生 汪 二 有 人 可 三 3 党- 

可 红 让 和 奈 污 点 学 数 堂 竺 力 二 :954 年 二 巨 咱 坟 掌 妆 公 本 
-上 这 从 , 它 顽 时 六 六 向 六 于 深 形 逢 分 儿 间 ， 
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启 1995 年 宪 来 ,在 壮 伯 区 院 七 的 主持 下 ,北京 大 学 执掌 科学 
学 院 报 拖 国 际 数 学 发 展 的 要 求 和 北京 瑟 学 监 学 部 育 蛙 实际 , 呈 进 
性 地 前 抱 才 育 部 加强 基础 / 澳 履 专 迎 , 因 材 施 束 ， 疗 流 培养 " 叶 办 
学 方针 ,会面 发 拌 我 院 学 和 门类 齐全 和 师 篆 力 时 可 悍 竟 扩 会 优 
挤 , 址 址 美 模 式 意 转 订 学 计划 前 避 订 , 坟 学 内 容 上 与 诈 法 的 着 
新 ,区 玖 新科 建设 等 方面 进行 了 全 方位 ,大 出 度 的 贡 革 , 取 吾 了 基 
着 时 成 葡 。2001 年 ,所 京 友 学 数学 科学 学 院 的 这 项 贡 革 成 果 荣 苇 
鱼 国 教学 成果 特等 划 ,在 国生 外 产生 很 到 所 响 。 

在 本 和 补 皂 育 下 革 方面 ,我 们 按照 加 基 基 中 . 淡 雍和 专业 的 要 求 ， 
对 邦 学 各 主要 环节 进行 了 凋 整 , 滞 糙 学 补 学 学 院 前 全 体 学 生 南 蜂 
学 他 新 ,高 竺 民 玻 ,几何 学 ,计算 机 全 主干 基础 谍 程 上 , 接 过 党 时 
区 分 ,强度 由 圳 轩 严 格 训 练 ;在 对 学 生 分 流域 状 阶 让 ,我 们 在 课程 
队 客 上 鉴 法 商 鞠 "和 少 而 精 "的 皮 则 大力 压 靖 癌 妹 课 程 中 名单 逐 蔬 
形 或 的 过 宣 , 过 深 和 过 景 的 蛾 学 向 容 ,为 新 的 培养 机 向 . 实 是 性 者 
学 环节 ,以 玫 为 培养 学 生前 草 新 能 为 所 和 进行 的 基 研 科研 训 竺 和 李 职 
到 了 池 景 的 学 时 和 空间 .。 这样 荆 羔 掌 生 打 下 宽广 . 晨 实 的 基础 , 忒 
充分 港大 到 碍 个 人 时 于 同 特长 ,党 好 和 发 展 了 向， 与 上 述 驴 革 相 
这 点 , 秋 权 而 二 重地 进行 撒 学 计 期 的 修订 , 进 当 压 缚 种 往 、 真 总、 
坑 能 , 实 瑟 , 答 当 几何 , 油 兴 民政. 澶 芳 分 煌 学 后 污 译 程 章 同学 时 . 
半 洋 加 了 了 上 描 学 模 旦 和 计算 机 的 禄 美 课程 , 健 学 生 有 更 去 况 法 课 闪 
地 。 

在 研究 生 闲 育 中 ,在 注重 齐 题 课程 前 同 秆 ;我们 吊 定 了 了 30 史 
门 丰 党 和 普法 基 础 课 埠 (其 中 珍 学 训 ] 肌 门 ] 重点 拓宽 党 生前 党 
业 和 基础 和 加 昭 字 生 对 数 守 世人 性 点 展 芭 电灯 进 属 扒 了 解 . 

教 桂 建设 总 塌 学 虑 果 前 一 个 重要 体现 ,上 与 收 这 的 莪 学 计划 和 相 
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配合 ,我 拉 进 行 了 有 纽 织 痢 诅 科 建设 ,计划 自 1998 单 赵 用 吕 音 的 
时 间 售 订 、 据 写 和 和 岂 版 册 祭 种 教材 ,这 就 是 将 辣 转 旦 肛 站 本家 全 
前 的 雍 守 太 学 数学 载 学 录 列 从 书 了 ,这 奋 扑 书 才 燥 了 我 们 开征 
站 和 和 才 才 兼 三面 的 各 者 . 记 孙 了 我 们 教学 实 臣 的 足迹 ,体现 了 我 
们 芳 学 改革 的 成 果 ,总 驳 了 碟 们 对 新 世纪 ,人 才 境 养 前 理 葵 ,代表 
了 我 们 新 时 期 特典 学 教学 水 平 ， 

杷 过 好 此 刀 的 室 前 发 展 , 数 学 的 基本 理论 更 加 深 和 和 定 善 ， 
而 计算 机 技 本 前 忠 展 体 得 数学 前 应 凡 天 加 直接 和 产 治 ,而 且 落 歌 
于 生产 力 昔 -上 贱 , 促 进 善 拓 术 和 经济 的 中 最 .所 及 此 都 正在 改 
灾 着 大 们 对 元 党 的 情 缂 认识- 同时 秋 伸 人 司 数 学 研究 的 布 或 状 生 蕊 
支 讲 化 ， 作 灌 问 外 衬 学 未 术 此 而 的 数学 , 正 罕 瑟 传 蕉 的 范围 而 向 
具 素 一 场 吉 识 题 若 尖 这。， 传 为 一 种 文化 ,数学 刊 学 已 或 汶 蕉 动 大 
类 灾 明 进 北 , 知 识 创 新 准 重 合 固 过 ,将 贡 深 到 地 政变 着 容 现 现实 
的 面 狐 和 天 作对 世界 揭 斌 识 。 右 学 康 款 已 成 沪 人 字 天 培养 高 兵 决 所 
新 具 才 时 重要 基 础 。 灶 学 的 理论 和 这 用 的 巨大 居民 尖 就 引起 灼 学 
右 谨 的 泽 赤 弯 革 . 息 们 现在 的 改革 还 是 初步 的 。 屠 学 流 革 无 东区 ， 
但 要 十 分 条 重 和 积 砚 :人才 培 养 无 止 卉 , 既 遇 遵 稍 基 林 志 仁 ， 和 更 机 
不 断 曾 薪 . 碟 们 现在 摸 出 这 套 吕 书 , 月 的 大 向 天 宕 学 习 。 寺 我 们 大 
家 注 起 竺 来, 汐 提 高 中 国 数 学 堵 育 水 平和 建设 世 弃 一 流 数 学 强国 
而 其 司 罗 办 . 
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可 从 BB. Titmann 在 1854 年 争 出 “ 演 于 几何 学 的 某 本 合 设 " 的 就 
陨 演 计 记 来 ， 蒙 曼 谍 何 已 即 成 为 数学 中 十 分 音 要 的 基本 理 认 .党 曙 几 
何 区 基础 判 i 蚌 从 韦 规 代数 学 研 穴 的 大 属 舌 芭 反 的 疝 容 ，“ 黎 昌 儿 
合 引 沦 ” 课 程 丰 数学 邓 研 究 皇 的 必修 课程 .2 -， 

经 对 息 们 在 北 启 去 学 长 期 的 这 学 实践 ， 村 持续 不 断 的 教学 信条 及 
教学 内 容 的 破 贡 ， 硬 10 让 前 措 * 流 形 论 " 区 分 从 “ 歼 基 几何 引 论 * 评 
中 分 离 出 米 , 单独 成为 一 门 “微分 注 虎 " 巢 , 并 册 只 和 束 出 版 了 教材 发 微 
分 裔 蕴 初步 [ 际 徘 柏 纲 著 , 高 竺 教育 出 版 守 ，1098 年 第 -- 版 ，2001 
年 第 一 购 ). 该 识 程 必 尖 区 此 儿 何 的 天 项 旭 么 ， 既 适中 于 玻 上 和 研究生 一 
外 级 ， 也 可 殿 数 学 胎 本 科 向 和 什 经 学 生 选 修 ， 瑚 和 们 于 ] 人 和信， 该 党 如 的 开设 
宕 上 上 吉 强 二 党 的 由 但 教学 和 提高 大 学 后 的 散 演 提请 水平 会 拖 相当 雯 的 
作 咱 ， 现 竺 的 * 黎 基站 何 直 险 ” 以 "向 学 流 汉 " 课 为 沙 媒 嵌 腔 ， 其 敦 学 
时 点 丘 惨 络 ， 黎 总 度 攻 .遍地 康 、 几 率 等 得 癌 几 何 的 芷 本 地 仿 和 基础 
惠 雍 ， 和 并且 比 较 冰 练 地 介绍 友基 恩 营 基 几 何 、 特 别 是 全 分 方法 体 莫 曼 
瑟 何 中 的 点 川 ， 本 书信 实质 汪 避 我 让 此 京 大 学 才华 讲 氨 * 笋 号 几何 中 
论 ” 记 的 讲 柱 ， 鞭 取材 党 到 壤 着 立轴 '5; 21 的 重 太 束 响 ， 其 中 第 作 . 
几 、| 章 的 点 穴 我 出 华北 京 太 学 的 研究 牛 迷 收 讲 或 讨 法 铀 [-， 以 及 在 
阁下 地 党 亚 完 甩 淮 办 航 “ 册 何 掺 扑 学 术 年 ”了 8 全 和 “积分 让 条 学术 
年 ” 【19053 的 计 诗 中 全 谭 评 过 过 次 . 

-本 适用 的 教材 首先 竟 取 树 适 当 ， 一 言 而 ， 它 岂 狐 到 胰 当代 籽 学 
发 展 的 林 下 ， 满 足 数 学 发 典 的 需要 ， 歼 旦 儿 何 发 展 天 瑞 瞪 ,已 至 戌 兴 
相当 成 击 的 字样 ， 歼 如 流 几 已 经 成 湖 许 六 数学 分 点 注 纤 的 拜 台 .我们 
不 反 而 要 站 半 贞 训 间 中 研究 车 学 ， 而 用 需 此 在 弯曲 空 亲 中 贤 嵌 狐 学 ， 
住 日 量 ， 这 个 最 庆 沁 的 谊 明 空 问 就 基 莹 癌 流 末 ， 上 所 岂 ， 不 芭 是 专门 从 
各 儿 何 研 守 的 学 牛 要 学习 娄 茹 几何 , 市 卫 数 堂 菏 的 众生 闪 个 方 癌 孜 充 
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科学 习 的 学 生 孝 应 沪 学 习 这 门 谋 ， 因 此 ， 痢 积 访 计 和 教学 内 容 必 膝 要 
兼 说 到 知 上 方面 的 带 求 ， 在 当 方面 ， 教 材 双 不 能 写成 “ 白 料 全 书 ". 把 
乾 总 册 和 何冲 作 方 面 的 成 果 邦 收集 进来 ， 我 们 只 能 以 获 显 儿 何 中 与 当前 
教学 发 展 水 半 相 适应 的 基础 知识 和 基本 王 论 为 重点 ， 著 ;区 司 学 生 遂 过 
本 教材 的 学 习 ， 理 解 和 人 掌握 蓝 品 儿 何 的 基本 亚 碍 和 基本 方法 . 

教材 所 话 几时 通畅 厕 平易近人 和; 讲理 亚 透 彻 并 富 于 语 发 性 和 育 现 
' 生 ， 所 用 本 语 利 记 怠 要 准确 、 即 快 和 简洁 有 的 数学 苦 作 以 言 简 意 琉 
为 其 写作 风 襟 . 但是， 我 们 认为 教材 更 应 该 写 得 身 于 理解 ， 能 避 吸 引 
这 者 ， 使 读者 感到 琳 切 ， 而 不 要 板 和 着 答 把 读者 揽 之 门 外 . 

我 感到 旨 商 兴 的 是 李 兴 以 教 证 主意 参加 到 网 车 改称 基 几 何 引 论 
这 项 工作 中 来 .他 的 获 加 舍得 本 目的 写作 进 释 加 忆 了 ， 并 且 全 书 的 编 
普 质 基 也 得 到 了 攻 竟 ， 涯 居 上 全书 的 习题 、 解 管 及 提示 在 由 他 藉 南 网 
号 的 ， 本 书 呈 我们 两 个 大 居 决 各 作 鸭 缚 井 - 

普 寺 法 为 ， 绢 喇 教 材 足 费 几 天 这 好 的 任务 ;尤其 避 不 少年 轻 -此 
的 同志 觉得 编写 教材 无 非 荐 抄 秒 写 写 ， 呈 前 轿 加 北 糊 的 产物 ， 忆 有 驻 广 
劳动 中 的 慨 殿 洪 工 作 ， 实 际 上 ， 一 本 好 的 教材 是 研究 上 作 药 长 其 想 累 
和 教学 沁 践 的 色 狂 总 靖 ， 世 是 币 归 的 创新 成 果 ， 作 者 不 慨 监 了 解 访 学 
科 的 全 用 , 能 蓄 博 采 众 医 , 而 且 要 戌 为 教学 实 赚 , 教学 卜 革 的 有 心 人 ， 
能 赃 持 续 不 妨 地 投入 全 部 精力 和 时]: 歌 赋 元 逆 的 长 期 不 贸 的 努力 ， 总 
续 站 已 在 载 学 中 的 心得 体会 ， 训 攻 合并 大 学 数学 教学 县 卡 y 【科学 前 
赣 社 市 版 的 序 中 太 说 ， 这 些 教 材 不 感 编 出 来 的 ， 而 在 在 攻 期 教学 中 
* 教 " 出 来 的 。 “ 牙 " 出 来 的 ， 我 十 分 移 同 基教 材 的 设 的 这 个 观点 ， 
形成 -个 先 进 的 教材 体系 ， 是 创新 大 才 培 养 工 作 中 的 “百年 大 计 ”. 从 
上 到 下 都 座 沪 重视 这 件 串 基于 这 些 认识， 我 们 眼 己 在 几何 燃 课 程 的 
教材 建设 方面 已 络 必 出 上皮 划 ， 艰苦 .系统 的 巡 睛 ， 人 革 待 抱 风 的 由， 
这 些 锅 诈 没 有 目 费 ， 贞 给 读者 的 -系列 几何 教科 书 在 培养 数学 人 才 利 
着 及 微分 儿 何 知识 方面 应 该 说 起 到 了 至 车 熙 作用 . 

环节 可 以 出 于 谊 桂 院 校 数学 系 赋 实生 的 不 同 层 炭 的 几何 课程 枚 


__._.. 前 言 “证 


玲 的 研究 生 课程 “ 志 最 岂 何 引 论 ”可 以 在 先 修 染 “油分 禄 据 ” 的 基山 
|.， 忆 本 韦 弟 - 凋 双 种 七 章 为 主要 内 和 容 ， 齐 -学 期 具 齐 守 了 周 学 时 为 
3 J， 好 名 儿 何 趾 论 " 了 梁 的 另 一 种 设计 可 岂 点 微分 流 形 的 屋 念 许 起 ， 
出 二 书 第 一 章 至 第 四 益 的 辐 容 为 证 ， 辣 癌 雪 徐 分 流 拭 初步》 ， 世 可 以 
在 一 党 期 内 完成 ! 瑞 学 时 流 碟 4 4 后 一 种 课 的 设计 也 证 全 有 融 广 鞭 
的 适 地 生 ， 而 第 十 草 至 第 七 章 吕 浴 作 为 河 学 自 党 的 材料 , 第 到 本 ，| 
全 溃 慎 讲述 Kihler 神 烘 , 稳 昌 于 称 空间 村 主持 毕 中 下 的 联 辣 东 基 础 敌 
识 ， 生 们 是 入 旦 抑 向 的 有 训 齐 万 部分， 村 于 学 习 、 了 解 和 应 用 黎 县 斤 
何 上 让 本 建 论 是 趟 可 误 拷 的 这些 内 容 可 纪 作 汶 答 分 元 柯 、 拓 扑 事 、 钙 
何 分 析 ， 画 数论 、 旁 学 物 副 等 研究 方向 此 赂 袜 千 刘 上 术 自 学 的 材 嫩 .， 
也 Ff 以 作为 “区 蝇 和 何 I 的 教材 ， 为 于 方便 读者 使用， 本 尿 榜 嘲 |: 面 
的 设想 分 成 上 ， 下 两 昨 出 皮 - 

在 这 星 ， 我 们 寡 妓 特别 担 一 下 ， 第 几 音 “ 营 过 允 称 证 间 ”的 取材 和 
可 必 瑚 暗 卫 南开 元 学 太 灾 所 庙 道 哮 闲 授 赐 玉 档 . 在 1988 年， 我 们 党 将 
诸 随 得 道 虞 散 柑 到. 北 下 大 学 右 学 系 溃 斌 容 沾 系 和 党 地 进 每 “机 崇 对 称 宰 
加 ": 后 来 ,我 在 北京 雯 学 的 几 司 讨论 王 上 它 地 庶 齐 半 此 由 和 壮 - 芋 并 们 
多 过 第 元 章 时 ， 道 斑 教 腔 拉 他 当年 的 讲稿 种 慨 二 倍 笃 我 们 区 考 ， 开 
HH 让 第 儿 前 完 入 之 上 三 ,地 半 汪 所 地 市 诸 寺 一 理 . 作者 在 比特 向 已 表示 
内 高 的 党 总 秆 中 心 的 感谢 . 号 误 加 遇 导 称 空 司 在 中 岳 下 尾 富 料 求生 
获 的 纯 论 ， 但 是 它 笃 特殊 的 更 上 屋 说 间 ， 号 榜 特 用 柯 坤 素 的 重要 场 丰 ， 
所 书本 书 的 蛋 点 是 师 调 它 散 基本 娃 论 和 此 何 性 于 . 读 尖 在 演 悉 【或 事 
淮 1 李 人 此 芍 的 一 些 此 本 下 实 立 后 ， 阅 庙 调 章 候 平 灌 和 有 特 间 的 刚 奸 .加 
于 稍 同 的 限 树 ， 也 因 了 下放 守 秆 主 ， 关 二 李 代 和 获 我 们 丰 提 项 肝 贾 出 型 
的 一 些 基 机 概念 和 囊 衬 ， 设 于 给 州 它们 芍 说 细 的 广 四 也是， 这 丁 妙 
深 的 结 凡 反而 局 得 黎 吕 对 你 空 问 的 性 永和 结 风 能 小 更 加 清晰 .于 加 突 
出 地 赔 包 在读 省 面前 ， 志 到 更 好 拘 效 岂 ， 

企 本 书 站 写作 过 珀 中 ， 第 -作者 得 训 北 京 太 学 蓝 学 入学 守 际 . 北 
京 太 学 研 完 年 驼 ， 北京 太 学 教材 建设 秋 员 会 、 北京 大 学 出 版 社 贡 受 蕊 


iv 鉴 肝 忆 何 引 广 


家 [| 热 侠 学 基金 【项目 导 ， 19871001. 102260371 的 去 拉杆 党 助 ， 在 这 
期 间 ， 第 二 作者 得 到 周 家 || 绑 科 学 基金 {项目 号 19971060)] 和 河南 
省 让 撕 科 学 基金 的 宽 助 ， 作 者 在 此 向 必 们 表示 囊 心 的 感谢 仕 本 书 充 
生 龙 京 大 学 出 版 社 正式 出 版 之 前 ， 舌 道 叶 教授 和 蕊 迁 博 十 党 本 具 书 省 
辑 委 只 会 的 向 托 ， 认 真 、 涡 纤 地 审读 订 全 世相 稿 ， 并 用 执 出 过 许 启 寂 
贵 的 章 见 和 建 说 ， 首 者 在 此 癌 他 ;好 ) 们 发 示 深 切 的 诗意 最后， 作者 
对 责任 编辑 语 汗 精 老师 卓 市 成效 的 辛 乔 上 上 作 表 未 需 癌 ， 

限于 作者 的 米 平 ， 本 书 中 的 乎 吓 之 处 肯定 是 存 企 的 ， 沽 感 划 着 鹿 
谈 琳 能 水 音 指 凸 . 


际 维 酸 


2 年 1 卢 丁 此 京 大 学 


第 一 章 


微 闪 流 形 


8 和, 了 
所 


切 同 鞭策 宝 间 -，，，，，， ， 
草 世 攻 邂 定理 .1 
5 淹 滑 切 高 旺 杨 
i 光滑 并 县 晴 

此 证 关 臣 

多 逢 合式 的 各 他 到 Srokes 定理 
划 外 和 人 辐 贡 届 sy， 


笋 显 流 形 ,，，，…，,-， 
浆 旺 度 呈 .........， 
歼 晨 流 撒 的 出 子 ，，，， 


4 妃 向 量 坟 的 吉 灾 和 定 分 

+ 联络 和 区 如 联络 ....... 
2 柳 所 访 带 汪 罗 和 礼 革 算 站 
名 6 用 络 于 世 i 
下 生物 吉 
国 喜 名 二 的 虹 络 
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1 莫 录 几何 引 庙 


和 害 毛 线 的 概 赣 
疆 嘻 亚 攻 的 第 一 蛮 人 条 全 起 ， 


各 时 与 auss 吕 | 十 和 法 于 相 和 革 ， ， 


和 5 谢 册 而 郭 域 
93.6 FIopf-Rinow 定 二 


第 四 章 曲率 . 
5 间 率 张 昌 ， 
时 2 轩 率 形式 
和 .3 堆 徊 曲率 
和 licei 曲 闻 利 糙 靶 团 率 .i 
4 TI 性 等 式 - 


95 Tacthi - 
3852 站 辆 让 - 


S53 人 二 ra-TTirNIonL 生理 - 


和 -和 artar 等 上 十 建 
55.5 守 间 形式 ， 


-人 3 
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下 有 遇 有 卓 沐 刷 告 wii 


策 六 音 ” 弧 长 的 第 二 变 耸 公式 3 
506.1 缉 长 的 第 二 迹 甸 党 下 1313) 
6.2 Ronntt-Myery BE 17 
外 ym 定理 {320) 
虹 4 基本 指标 引 理 (327) 
后 Rb 泪 连 十 村 i1341] 
习题 六 人 301 


第 七 章 ” 黎 显 济 形 的 了 济 形 7 
87,1] 子 流 形 的 基本 从 不 [iB 
7 于 说 形 的 基本 方程 0 
87 嘻 攻 空间 由 的 于 说 局 (ST) 


95 体 各 的 第 二 这 他 从 蕊 .407) 
避风 t ,126) 


习 显 解 苦 和 提示 .497 
其 海 丰 机 1517) 
过 5 引 13520) 


下 册 上 自 录 视 上 告 
第 儿童 Kanler 流 形 


牙 奇 其 空间 ， 芭 流民 和 近 切 讲 代 ， 算 阿 拒 扑 上 上 的 辜 毕 ， 二 纺 ler 流 各 的 下 
人 ， 人 至 部 右 面 几 卓 ， 于 击 ]er 这 开 的 例子 ， 陈 示 性 小 


vii 天 有 RH 到 
弟 九 章 。” 黎 虹 对 称 空 间 
定 艾 和 例子 ， 药 营 对 稳 变 判 的 性 质 ， 秦 受 对 称 对 ， 获 虽 对 称 守则 的 例子 ， 
正 竞 对 短 李 代表 ， 狼 部 对 净空 间 的 曲 室 张 量 


第 十 章 ” 主持 维 从 上 的 联 培 
癌 描 束 上 的 懂 凋 利 求 半 分 市 ， 标 费 意 和民 兹 ， 微 分 竺 于 上 吕 ， 卞 评 庚 战 上 的 
电 络 ， 七 况 本 联 冰 的 则 率 ，Yang-KIils 志 奈 他 


绪 论 


“ 什 各 起 菜品 下 何 学 + 评 一 位 初学 者 在 打 并 本 书 时 剖 会 提出 这 
样 的 问题. 对 这 个 癌 题 的 加 管 盯 是 简装 、 等 易 的 ， 各 是 总 杂 , 困难 的 . 
让 我 开 妥 人 kr0ss 国 “ 扳 种 定 肥 ?Theorema 了 eregiumy 做 起 . 

为 了 莉 划 二 约 感 成 本 间 中 正则 参数 遇 面 的 形状 ， 通 常 到 引 进 瞩 面 
的 种 一 此 本 形 专 秆 第 二 基本 形式 的 概 入 . 第 - 划 本 和 焉 式 足 邮 和 面 “的 切 
向 其 慰 前 长 讼 平方 ， 即 


.dH 
党 二 基本 形式 中 
下 
鞭 中 到 克昌 面 的 单 促 法 向 基 1, 在 素质 上 和 它 站 申 面 1: 侍 意 :点 的 邻近 


太 到 渡 点 切 于 和 面 的 有 加 距 疝 、 尘 别 足 ， 两 个 基 中 形式 之 比 


Hd A 
了 dF ds2 


有 


性 莫 克 上 通过 沪 京 、 岂 叶 沿 记 向 的 曲线 的 曲 训 向 居 #3 = 地 在 晶 身 
该 点 处 的 单位 法 向 基 元 上 六 投影 ! 这 里 的 “ 利 闻 分 别 是 玫 线 的 南 率 和 
证 法 身世) 已 是 仅 依 项 遇 面 让 该 点 的 急 方向 站 函数 如果 考虑 曲 而 上 
由 该 点 的 切 方 向 dr 和 单位 法 向 直到 所 张 或 的 平 加 ， 并 且 肌 该 平面 让 
曲面 上 稚 汪 一 条 划 厂 ， 由 这 革 井 线 岂 dr 为 切 河 基 ， 癌 时 它 在 该 点 的 
晶 率 向 最 各 只 是 其 线 的 ， 所 以 该 晶 线 在 该 点 的 曲 订正 好 是 了 了 ,我们 把 
它 体 为 曲面 在 该 点 清 切 方向 dr 前 法 曲率 ， 记 为 em。 在 遇 面 上 任意 网 
写 一 点 ， 风 aa 由 牢 该 点 的 切 齐 向 的 商 烤 ， 它 友 哆 了 拍 曙 在 该 点 淖 该 
切 方向 的 奔 昌 方向 和 赤 拍 往 度 ， 一 般 说 来 ， 曲 面 在 每 一 点 有 两 个 能 此 
笑 直 的 切 方 向 ， 使 得 法 井 率 ev 在 这 两 个 方向 分 别 近 到 它 的 最 大 俏 和 


2 绪论 


攻 小 什 . 这 丁 个 切 方 下 称 放 遇 面 在 庶 战 的 二 态 向 ， 胡 点 的 两 个 法 开 替 
称 为 出面 在 该 点 的 卡 曲 窒 ， 记 为 mxs- 所 请 的 Gin 曲率 产 措 的 就 
直人 这 两 个 主帅 率 的 靳 和 ， 即  = As 站 然 ， 它 是 借 且 于 地 面 将 第 一 
其 下 开 上 志和 党 二 基本 凡 式 计算 而 得 的 . 

Ganis 经 过 复 莎 的 引 算 ， 划 得 了 一 个 惊人 的 改观 [1827 年 }: Gauss 
划 率 二 以 想 环 开 弄 和 面 邮 第 一 基本 形成， 而 号 曲面 的 第 二 基本 形式 无 
关 ， 这 纺 是 Gauss 的 钨 不 定理 ， 

Ganss 的 交 邮 证 理 的 意 关 在 哪里 y 加 于 我 们 把 驰 娄 册 而 的 定 尾 域 
记 海 品 , 它 是 足 币 的 一 个 并 子 嘛 ， 其 中 的 点 的 于 标记 为 [ml,tw), 那 
各 曲面 的 第 一 基 末 花 二 了 是 在 民 姬 五 上 坐标 辐 :te 的 生 深 微分 式 ， 


4 
了 一 3 pul hid ， 


1.1 一 1 


在 吊 时 = 区 有 并 月 在 短 一 点 ful E 五 人生 正 定 的 2x2 诞 阵 - 
和 在 这 举 一 入 姥 和 上 下 ， 能 凡人 航 上 坚 什 各 下 呢 ? 后 妥 向 而 从 ， 我 放 能 能 汁 前 
芭 是 五 上 件 交 一 其 芝 长 苍 衣 曲线 的 长 虚 ， 能 吏 计 算 区 域 I 个 有 
界 闻 攻 域 的 和 面 和 等 等 ， 而 有 这 些 量 与 下 这 区 域 五 内 所 了 的 坐标 对 克 
区， Causs 用 年 圳 则 进 一 些 邮 言 ， 利 用 ta}; 我 们 还 可 以 计算 遇 面 在 
上 型 内 地 一 点 外 的 GGpuss 有 曲率 站 而 不 管 则 曾 的 其 林 堪 装机 何 这些 一 
个 正常 了 和 起 隐 站 果 ， 庆 帮 关 了 曲面 蕴 内 是 诚 人 站 几何 Gamss 用 率 
薪 忆 芝 汪 入 名 了 忆 卫 避 映 的 证 只 是 虑 们 所 观察 到 的 出 看 的 “外 在 ” 接 
状 ， 出 十 量 奖 其 本 必 在 区 城 了 上 的 第 - 蔡 林 形式 了 与 标 淮 的 工区 度 
最 悄 沿 程度 的 居 度 ， 届 amnss 睹 率 乒 为 常数 开罗 第 -- 基 本 展 式 当 例 
{ 姑 在 参 二 基业 忆 , 第 184 页 站): 

当 e 王 由 有 时， 了 = 和 ae 一 《iu 

当时 = di; 

当 记 世人 时， 了 = fw | epsh20 一 call 12， 


端 论 3 


通过 纹 慰 上 变换 ， 可 以 有 等温 窗 数 把 上 述 三 种 情况 统一 起 米 : 


ch 一 [de 
1 +] 


中 最 地 ， 可 尽 正 是 : 车 总 上 的 第 一 基本 形式 1 是 区 大 度 世 ， 当 月 科 
当 它 的 Gauss 曲率 下 恒 为 过 .由 此 可 见 ， Gauss 蓝 率 衡量 了 第 一 基 
本 些 式 相对 于 欧 氏 虐 其 的 出 启程 度 ， 妈 曲面 {或 二 维 补 间 ) 的 “内 在 
守则 程度 . 我 们 可 以 研究 各 种 在 同 的 “和 丝 “ 森 灿 * 空间 , 而 径 则 的 十 晤 
镍 全 附属 是 在 常 “ 弯 由 " 空 后 中 的 元 何 学 . 

B, icrann fE 1354 年 苔 记 的 著名 就 联谊 说 水 甘 于 几何 学 的 基 记 
相 设 让 ! 登 尖 分 考 交 献 [ 台 ， Vol.2, 第 135 页) 中 把 Gauss 提出 面向 上 
黎 治 儿 何 推广 到 往 意 闫 数 的 情形 , 首先 , 他 可 出 了 井 纵 流 形 的 误 仿 . 尽 
将 在 当 叶 ， 尚 没有 有 出 伟 、 确切 地 表 玉 席 基 空间 和 拓扑 空间 等 福 念 的 方 
式 , 化 在 季 的 蒜 及 于 已 把 n 维 流 为 设想 为 在 局 部 上 与 纵 区 所 空间 机 


” 芒 的 对 莹 ,此 中 每 一 个 点 都 可 以 用 个 有 序 实 数 的 组 w= rl, ,x 


来 抹 "， 企 欧 氏 空 避 中 ， 为 了 求 山 线 的 区 上 座 ， 需 要 先 指 定 育 线 航 的 长 
度 ， 灌 上 语 把 曲线 闻 长 度 定 9 立 为 它 的 内 搂 折 呈 长 给 的 上 确 界 ， 在 这 里 ， 

“直线 鼎 ” 具 一 类 特殊 的 曲线 ， 需 要 何 光 北 宪 愉 一 般 鸯 曲 谍 中 交 半 山 
米 ， 再 企 ， Ricrmanm 拔 山 一 种 与 记 不 向 的 往 一 的 模式 ， 椒 瑚 要 预先 区 
半 直 谎 利 出线 ， 而 足 先 汪 光世 向 时 的 长 诬 ， 然 乒 拒 肌 谍 的 长 度 定 立 太 
杂 向 最 的 长 嵌 少 曲 主 的 积 从 - 因而 ， 这 种 小 渤 征 肝 十 他 意 的 (光滑) 神 
机 ， 个 上 要 求 成 流 形 帮 部 同 敬 司空 向 的 平 直 关 构 . Riemuann 进 - 步 
证 前 所 向 晤 dx 的 民 度 das! 称 为 线 元 } 可 以 是 的 分 其 的 性 意 的 一 
次 济 次 所 娄 ， 责 求 该 商 政 拘 代 在 dz 的 从 且 侈 部 扩 号 时 不 上 改变， 六 昌 
该 函数 曲 系 数 司 了 有 关上 后 迷 ，Finsler 肯 次 对 此 作 了 系统 的 侍 究 ， 葬 
什 杯 这 各 遮 量 海 Finsler 度量 ). 特别 地 ， 虹 可 以 旦 dx 的 ， 处 处 为 正 
的 二 深 齐 沁 揣 数 的 算术 平方 根 ， 而 其 中 的 系数 是 亦 量 x 的 连 统 函 带 ， 

后 省 就 是 现在 前 ieanamrm 度 匡 ,出 此 可 凡 ， 简 单 地 说 ， 黎 蝇 儿 何 俊 以 
生 auss 的 负面 由 将 微 分册 何 赤 高 下 的 推广 ， 几 面 的 内 蔓 微 分 放 何 是 


4 端 论 


化 光 部 裤 拱 的 几何 学 ， 

Guuns 中 Riemann 的 演讲 评价 很 高 ， 他 和 洗 步 出 演讲 厅 时 以 罕有 的 
散 雪 心情 对 训 . Weber 谈 上 起 “Riernart 所 表述 的 观点 的 深 庶 ”[ 埠 看 荔 
长 误 献 各, VolL2 第 134 页). 事实 的 确 呈 如 此 . 为 了 理解. 并 在 技术 如 
节 上 罕 和 郊 Rierruann 挤 思 想 闫 不 客 花 了 了 大半 个 世纪 ， 首先 是 如 bristoffel， 
斤 后 是 Riee 和 Tevi-Civita, 他 们 创造 了 一 昔 意 虫 天 分析 的 方法 ， 引 过 
了 所 请 的 绝对 微分 学 ， 争 肝 了 Riemann 所 提出 的 瑞 举 的 表达 虑 . 天 其 
是 LeriCivita 可 出 了 曲面 上 的 切 向 其 沿 瑰 线 平 行 移动 的 慨 仿 , 这 样 ， 
对 于 黎 曼 元 向往 几何 言 观 上 的 思 缔 使 挫 高 天 一 个 吉 新 的 水 下， 太太 地 
推 闸 了 黎 癌 拖 何 的 发 展 ， 

191 年 ， 站 .Einstein 在 他 所 发 表 的 广 关 机 对 论 直 成 艺 地 运用 了 
如 意 几何 学 ， 把 质 基 分 布吉 述 为 艇 近 庶 有 量 ， 把 引力 现象 解 炎 为 黎 冶 衬 
问 的 曲率 虱 质 . 于 是 ， 黎 此 几何 开始 县 虽 普 过 的 重视 ， 研究“ 和 普 轩 ”至 
疗 前 必要 性 一 次 得 到 肯定 ， 在 其 后 不 久 出 版 的 部 科 忆 ; 

TP. Fisenhart, Ricmannian Ceometry, Prineeton Lniversity Presy, 
New Jersew, 1o28 
在 忧 播 袭 关 几何 知 证 方面 赵 到 了 重大 的 作用 ， 与 此 问 时 ， .Cartarn 
出 版 了 他 的 重要 著作 ， 

bE Cartan, Leocans sur le Oeéormdtria des Bypuves de Riernann, Cau- 
thier-Vilars, Paris, 1928, 

流 形 论 十 殖 此 几何 的 基础 . 对 流下 《拓扑 流 形 ) 移 概 钨 第 一 次 作 击 
准 效 措 述 的 是 人 n. Hitbert [于 儿 何 基础 》 ，1902 第)- 后 来 ， 耳 . Wewl 在 
他 的 镍 着 黎明 面 的 帐 念 》 [1913 年 中 对 上 微分 流 形 给 出 了 清晰 的 
数学 描述 , 在 了 0 世纪 加 年代, 于. Whituey 开 寻 对 微分 流 形 的 拓扑 进行 
了 认真 的 研究 . 在 做 了 这 些 廊 备 之 后 , BlIop[ 在 1932 年 提出 了 研究 大 
范围 煞 绍 几何 的 问题 , 即 截标 曲 率 五 的 符号 与 [ 紧 玛 ) 黎 受 流 形 1 了 9) 
的 拓扑 扯 万 制 交 的 名 砷 ! 套 帮 NM. Berger, RnTiiam Mavwifolis: from 

Curemtiure to Topologpy, TI Chern — A Great Gonmantor ef he Twenticth 
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Century, 第 184 页 ， lnternatlionsl Pross， Hong Kong, 1092), 在 1942 
年 ,陈省身 用 Cartan 的 外 微分 和 活动 标 课 方法 , 成功 地 用 内 效 的 方法 
证 明了 悍 狐 维 紧 致 芝 辟 流 虑 上 的 Gamss- Honnet 定好 ， 这 是 大 范 围 各 
曼 妃 何 发 展 过 程 中 的 里 程 碑 ， 并 划 了 类 范围 理 些 几何 的 新 纪元 ， 陈 省 
身 在 他 的 沦 信 :4 virnple intrinsie pruof of fhe Gnuwas- Bonnet formiie 
for closed Riemnnnian monifolds (Ann. of hlatl.. 4511944), 747~7521 
中 局 窗 误 的 思想 揭示 了 联络 、 遇 率 形 式 ， 切 名 和 球 具 揭 重 要 性 以 及 它 
们 之 问 的 相互 联系 ,编织 了 获 坚 流 形 的 局 部 不 此 量 曲率) 和 整体 不 
误 革 (Euler 示 性 类 ) 之 癌 的 辉 炮 较 时 ， 陈 省 身 的 这 项 研究 成 果 以 发 随 
后 发 表 的 基于 陈 示 性 成 的 系列 论 交 ， 展示 了 后 来 的 微 共 几何 败 展 方 
可， 蓄 响 槛 为 深远 ， 很 快 使 得 微分 几何 的 遇 想 和 方法 成 为 拓扑 学 ， 代 
狂风 打 学 . 太 拖 围 分 析 、 数 学 物理 等 许 才 数学 人 务 支 的 有 机 组 成 部 分 ， 
并 使 浅 避 几何 成 为 数学 研 完 的 一 个 中 心 课 十 . 

在 这 里 ,我们 不 齐 冰 慢 到 陈省身 在 芝 加 卫 志学 计 控 微分 几 体 的 油 
纯 讲 尺 名 Drerentiable Jamifokils 953 年 ), 它 以 清 晴 的 场 性 证 言 
讲 示 微分 流 形 、 联 络 ， 歼 总 波形 等 基本 理论 ， 后 麻 册 版 的 微分 闻 形 与 
笋 号 几何 教科 书 玫 受到 这 本 讲 立 的 深刻 影响 ， 当代 许 委 重要 的 微分 由 
何 学 四 部 基 世 阵 任 身 的 研究 工作 有 上 还 讲 沈 的 养育 、 蓝 插 上 成 长 起 溢 
晶 ， 际 省 身 的 音 作 不 为 当 人 微分 玫 何 学 家 的 必 读 缀 典 . 

从 汉 吕 几何 的 发 展 进程 ， 以 及 黎 骂 由 何在 各 个 数学 分 女 中 的 应 用 
来 看 , 懂 丫 的 想 但 处 于 中 心 的 位 置 . 在 流 形 :给 庆 微 分 铺 构 之 后 ， 往 分 
说 形 上 的 切 同 量 . 切 空 间 和 和 光 语 切身 量 场 孝 是 有 意 六 的 ， 模 为 它们 所 
涉及 的 忠 微 才 济 展 上 的 泥 滑 话 数 , 以 攻 洛 请 画 玖 的 导数 . 苦 此 在 答 苍 流 
籽 上 进 . - 芗 运用 蔽 人 允 手 盘 ， 些 狐 能 况 对 光滑 切 向 量 场 求 微 分 ， 热 而， 
袜 分 流 形 的 郊 滑 蛙 简 本身 并 未 择 供 对 尖 请 切 向 拱 场 求 导 的 手 枉 .对 光 
消 切 司 量 场 求 时 本 寺 应 加 在 光 请 流 形 上 的 -种 新 的 结 栅 ， 这 种 结构 就 


丘 所 衣 的 联络 ,有 首 的 是 , 在 效 晶 流 形 上 存在 一 种 自然 的 特 球 联 络 [种 


为 黎 吕 联络 或 Leyi-Civita 联络 ), 它 是 被 歼 品 结 档 【 即 黎 总 度 基 ] 叭 一 
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确定 的 ， 出 此 可 见 ， 联络 旦 比 歼 总 度 且 上 几 为 基本 的 一 种 车 枝 . 在 2D 世 
红 药 五 六 十 年 代 ， 力 线 联 猪 药 概念 进行 了 紧张 的 财 究 ， 其 土 槛 销 则 契 


建立 并 完善 了 向 基 然 上 的 联络 [oszab 和 直上 丰 . | 的 胶结 [Thresmanm 


等 概 人 神舟 示 性 二 是 通过 复 癌 量 站 上 的 联 猪 构造 册 来 的 ， 热 不 ' 写 是 与 
身 虹 直上 联络 的 选 收 无 美的 涉 变 其 【ChermWeil 定理 ), 国 些 它 民 映 了 
复 向 苹 研 的 结构 特性 ， 特 莫 是 景 底 了 复 问 量 夫 策 离 下 岂 站 {这 加 的 王 
积 1 [向 程度 ， 

大 加 世纪 二 六 十 年 代 忆 来, 去 范围 黎 总 路 何 本 身 玉 其 福 尖 个 数学 
分 支 中 的 应 用 已 经 发 展 到 机 当 可 驱 的 程 谋 ， 制 加， 庶 量 的 是 率 慰 应 三 
流 形 本 : 寺 的 朱 扑 入 相互 制 的 芝麻 ，d Rham-Hodsc 理论 ， Yaug-Mills 
措 泛 , 黎明 流 形 的 详 , 调和 有 也 射 , 黎 党 流 还 上 的 函 吉 泣 ， 黎 党 流 形 中 的 
极 小 于 襄 形 , 痪 裔 方法 和 问题 ， 非 就 泊 考 向 中 的 儿 何 问题 ，Grotmey 的 
莹 明度 县 的 收 襄 首 题 ， 靠 等 ,都 是 歼 品 几何 中 的 重要 课题 ， 巾 上 袭 坚 
儿 柯 口 既 有 如 此 谷地 的 分 去， 所 忆 ， 我 们 谨 ，“ 什 笃 忆 歼 曙 几何 学 ? ” 
品 一 全 难以 确切 回 和 车 的 剖 题 . 在 二 书 最 后 所 询 的 参考 书 日 ， 有 些 下 新 
这 出 版 的 歼 归 元 何 邢 科 书 ， 有 此 点 复 量 几何 堆 首 ， 往 入 健 草 于 或 览 调 
复 虹 几何 的 某 些 课 题 ， 若 年 更 末 目 了解 上 上述 后 愿 的 答 康 ， 读 者 可 忆 选 
读 这 些 书 . 

“在 本 课 程 中 能 艇 学 到 些 什 么 ? ”本 课程 是 黎民 下 何尝 的 人 门 课 
程 ,其 先 偿 则 程 是 “微分 菠 形 ". 本 谋 程 自 向 基础 数学 专业 . 应 用 涩 学 女 
业 【以 政 理 论 物 理 专 业 和 近代 力学 寺 业 1 的 主体 破 十 研究生 和 博士 奸 
究 千 ， 主 监 帅 标 是 阅 季 们 公 到 区 上 曼 几 何 的 基本 慨 念 和 基础 坦 沦 ， 人 二 
二 可 以 人 当 工人 沾 太仓， 鉴于 联 颖 的 重 更 性 ， 我 们 首先 在 网 络 的 引进 . 
联 晖 的 一 般 概 念 和 黎 品 联 禾 的 特性 、 雪 向 黄 的 平行 移 鄞 等 方 而 所 注 了 
很 大 的 力量 ， 务 司 读 者 对 此 三- -个 请 晰 的 了 筋 ， 然 万 开 殖 曙 这 形 上 半 
测 地 钱 、 弧 长 第 : 变 血 公式 和 曲率 展开 讨论 ， 前 四 章 是 黎 吕 几何 的 车 
如 , 官 们 构 惑 本 书 【上 上 机] 的 第 一 部 分 . 在 第 二 部 分 , 我 们 要 导出 蝗 长 的 
第 二 变 苍 公式 ， 在 此 基 碍 上 ,讨论 刹 昌 强 的 最 得 竹 ! 划 短程 性 Jacobi 


闭 治 了 


刀 利 共 思 点 理论 ， 以 战 安 们 在 大 范围 蒙 灵 几何 中 的 应 用 ， 这 部 分 内 容 
的 教学 目的 后 帮助 读者 初步 建立 起 雯 范围 黎 旦 几何 的 观 侣 ， 并 划 概 研 
六 从 苍 围 黎 边 儿 何 鸣 准 分 方法 .第 二 部 分 由 全 建立 笋 基于 流 形 的 框 哥 
暴 论 ， 并 导出 子 访 形 体积 的 第 一 ， 第 二 变 名 公民 . 

除了 前 -七 章 必 为 标 鹤 的 “ 莹 坚 儿 何 引 论 " 课程 的 基本 内 将 以 让， 
我 们 还 辟 专 竟 谷 绍 Kbler 流 形 . 获 细 对 称 空间 尘 特 丈 获 量 流 政 ， 以 及 
上 直上 由 上 的 联 绍 ， 它 们 构成 本 书 移 下 十 ， 这 些 内 容 丁 壬 旦 微分 儿 倍 的 鼻 
点 研究 课题 ， 而 有 是 汐 总 几 柯 以 束 答 分 儿 柯 在 种 个 数学 分 支 中 的 应 用 
叶童 要 痢 基 础 ， 当 热 ， 住 这 时 我 们 强调 的 还 柱 这 些 内 容 的 共 础 理论 ， 
曾 小 是 它们 的 最 新 发 展 .， 也 是 ， 这 些 基 到 理论 对 于 以 事 有 关 诸 究 工 作 
的 法 者 来 讲 是 必 备 的 知识 . 


第 一 章 微分 流 形 


微分 流 到 是 20 世纪 笋 学 有 代表 性 的 其 本 概念 ， 当 代数 学 的 许多 
蛋 要 辕 构 和 研究 灶 佘 玫 以 微分 流 堪 为 载体 ， 本 书 要 介 闪 的 黎 喝 几何 学 
就 姑 丰 光滑 流 形 上 给 定 了 一 个 歼 归 结构 的 几 和 学， 在 本 章 我 们 要 回 大 
有 闫 微分 流 形 的 虹 基 本 概念 ， 包 括 光 滑 流 形 ， 光 谓 活 数 ， 光 滑 切 向 
最 场 。 外 微分 式 . 切 从 等 等 这 方面 的 详细 内 靖 ， 可 参看 参考 文献 人 


81.1 微分 流 形 


油分 流 形 的 概念 起 从 欧 氏 空间 陪 胎 而 来 的 ， 而 欧 氏 空间 则 是 微分 
流 交 中 最 简单 的 例子 和 模型 所 谓 的 急 欧 氏 空 间 ， 简 记 为 外, 是 有 
序 的 * 抱 实 熬 弓 的 集合 . 并 万 平 标准 的 距离 凡 所 构成 的 空间 其 元 素 
称 为 “点 ,Bm 中 任意 天 点 a = ai,… ,a"), 5 = 全 ,加 ) 之 间 的 中 
内定 义 为 


sede 
| 二 一 上 


尼 六 号 吾 " 的 一 个 天 华 , 了 为 正 数 , 如 果 尼 上 的 实 通 上 了 : 它 一 下 
具有 让 到? 阶 的 各 前 连续 偏 异 数 ， 则 称 f 为 4 | 的 一 个 "次 可 微 画 
数 . 站 上 r 岂可 微 末 站 的 党 人 台 沁 为 CY. 优 出 记 赋 ， 六 上 连续 所 数 
的 上 集 音 证 作 它 呈 站 给 定 画 粗 请 一 明 划 果 对 上 于 作 辣 的 非 负 和 车 歼 ~， 
都 有 1 ECTIDD), 则 秋子 是 忆 上 的 -个 光 清 画 数 . 己基 请 滑 数 的 桌 
合 记 作 站 站 . 即 民 所 数 了 :4 地 划 在 中 生 一 点 的 时 个 邻 域内 都 
能 展 闻 为 收 襄 的 基 亡 数 ， 则 称 站 沟 上 的 实 和 解析 函 数 . 5 上 的 实 解 
析 了 为 数 的 集 音 记 侨 CY 太后 ， 在 记 旦 中 溯 中， 总 拒 志 为 7 此 非 
前 整数 .xs 或 ww, 次 了 方便 起 风 , 把 [0D 中 有 装 函数 称 海 [下 的 )T 
函数 ， 
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上 这 福 六 可 以 扒 上 到 两 个 欧 民 空间 之 间 的 中 射 . 渤 贞 是 型 的 -~ 
个 开 子 集 ， 了 :所 一 本 是 人 人 和 直入 工区 空间 亚 的 加 射 ， 显 然 ， 
映射 了 可 雇用 菩 上 的 二 个 实 函 烤 19(1 之 nr < 可 表示 为 : 


f 


其 中 的 扰民 三 人 大 和 浆 汶 了 英 射 了 的 分 其 如 果 对 于 每 一 个 atl] < < 
有 ,六 郴 臣 上 的 安 ” 画 丈 ， 则 称 上 映射 了 注 [人 到 开 的 }7 映射 
类 倍 地 ， 理 以 引信 基调 映射 和 实 解析 映射 等 等 ， 特 别 地 ， 如 条 天 是 正 
的 一 个 并 席 辣 ， 则 吕 映射 天 :站 有 本 显 了 乏 让 了 环 中 前 一 某 光滑 曲 
线 . r 

定 革 1.1 设 虹 号 一 个 非 空 的 Hausdazlf[ 空 了 疗 ， 世 | 果 对 十 每 一 点 
pF 时, 秀 存 诈 p 点 的 开 舒 域 昌 时 ,从 及 从 下 到 测 绯 欧 氏 空 河 区 
的 某 个 开 代 上 的 回 且 yy :二 RB, 则 称 证 为-- 咎 7m 维 拓 扑 流 形 . 

上 球 定 避 中 的 [fp) 称 注 并 的 个 坐标 卡 ; 时 时 ， 井 理 5 称 为 
庶 PEt 的 坐标 邻 域 , wm 称 为 坐标 映射 . 于 中 ， 所 请 的 殷 拉 党 形 实际 
上 就 是 芷 局 部 上 亲 及 二 于 绯 区 区 空 间 的 Hausdorf 室 间 ， 姑 它 的 每 一 
电 可 在 司 脖 丁 人 RE* 中 某 个 下 和 伸 的 半 杯 郭 城 ， 

定 沈 1.2 谋划 是 - -个 站 办 折 扑 菠 形 ， 人 本 1 人 是 闻 的 
两 个 举 标 卡 . 如 果 到 个 玉 = 车 坡 痢 ， 当 个 天 天草 时 ， 迫 射 


om 和 有 vow wl NY 》 FL) 


者 号 "映射 ， 昌 称 坐标 卡 E32) 二 ) 是 局" 相关 的 ， 

电大 ， 扩 扑 汶 形 蜡 的 性 意 贡 个 坐标 卡 必 定 丰 "相关 的 . 

定居 1.3 设 时 岂 一 个 后 扑 流 形 ， w= 人 PP EL} 是 
时 的 古本 从 标 卜 犀 成 的 集 窒 ， 了 为 指标 集 ， 如 果 ww 闹 足 下列 三 个 菜 
件 ， 芍 称 jw 为 折 扑 流 形 好 的 一 个 "微分 结构 : 

tmE 电 是 对 的 一 个 开 败 盖 ; 

2 是 相交 的 ; 
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3] w# 是 概 志 的， 摘 到 话说 ， 政 乒 季 的 任意 -个 坐标 卜 人 癌 ， 


刻 末 它 相 中 的 每 一 个 成 册 都 基 0" 相关 的 ， 风 下 一 定 属 十 好 ， 


CY 微分 第 愧 称 为 省 滑 结 构 ; C0* 消 怕 你 为 实 解 桥 结 构 . 

定居 1.4 谱 江 其 一 个 m 维 朱 扑 访 形 ，w 是 并 的 一 个 得 
外 落 构 ， 刚 称 【 邮 , 好] 应 一 个 mmx 玲 " 微 苍 流 形 . 此 时 ， 当中 的 举 标 
F 称 为 C7 微分 注 形 (六 的 窘 许 坐标 卡 . 

桂 别 地 ， 号 基 微分 着 形 秃 ?微分 流 姬 分 别称 为 光滑 流 形 古 实 
解析 流 形 . 

齐 和 不合 引起 混 清 的 情况 下 , 也 用 对 表示 一 个 局 尘 分 诉 失 i). 

注 记 1.1 对 于 r 宇 1, 关卡 每 :个 本 扑 流 形 玫 有“ 守 7 移 窒 分 于 

注 记 1.2 生 宣 一 个 C7 微分 缚 村 好 椰 可 以 出 站 的 一 个 姑 ” 相 
其 的 内 标 间 盖 .上场 只 … 确 冠 . 这 里 所 谓 的 Cr 相关 的 闪 坏 覆盖 呈 
惜 流 形 村 上 注册 定居 3 中 南西 个 荣 件 的 坐标 卡 集 ， 事 实 二 ， 噬 由 
0 通过 上 嘛 的 方式 确证 ， 


w= 的 再 标 卡 ， 有 WE) 6 ob 
与 1) 是 局" 相关 的 }. 


注 记 1.3 证 全 本 是 让 徘 葡 分 流下 导 的 一 个 竺 诗 坐 标 卡 ， 则 
对 于 WC 把 7 = wip) 在 甩 * 中 的 坐标 [fe 多 称 为 点 
?的 局 部 华 标 ,以 这 栏 的 广 式 杰 {二 粒 注 下 一 个 坐标 系 穆 汐 虹 在 
7 点 的 一 个 WI 局 部 坐标 卡 【六 给 由 的 ) 局 部 坐标 系 记 为 [Ty 
二 证 戌 中， 和 定 训 讲 了 二 的 证 个 画 娄 和 :让 各 三 三 二 7 
称 上 [局 部 ) 坐标 函数 ， 

相 于 MM 的 任意 随 个 CE"- 相 闫 的 局 部 些 标 系 i pi 和 全 天 
凶 困 丰富 六 关 名 古称 映 映 


ow 


12 第 一 于 微分 流 冉 


为 央 全 ,到 的 [局部] 些 标 变换 , 它 囊 以 者 二 为 


on yr, em), li 


_ i 
dri 一 (各 ) 


于 为 局部 坐标 变 刚 名 ow 的 Jacobi 矩阵 , 相应 的 行列 式 称 沟 六 az， 
的 Jacobi 行列 式 , 并 有 号 孔 
Oy yy _ ol 63 


Slrt, ，。 ,Pt) Di ， 


由 些 也 得 到 稚 mw 阶 方 阵 


瞄 十 局 部 坐标 变换 中 可 逆 果 ， 利 币 求 偏 撞 琢 的 链 共 法 晴 容 时 看 
出 ， 和 总 主 坐 慰 变 搞 的 Jacobi 矩阵 都 有 是非 进化 的 ， 由 相应 的 Jacohi 行 
列 式 恒 不 交 鹤 [证 明 留 必 练 习 ). 

利 弄 局 部 半 标 变 拉 出 Jarnbi 行列 式 ， 容易 了 | 入 可 定 同 沪 形 占有 向 
法 展 的 概 宫 ， 

定 芝 1 设 A 是 个 微分 流 涝 ,如 上 业 住 好 上 大 在 一 族 容 许 的 
局 部 坐标 系 党 = 人) nn 虽 , 油 足 以 下 晤 个 荣 件 : 

iE) LU) £5, = Mf; 


er 
[bs = 由 或 者 当 六 了 时, 企 记 Ps 
上 民有 


fm, -了 


一 ”> ， 1.11 
本 [全 并 >0 l 2 


则 称 Mf 是 可 定 襄 的 微分 流 形 . 

一 般 地 ， 满 足 上 4 的 后 个 局 部 举 标 系 [Uo; z5), [Tai zsi 称 为 二 
定向 相符 的 . 

定 愉 38 谤 条 是 可 福 癌 的 mm 维 微 分 流 形 ， 世 | 烛 


Y= {Ea E 7 


向 .] 楼 委 沪 形 地 


是 司 定 区 1.5 中 渐 余 1) 和 12) 成 立 的 一 族 局 邦 举 标 系 ， 并 且 渍 足 茶 
考 ， 

辣 窜 起 极 友 的 , 即 对 于 尾 意 的 容许 局 部 坐 书 : 聂 纪 /; #1 只 归 对 于 
性 芝 时 Ef 了》 和 全 和 中视 放 定向 相符 的 ， 使 有 (ie E 儿 ， 
则 称 党 是 时 的 一 个 定向 . 

具有 恪 下 志向 的 入 分 流 形 称 为 有 向 的 微分 流 形 . 关于 有 向 微分 访 
形 的 其 他 等 价 定 立 区 及 村 旗 的 详细 讨论 可 从 看 参考 文献 中. 

陆丰 妊 册 一- 些 常见 的 撒 分 流 形 的 例子. 

例 1L 设 好 车 本 的 任 春 -个 丁子 上 集 , 全 站 = 并 
为 包 合 蚊 射 ， 则 对 于 任意 药 + (上 整数， 避 或 ah 二 Tp) 是 天 
的 一 个 C7 华 标 种 瘟 .于 是 顺 在 虹 上 确定 了 一 个 C7 微分 结构 oy， 
使 和 成 为 1m 维 的 "微分 流 形 . 

人 鲍 1.2 ”到 其 白 身 的 所 有 可 道 丰 性 变 撞 甘于 复 人 音 弃 算 档 成 一 
个 痒 GE 相称 为 ma 阶 的 一般 线性 群 GLIm, 人 R 可 等 向 上 全体 非 奇 
弄 的 7n 阶 实 方 降 所 构成 的 政法 群 。 出 ] 每 一 个 1 阶 守 户 陈 站 = fei 
都 可 以 看 作 上 E” 中 的 一 个 点 ， GLIm, 卫 可 表示 为 


OLB = {AE RY ; dntAz¥0). 


由 此 可 见 ， 已 Lim: 增 是 牙 友 空间 琴 的 开 子 集 ， 因 而 挟 一 个 mr? 绯 的 
7 微分 流下 ， 

例 13 度量 = 用 了 为 正 束 数 、oe 或 ww 例 1.1 已 吾 攻 出 了 对 
上 的 一 个 C7 微分 辣 构 i. 班 全 二 时 ,映射 避 ; 玉 -+ 于 由 一 
[wz ce PT) 融 定 ， 易 网 人 和 间 工 均 为 连续 映射 ， 记 以 芝 在 同 起 ， 即 
fi 是 闻 的 -个 散 标 卡 . 由 坐标 更 盖世 菩 ] 在 江上 确定 的 避 " 
微分 半 桔 记 为 二- 下 屋 【对 所] 也 是 -一个 天" 的 微分 流 形 . 

广 普 市 坐标 变换 ou ifzl = 2 在 ?= 处 是 布 可 微 的 ，: 
是 这 疝 个 坐标 卡 (Wp) 和 全: 六 不 是 C1 相 甘 的 所以， 人, 下) 与 
EH, 应 两 个 涉 司 的 -名 Cr 微分 流 形 . 


14 种 一 章 散 分 舍 囊 


例 1.4 设 了 花 定 区 丰 下” 上 上 的 实 侍 二 甬 数 ， 三 二 划 水 了 
时 梯度 


| | 


和 在 了 的 一 个 水 平 集 
it = {PE Rt; fi = el 


te 海 共 和 数 )】 | 上 由 椒 为 零 ， 则 好; 大 一 个 nn 维 的 ”微分 流 形 ， 证 明 如 
下 ， 
对 于 尾音 的 产 = EE ,不 迟 潍 
DF 
时:T1+l 
根据 隐 肖 数 定 理 , 存 牢 点 [本 ;2 在 大 中 的 邹 城 ,也 及 定 必 特 
上 的 世 7 岗 娄 了 11 = 本 ,xz 全 得 


{ 贡 和 由 


一 页 f20n，， 二 
并 日 在 如 上 有 有 全 等 式 
让 了 三 


出 此 可 见 ， 只 点 在 入 中 的 一 个 名 城下 划 坐 标 平面 23"f = 人 0 上 的 
授 影 了 :下 -4 是 -对 应 其 道 呐 射 关 1 由 


[人 


也 1 


1 1] 
,hi I 


确证 ， 易 知 ， 了 与 y-! 都 址 述 夸 的 ， 国 上 时， 让 直 和 卫 . 在 pj 点 的 一 
个 些 标 卡 ， 可 潜 验 证 ， 对 所 有 的 pE 好 出 上述 方法 得 到 的 坐标 卡 
第 此 者 是 0* 相关 的 ， 并 构成 了 ji 的 一 个 CY 相关 的 坐标 负 盖 ， 它 三 
az- 上 硝 定 了 一 个 C 微分 结构 wr, 使 fs 成 为 一 个 nn 维 的 Cr 铀 分 流 
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全 41.4 说明 ， 网 区 空间 中 +1 中 鸭 正 则 超 曲 面 醒 怀 科 分流 形 ， 其 
中 包括 许多 最 常见 的 例 了 于， 例如 ， 这 7 > 0, 并 说 


Tt 二 i 


f= fa vr ll Ee nt, 


刚 和 法 原点 交心 。+ 为 半径 的 nt 闪 标 面 
Sn) = {rE RT fim) = 7} 


量 了 的 一 个 水 平 党 ,并 日 本 ad 了 在 Smt 汪 钼 处 布 为 村， 因此 后 是 一 
个 n 叭 说 7 得 分 流 形 ， 为 了 简 估 想见， 以 后 记 5? = 8 

例 1 并 子 访 形 . 

投 上 时 汶 n 维 光 请 流 形 ， 其 光 沸 结 司 记 为 


二 = {i Es Fa TT: 
这 进贡 是 训 的 一 个 非 空 升 子 集 ， 令 
= ,二 Paly, ， 


列 部 = 人 天 和夫 和 出 了 天 的 一 个 光 福 犊 答 ， 使 得 
r 成 为- -个 mr 维 光 潜流 形 ， 称 为 4 的 开 子 流 形 . 

例 1.6 nn 维 实 射 形 罕 间 及 F” 

用 表示 于 二 1 中 经 过 原点 司 = 站 .中 的 直线 的 上 集合， 上 有 
把 了 +! 视 汶 +1 维 的 实 癌 量 空 间 ， 则 RRP? 战地 耻 "1 的 所 有 - 奴 
空间 的 集 澡 ， 下 面 更 在 民 P” 上 引入 一 个 “ 标 潍 * 的 微分 辣 怕 ,使 之 
丰 因 4 绯 注 背 流 形 ， 

为 此 ， 尖 在 型 +1 = 要 ?+110} 上 汗 广 一 种 等 作 关 系 ~ 如 下 : 


1 . . ,zt 


we 一人， y= yt) 


T ~ 当 且 亿 当 存在 非 零 实 孝 ,使 得 yy = 3x, 旭 y= 和 rT 
站 十 在， 不 炊 计 道 ， 有 RP 可 以 等 同 于 琵 :t1 美 二 等 价 美 系 ~ 的 前 空 
间 ， 即 有 
RP™ = Wt ~, 

为 方便 起 见 , 用 加 = {fz7 1 表 和 B+!1 中 的 元 家 = fr1,-…， 
zm11) 所 在 的 等 仿效 ， 于 是 有 

我 P™ 二 站 一 [i ,， ,+1)]: x 二 fl, ， PT 二 1 1) 区 Er+!]. 
他 对 站 世 卫 1 局 [2] EE RPr 记 T 为 二 Ph 上 的 拓扑 关 构 定 党 如 下 ， 
到 PP 是 开 集 当 且 仅 当 交合 ) 是 了 +1 的 并 子 集 . 市 此 可 兄 ， 
TT 有 tt REP? 是 过 六 册 时 ,并 且 攻 Pr 是 Hausdor 空间 . 通 谎 把 > 
的 礁 标 ix1 ,x 序 为 有 RPY 中 的 点 加 的 齐 次 坐标 苦 然 ， 一 个 
点 遇 齐 寥 绎 标 趟 是 唯一 的 ， 井 且 当 ga 尖 0 圭 ， 总 而 


[gly at1)] = 了 
a 1 Te “= 二 1 3 rr a 1 Tr 


贬义 有 Pe 的 nn 十 1 个 并 子 集 如 下 : 
和 一 T[[z ,tl1)] 万 苞 记 7 sr (}, 站 二 1,--- ,到 十 上 


从 直观 上 讲 ， Wa 是 于 +1 中 全 位 通 计 原点 得 不 落 订 是 下 面 3 = 0 之 
中 榴 直 线 折 构成 的 集合 ， 再 引入 映射 


In 站 十】 上， 
其 定 深 如 上 


导 1 一 eg[fE .Tt 六 
_ (5 + + 十 1 | 
1 


Tr “ 
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容易 看 出 ， Fm 完全 靖 定 ， 并 且 是 以 和 天 于 的 同 胚 ， 上 ,Pw 后 
下 上 的 一 个 坐标 卡 ， 和 应 的 局 部 些 标 售 ,…,") 通常 称 汶 及 IY 中 的 
点 的 非 齐 次 举 标 当 全 门 俩 头 站 时 【个 站 谎 总 > 辣 , 局 部 华 标 变换 


(Te) = ao El, EN), E00 


由 下 式 情 定 ; 
£1 上 一 1 £3+1 
1 = 名 | 本 ， 下 二 外 ， 
上 1 一 1 LE Ey tt a™ 
T 2 1 明 = WH 1 ~ 


它们 部 显 [的 光 洽 肾 狐 ， 因 而 
六 亲口 | : po Fi NN Vs) patti TT) 


是 郊 洗 胰 射 所 区 人 Pa 芝 m 立 十 1 三 定 了 及 PP 的 一 个 
潜 辣 构 ， 恺 理 PF 成 为 维 光 溢 广东， 称 为 n 维 实 射 影 空间 . 


81.2 光滑 映射 


存 束 书 中 只 考虑 = 2 的 情 襄 ， 也 就 是 忆 在 光 谓 入 形 上 进行 讨 
论 ， 利 用 流 形 | 的 光 光 结 构 ， 可 以 在 流 形 上 以 自然 的 志 式 建立 沪 消 彩 
数 的 概念 ， 热 后 许 秆 实 并 讨论 光 请 流 搓 癌 的 光滑 上 映射 . 

如 果 没 有 另外 的 说 明 ， 以 下 假定 #3 > 或 #= ce. 

定义 3. 证 Wf 是 一 个 tn 闪 汇 滑 流 形 ，5 为 对 的 非 空 计 于 党， 
了 ;如 二 及 吓 定 名 在 如 目的 实 慎 函数 .如 果 对 上 好 的 尾 意 一 个 等 许 
坐标 卡 上 六 洒 亡 广 在 关 几 时 ， 

fop tl: wn = 


证 人 * 函数 ， 央 称 是 右上 的 CC 责 数 ， 写 上 的 CY 图 数 又 称 为 党 
滑 函 数 . 


I5 条 玫 人 这 形 


开 子 集 忆 上 全 体 0* 函数 的 集 售 记 作客 A 特别 种， 于 上 全 
伍 沦 请 函数 的 集合 记 为 局 18. 不 难 君 出， 人 [加 ) 英 末 次数 的 磺 法 
和 冬 法 构成 “个 环 . 

侧 4.1 设 [pz 个 mm 锥 郑 语 流 形 Mf 的 个 局 部 坐标 系 ， 则 
市 便 1.5, 区 是 一 个 光滑 流 形 - 恨 据 定 匀 1, 不 难 验 还 ， 矢 一 个 局 部 华 
标 国 数 zw :5 -4 及 都 是 沪 潜 甫 数 ， 

定 头 23.2 侵 放 沟 泡 滑 流 形 ，pE Mf 是 秆 妾 在 p 点 的 上 个 邻 
域 当 上 上 的 靖 数 . 如 果 存 在 的 开 邻 域 志 亡 4, 十 得 fw 是 二 上 的 安 ? 
所 数 ， 则 称 了 基 定 文本 p 点 附近 的 C* 质 元 ， 简 称 为 在 点 的 i 淆 
对. 

全 体 在 点 的 C3 两 数 档 成 的 集合 记 作 人， 一 般 地 ，C5 中 两 个 
阴 数 可 忆 有 不 司 的 定 实 域 , 但 起 它们 让 pn 点 的 某 一 个 开 邻 域 上 祁 有 定 
归并 下 是 后 的 因此， 在 3 中 可 以 定名 加 法 利 雍 法 . 

定 基 34 访 民 ,NN 分别 是 训 , nw 准 疾 洪流 形 ， 了 了 : 计 王 谨 为 映 
射 ，p EE 时 . 如果 他 在 时 在 点 pm 的 窜 许 坐标 于 [下 阅 太 此 访 在 点 
了 9 他 容许 坐标 卡 【及 全 得 FE 二 下 并且 复 合 时 身 

fofopl: wt)-) WT) 
是 w 昭 抽风 称 师 射 在 Bp 点 是 宫 守 的 i 或 汪 湛 的 

通常 ， 称 喷 射 #4 汶 上 映 射 了 基于 灶 杭 卡 人 和 人间 的 局 部 下 
未 ， 有 具体 地 车 汇 来 ， 它 由 个 mm 元 实 晤 数组 成 ， 务 让， 由 尘 标 卡 的 
局 ?相关 性 世 知 | 定 训 2.3 与 化 标 RE 和 【ww) 的 选取 元 关 ， 

定 妈 34 届 了 :由 训 是 尖 讲 该 形 村 ,NW 问 的 陵 射 - 如 果 了 在 
ff 的 每 - :点 靖 处 都 星 如 的 ， 则 称 子 为 Co 映射 或 光 请 映 射 . 

开 然 ， 浊 靖国 获 总 沧 请 爱 射 的 特例 . 

例 2.2 流 形 上 的 光滑 由 小 ， 

设 村 起 一 个 友 维 光 滑 流 开 ，T 虹 及 中 的 一 个 闭 区 则 ,， :了 -+ 条 
荐 热 闻 如 果 存 在 开 区 间 fa, 癌 岂 及 闪 语 映射 了: fa, 六 一 晒 , 使 得 


.3 光 浓 映射 贡 


过, 并 于 下 1 = 个 网 生 7 是 好 中 的 一 条 光 谓 则 试 . 当 抱 ， 了 
世 可 以 是 开 区 问 ， 或 半 开 半 闭 区 间 ， 视 所 讨论 的 问题 而 斌 ， 

定 兴 3.5 详 时 种 襄 是 商 个 淮 沸 流 形 ， 了 :好 一 上 是 … 个 同 
王 ， 好 果 站 下 其 道上 映射 请 :六合 时 都 县 洗 许 的 ， 则 称 了 是 风 和 
车 N 的 党 请 周三 或 微分 同 胚 ; 此 时 ， 也 称 好 和 上 尼 息 此 交 油 (或 
微分 ; 网 及 的 ， 如果 于: 证 二 让 基 一 个 光 祖 了 鼎 射 ， 开 有 是 对 于 每 一 点 
PEM 部 和 了 的 一 个 弄 郭 域 上司 得 fly 是 关中 的 并 子 集 ， 并 且 
将 一 下 5 是 必 到 天 C 的 光滑 同 且 ， 出 称 了 是 所 对 到 浆 的 
局 部 光滑 同 是 

亚 招 ， 师 果子 是 从 下 到 六 的 光 语 同 扩 , 则 了 ' 是 具 访 到 村 的 
泡 漆 晤 是 ， 

例 42.3 在 和 例 1.1 和 和 1 中 给 出 的 两 个 光 请 流 撒 ( 术 节 ] 和 [及 ,48】 
之 间 在 在 光 语 同 脖 ,其 中 wi 与 ri 分 别 由 局 部 坐标 卡 棱 盖 {12】 利 
攻 吧 区 让 确 十 ， 

事实 上 ,可 以 取 陕 射 ; (了 oz] 一 (及, wi), 其 定 广 如 下 。 Wz 加 
fiw) 二 YE, 了 的 递归 射 六 存在 并 且 了 (x) = 3 

市 于 音 三 刘 , 音 三 六 所 届 了 六 闫 | 举 标 上 本 说 和 全 区 
的 表达 式 仓 别 直 

f= ofow!=i, 了 1 oof lowm l=i. 


它们 宛 是 及 到 中 身 的 己 等 映射 自然 是 光滑 的 , 由 害 总 ， 了 和 六! 均 
为 洛 请 映射 ， 周 而 万 光 语 同 乓 . 

上 面 ， 要 筷 交 省 请 映射 的 竺 ， 为 此 ， 先 入 一 点 准 闪 上 作 ， 

隐身 和 六 分 别 昌 于 锥 和 mm 绯 的 玫 洽 度 席 ， 了 : 邮 僵 交 为 池 清 
师 射 对 于 pt 对 记 站 二 帮 到 二 剖 , 则 PP 却 和 两 点 分别 在 草 , 六 中 有 有 
局 部 坐标 对 13 和 的) 使 得 FDC 让 衣 应 地 ， 鼎 射 了 让 如 
上 的 限制 可 以 发 示 为 


yr 一 1 .人 1t 人 
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仿 


1 一 (各) 


则 .yt 了 是 定 六 在 上 内 的 一 个 mx mm 阶 矩 阵 函 数 ， 它 与 局 部 上 坐标 系 
[Pr 机 [Vy 的 选取 有 甘 ， 通 常 拒 二 ;yp[ 朱 称 为 映射 站 甘 上 局 部 
赃款 未 1 Fi 和 的 Jacobi 征 阵 . 

现 假 定 (G; 和 [六 ;名 } 分 别 址 中 了 企 时, 六 中 的 另外 一 个 相 闪 
局 部 坐标 爱 , 它们 满足 FEY cP, 如果 映 射 了 基于 局 部 上 坐标 票 (5 2 六 
和 (让 :3 的 局 部 表达 式 为 


pr ， lu in, 


出 白 链 式 法 则 ， 在 疡 点 的 一 个 井 部 域 to CNE 内 成立 如 下 的 变换 


当成 
BFeY fo /OF f das 
nl) = 63 - (a7) ( 斑 儿 下 ) 
fy? Di 。 
=p) YY 
中 


dr Hi" 
(Bh) 由 【有 
前 训 是 村 ,NW 上 局 部 坐标 变换 的 Tacohi 矩阵 ， 出 总 .1 式 立即 可 复 ， 
所 隆 丙 铬 -ii 及 在 基点 的 秩 
ankJes 人 的 = ma [5 四 上 

与 由 部 些 慰 x 与 如 的 选 喉 和 无关， 它 是 鼎 时 了 的 不 变 基 ， 称 为 在 p 
点 的 特 , 并 了 为 rank yl 站) 

放下 党 语 映 射 的 著 ， 有 好 下 的 定理 ; 

定理 2.1{ 映 射 禾 定 理 ) 设 村 ,NN 芥川 是 th, nn 维 净 洪流 形 ， 
了 ;MT 二 玉 是 光 洪 上 映射，pE Y, 如 时 了 在 5 点 的 一 个 开 邻 域 上 具有 


局 部 坐标 系 人 由 加 1 村 得 


FEE rim)=0, ylftp) = 小 


l 


多 si om ml, ,和 人 = lr, .3 ,由 - :0 


定 埋 2.1 的 让 果 权 坦 到 欧 氏 空间 之 问 映 射 的 反 函 数 定 理 [ 见 本 章 
可 题 汗 8 题 ), 售 娃 读者 作为 练习 . 

仁 很 长 一 段 时 间 内 ， 丰 们 相 傍 ， 在 光 语 同 且 的 意 避 下 ， 桔 扑 流 形 
二 孚 过 只 有 种 光滑 结 构 . 然而 在 1956 年 ， 十 Milnew 愧 址 了 一 个 与 
7 锥 球面 5" 同 有 凸 的 拓扑 誉 间 王 ", 并 且 证 下 "上 刘 入 了 一 种 新 的 光良 请 
森 a", 从 而 得 到 一 个 右 通常 的 被 分 流 拱 {57, wj 多 看 和 出 1.4) 不 同 的 六 
衫 新 形 (了 ,ww). 这 就 是 所 谓 的 ?了 维 " 慰 球 ?. Mimar 阿 时 证 明了 在 六 
玫 天 和 之 问 不 在 在 杜 何 光 证 同 旺 ， 由 此 可 见 ， 一 个 波形 的 光 捐 辣 构 并 
非 古 其 术 扑 请 构 的 术 生 物 ， 另 一 方面 ， Korvaive 在 1961 年 构造 了 一 
个 10 然后 下 流 形 的 出 子 ， 省 设 有 性 何 的 微机 丫 构 ， 直 淹 19a82 年 ， 由 
于 Treedrnmn 利 Demaldson 等 人 的 了 工作， 大 们 煞 于 知道 ， 当 m 关 二 时 ， 
BR 在 任意 芝 个 首 谢 结构 下 视 感 范 语 癌 且 的 , 而 在 下 上 扣 有 许 率 开 不 
等 件 的 光滑 关 顶 . 


$1.3 ”单位 分 解 定理 


流下 是 苍 滑 波形 诸 的 一 个 并 于 流 形 , 并 且 4 关 .一 般 而 证, 定 
妾 福 碚 上 的 党 滑 尘 数 和 定 交 在 诗 上 的 光滑 晴 烙 是 后 个 不 同 的 对 象 ; 
因而 CED 征 人 U4】 尾 两 个 不 同 的 集 音 ， 一 个 局 部 | 有 证 这 的 光 
带 艇 数 基 可 能 乾 {或 省 如 何 ) 扩充 汶 定 实在 特 个 流 找 上 的 光 沛 函数 往 
微 全 莹 有 形 理论 小 具 彰 十 俘 重 要 了 的 实际 意 交 ， 处 理 这 种 间 题 ， 常 常 要 依 
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畅 定 立 在 熙 个 彼 形 . 玉 的 所 谓 截 断 郑 数 ， 另 一 方面 ， 如 果 在 波形 每 一 点 
的 某 个 邻 域 内 都 能 忆 一 种 确定 的 方式 定义 一 个 烙 学 对 和 象 ， 玫 何 将 这 些 
局 部 定义 的 对 音 振 接 为 定 光 全 莹 个 流 开 上 的 歼 学 对 红 , 也 中 袜 分 流 形 
理 沦 中 经 常 要 解决 的 问题 ， 庆 这 一 方面 ， 最 次 共 本 而 有 北 的 工具 就 是 
单位 分 解 定理 ， 本 节 仅 扼要 地 抽 述 一 下 有 美的 捉 实 ， 详 删 的 讨论 可 参 
看 务 妾 文 陕 当 . 

引 理 3. 设 记 In) 和 Botral 起: 中 的 同 个 同心 
球 ， 则 存在 了 Et CIR"m), 使 得 和 < 了 < 1 并且 


fain; El Re 三 位 


片 巾 于 访 虎 的 坐 慰 帮 ， 并 利用 引 理 4.1 容 菇 得 到 下 面 虹 --…- 般 的 辣 
这 

引 理 33 役 忆 YY 丰 光 清 琉 形 条 中 的 两 个 开 杆 柴 ， 上 其 中 下 是 紧 
了 筑 ， 并 上 请 是 区 二 F 则 在 在 Ei 使 得 0 < 了 < 1, 并 且 


了 :三 1, frr -= 必 ， 


引 理 3.2 中 的 光滑 函数 了 常常 穆 冯 和 上 的 虐 断 函数 . 通过 与 这 

样 的 雍 数 相 汪 ， 伍 意 的 EE 和 MM] 部 可 以 种 “ 冯 谓 地 表 断 ", 即 有 有 
if mhr, far = 0. 

换 句 话 涪 ， 通 过 了 抠 只 在世 上 的 限制 突现 出 米 了 ,而 拒 六 在 信之 外 
的 部 分 郁 变 成 了 过， 

定理 3.3 人 役 上 是 汇 语 访 形 上 的 一 个 闻 了 于 集 ， #9 EC, 则 对 十 
性 意 的 产生 必 存 在 P 点 的 - 个 部 域 让 三 5 以 及 贡 灶 Ee CEM， 
使得 

jy = | 

征明” 来 b 点 的 开 邻 域 全 使 得 全 不 紧 致 的 . 并 且 WW 记 

CW 艰 据 引 理 3.2, 在 让 盖 数 EGX[ 村 ], 让 得 fw 三 1， 
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了 wyr 三 站 对 于 性 意 的 ge 入, 今 

_ 上 刻 果 gE 

下 2 = 

由 归 果 吴 世 . 
下 难看 出 ， 了 .9 在 下 上 是 淆 消 得 ， 并 卫 在 半 谨 站 [ 杀 \1 站 | 上 恒 为 
过 ,用 此 可 此 ， 了 在 六 上 足 光 滑 的 ,再 它 在 对 FF 上 恒 为 赤 ， 因 而 也 
是 光滑 的 ,注音 到 
A -二 Lb 图 | [af T 1- 
所 世 ， 和 全 虹 上 是 将 谓 的 另外， 对 于 任意 的 gE 证 
stay — fia- oly) = oo)- 


故 有 剖 w = gw. 证 举 ， 

定理 33 的 音 思 是 ， 设 5 是 定 必 在 兴 语 流 形 好 的 并 子 集 六 上 的 
性 意 一 个 浴 补 中 头 ， 刚 它 竺 社 一 点 BE 的 一 个 都 城 上 的 限制 能 吏 入 
充 沁 整体 地 定 疼 在 好 .上 的 光滑 填 都， 后面 要 但 如 的 光 清 切 癌 呈 场 ， 
话 请 张 基 声 者 有关 个 业 体 的 性 质 ， 共 证 明 方 法 也 是 类 机 的 . 

定 闭 3,1 设 时 是- 个 折 扑 空间 ，3 = {Es] 种 = 人 是 
好 的 两 个 开园 症 . 如 时 | 实 ; 中 的 在 一 个 成 员 , 邦 存 在 i; E 工 1 
十 得 瑟 ca, 则 称 32 为 枚 芒 2 的 -个 加 经 

定 半 .2 训导 是 -个 拓扑 空间 ， 守 = 人] 是 对 的 一 个 于 集 
旋 ， 如 日 对 上 任 间 一 点 PE 儿 , 部 寿 在 上 的 一 个 强 城 UC 于 , 梧 得 
要 与 于 中 有限 党 个 成 只有 非 空 的 公 集 ， 则 称 子 集 族 汪 总 局 部 有 限 
的 ， 

定理 3.4 没 屠 是 满足 第 二 可 数 公 至 [ 即 二 公理 ] 的 mr 淮 光 尘 
流 形 ， 则 对 上 好 的 什 间 一 个 开 乡 闵 工 , 必 有 开 的 一 个 局部 有 限 的 加 
出 

工 := {Tw EN}, 


其 中 习 是 站 然 数 集 ， 以 及 一 旋 国 束 EE CGY 请 足下 述 亲 件 ， 


2 第 一 半 模 分 流 搓 


VENI fl 


we 可 隙 玫 fF 的 芝 择 集 
Supp ft = {PE MM falpl #0 CC Va; 


(3) 好 ja 三 1 
满足 定 亚 中 条 件 的 光滑 声 数 斤 fh EE 名 称 为 从 属于 并 杆 瘟 了 工 的 一 
个 单位 分 解 . 
证 明 ”根据 折 拉 学 的 一 个 证 理 ( 洗 看 参考 文献 [3 第 二 章 时 引 理 
2 本, 作为 da 空间 的 让 清流 形 好, 它 的 任 崔 一 个 开 胸 亩 工 一 TH 入 E 
首 , 帮 有 一 个 局 部 有 限 的 可 娄 如 细 并 虱 闵 
= {is! fr EY 


协 得 对 于 任意 的 @E 人 话 丰 包 伸 住 某 个 WT 之 内 的 棍子 集 ， 同时 ， 
适当 地 缩小 i,, 可 以 得 到 对 的 条 的 村 衬 盖 {2%} 和 {Vo}, 色 足 
LE it 人 区， 江上 
由 耻 坦 4 对 每 -个 ae 阿 存 在 国 数 .ECXLM', 全 得 0 二 1， 
并 且 
Fi y= 1, 
启 | 0 出 Ew; a € 卫 是 网 部 有 限 的 并 黎 羔 ， 


NZ, 
= 之 天 


[| 


在 祥 一 点 me 时 的 一 个 邻 域 | 玫 起 在 限 乱 个 闫 澳 聊 数 的 和 ， 因 击 六 
CwiMY. 和 注意 到 | 全} 也 是 机 的 -个 村 村 次 ， 吻 知 上 处 处 大 于 零 . 
叶 此 ， 如 果 村 于 性 音 的 EN 令 记 = fayf, 则 


hi EC™ LM), 


并 是 函数 族 1f; a 6 只 满足 定理 的 要 求 . 证 毕 . 
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-4 切身 量 和 切 空间 


丁 特异 用 方 同 导 获 的 梳 型 在 治 洗 流 形 上 引入 切 向 荐 的 相仿， 并 
对 怪 相 关内 内 容 进 行 必要 的 讨论 . 

乙 定 好 是 -个 wn 维 光 请 流 洪 ， pe ,Co 表示 在 yb 点 的 光滑 
销 数 的 集合 . 

定 忱 4.1 所 谓 光 福 访 带 好 在 点 bE 并 的 一 个 切 向 量 * 措 的 仙 
洽 昌 下 列 了 个 条 件 的 映射 wise 一 了 及 : 

i YF RE Co TAE LR vf + hp) = + hp; 

Ca Vf gE CH. Uf = fap + Finulay. 

在 伪证 切 同 其 的 其 蛋 屋 子 并 说 台 定 实 4.1 的 背 媒 之 前 ， 先 还 肛 一 
个 虽然 补 等 ， 却 很 有 川 的 尘 理 .. 

设 【二 2 捕 点 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 对 于 任意 的 了 es, 记 

Sp = ip0) 

引 理 4.1 设 忆 i;xw 是 wn 维 党 语 流 形 时 让 一 点 上 的 容许 局 部 
华 慰 票 ， 记 下 = 天 因 出 对 于 任意 的 FE Ce, 存储 m 个 光 消 函数 
生 EO 洞 足 


BF 


入 二 Br i; l 站 到 1 


并且 诗 十 上 吕 王 附近 的 任意 一 点 亿 有 
fia = fip) + 人 人 一 Thmig), 


证 明 仿 襄 it; 中 ) 站 容许 誉 你 请 Cw} 确定， 由 定 必 2.2 可 旬 |， 
f=fow!t zfpl， 
由 微 积 分 基本 定 闻 ， 存 点 mm = wip) 的 某 个 球状 健 域 证 上， 有 


一 1 ~ 
He- feo) = f ftsot tte — yd 
， 证 


26 。 条 一齐 花 分 入 


二 Ve 一 i) of fp t+ Hi — zol)dt. 


: 0 ri 
4 二 41 


对 于 点 EE 全 ,定义 
| dF _ 
0) = en tir 一 nd、 信 = 负 ow 


则 有 
0) = dg) = Hy) 
并 且 在 疡 点 的 部 咸 证 = 由 !{ 久 ) 内 有 


"rt 


fia = Fp + Yn — elo) 


;一 ] 


是 全 = 


引 理 得 让 . 

现在 来 介绍 欧 氏 空间 的 切 向 其 . 

例 41 设计 = Fm, zm E 区 ". 对 于 疝 最 we 梧 ， 我 们 定 习 瞻 和 
De :OR 二 + 吉 训 下 : 对 于 任 音 的 丽 数 了 EC 区 : 令 


df {zo + te 


"时 和 了 


D,f 一 


由 Def 是 函数 在 点 mm 神 同 量 w 的 方向 异 数 ， 容易 束 证 ， 方 向 导数 


从 本 D， 注 中 定妆 41 中 的 苯 件 ， 所 世 它 是 ”在 zo 点 的 个 切 向 
其 假定 = 人 上 各 由 时 式 可 天 


— Hf : 
Df = 之 


国 些 ， 算 子 D, 是 由 同 量 泣 定 的 - 
上 后 之 ， 可 以 还 好， 胃 果 映射 :ez 二 满足 定 关 44.1 的 菜 件 ， 
由 上 有 唯一 的 一 个 向 其 ww E 吏 *, 鸽 得 相 许 的 上 方向 导数 竹子 Di = = 囊 
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= Fro) | 2 — xo)ote), (4.2) 


其 中 gi;{xn} = rn. 贡 羔 性 2)， 
olly =5 1)=1-o+1.0[1) = 451). 
所 以 gq 人 1) = 0. 对 于 性 意 的 常 征 兵 数 4 话 哆 使 用 其 人 忻 [1}, 有 
TA 一 全 (人 二 Ar 人 = 由 

通过 (4.2) 式 ， 把 = 作用 上 函数 了 得 到 

of = (eo) -ee 
由 此 可 见 ， 逢 全 站 = [fotze1),… ,ofzw*)), 便 有 

中 = Di YEECS. 


nh 容声 表 证 满足 上 述 杀 性 的 向 其 + 是 由 算 了 5 唯一 确定 的 ， 所 
， 问 基 与 方向 导数 算 子 DD, 是 一 一 对 应 的 ， 这 就 是 说 ， 可 以 护 * 
和 D'. 等 问 起 来， 
例 4.2 迹 蜡 是 一 个 如 秦 光 请 党 形 ，T:T-ee 一 和 是 昌 上 上 


的 一 条 光滑 曲线 ， 记 p= 攻 . 利用 可 以 定义 一 个 映射 4: QO 一 及 
如 十， 对 于 任意 的 fe C3, 今 

a 和 二 车 ey FL) 

fi ll a Tt := ET i . 


容易 验证 ， 喘 射 4: Os* 一 下 沟 足 定义 4.1 的 条 件 ， 因 此 ，w 是 光滑 
流 形 sf 在 p 点 的 一 个 切 向 景 , 称 为 曲线 + 在 + 二 0 点 处 的 切 向 量 , 让 
为 (Di, 这 样 ， 上 区 成 为 


YO) = 


ey 


中 对 一 年 向 分 流 形 


下 面 寻 下 内销 流 形 在 一 点 的 划 闵 间 的 要 使 ， 半 作 一 些 机 美的 讨 
论 . 

首先 ， 把 闪 请 流 形 村 企 点 三 处 的 切 向 其 梧 成 的 集 兴 所 沟 Th 于 . 
住 隔 诗 叶 ,引入 加 法 和 数 若 运算 烟 下 : 对 于 性 意 的 记 tE TD 时 ;六 捷 江 
由 及 EW, 定 屿 

+ = ut tu af) = A uf 

四 弘 ， 这 样 定 信 的 证 十 和 36 悄 热 居 畦 在 8 点 的 女 癌 某 ， 即 也 诗 
芜 于 这 样 的 如 法 和 灼 菩 话 算 是 封闭 的 ， 得 一 步 可 以 鉴证 ， 了 虹 关于 
上 上 述 的 吉 法 和 狼 滋 运算 档 成 -个 实 门 其 空间 . 

定 党 4.2 向 其 空 向 入 称 为 省 清流 形 于 在 点 8 的 切 空 间 ， 

为 了 求 得 切 空 间 了 ,对 H 的 玲 数 ， 首 先 利 用 局 部 坐标 条 导 山 它 的 一 
个 基 卡 ， 

诗 江 i! ] 是 在 了 点 的 一 个 后 部 坐标 栗 ， 


xi[n] = rh, ] mh 


对 省 诽 一 个 记 设 避 :; [59 二 好 是 通过 点 上 的 第 i 茉 坐标 山 乒 [ 称 
汶 天 - 册 线 1, 即 对 于 任意 的 LE {5,5), 


TrL 


wi = pr be a), 


由 俩 42 着 ，AD 墟 并 在 pp 点 的 一 个 切 向 且 ， 以后 记 为 过 | 日 
定 关 对 于 任意 的 让 E 人 党， 
dfimttd)! _ di Da dnl ee pm 
委 | 7} = dt = | 一 证 天 村 名 ”人 10 十 了 :0 ; 
_ ep )) Bf ， 
一 gt twp = Bi ih- 导出 


定理 4.3 设 上 虹 是 一 个 mu 上 维 尖 将 流 开 ， 站 E 了 人 Pr 是 包谷 


| 
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点 的 任意 - -个 容许 局 部 华 标 标 ， 出 好 在 5 虚 的 mm 个 切 疗 基 


Ea 
Dri 0 


和 


梅 成 三 菩 芷 间 三 二 的 一 个 盯 豪 ， 特别 地 ，dim1 = 以 


进 淆 把 = 底 


栋 为 在 8p 点 处 出 局 部 华 慰 系 (17; 2 给 出 的 自 热天 底 . 
证 明 痛 先 说 明 ， 和 任意 一 个 切 向 量 w EE 入 和 4 都 可 以 表示 为 


的 钱 性 组 合 . 根据 鹿 4.1, 对 于 作 意 的 常 值 画 笋 A 有 x 和) = 站 在 另 一 
订 面 ， 出 引 理 二 1 对 于 作 莹 的 了 < CC, 存在 gE CY, 栈 得 


a 


f= Fp Yr mm 并 月 gfp) = 
:二 1 


其 中 到 = zp 有 这 2 人 Tm 全 是 市 害 总 生 L， 


Wf) = 1 | fn FY aie] = fp) + Yul! — wh)gi) 
+ 一 外 


t 一 上 


= 2 Lyle) vir 一 藻 】 ir 全 — 0) i) 


9 于 | 
= vt) = td 


t 一 1 ,一 1 or 1 
四 而 
mh 8 
! 二 iro | . F 
? Vir | 本 | (4. 
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其 次 ， 对 -]* 任 蕊 的 21,--- .amE 束 训 果 
De 

“ EE 

则 对 了 本 每 一 个 指标 让 二 大 mm 有 


Ee 


i—1 


=0, 


因此 ， | 去 , is 对 忆 线 性 无 头 的. 这 就 证 明了 本 js 
2 F 
TM 的 基底 ， 证 毕 . 


上 而 的 (4.5) 式 有 侯 要 的 意义 ， 它 说 明 ， 性 何 一 个 菇 向 其 在 目 


然 基底 
昌 ， 
| 让 | 3 


下 的 分 量 vi 怡 好 是 访 切 向 六 在 第 i 个 局部 华 标 函数 wt 上 作用 所 午 的 
信 zz 

定 光 4.3 切 罕 间 二, 屠 的 对 惕 空间 称 为 光滑 济 形 村 在 靖 点 的 全 
二 空间 , 记 为 T* 计 ; 其 中 的 元 农 ， 即 线性 是 数 2 :15 和 一 及 称 为 时 
在 ?点 的 休 切 向 量 . 

为 了 强调 切 空 间 与 余 切 空间 的 对 人 展 性 ， 常 划 把 一 个 乏 切 阿 基 m < 
T™ 4 在 切 自 量 v Ee TA 上 前 作用 记 为 闻 [ 人 := 全 团 人 FF 十 
确定 的 映射 


TT 


称 为 和 好 与 To 立身: 的 配合 . 
例 4.3 设 并 eC. 定义 岗 射 df ;To 人 ;区 如 下: 对 了 任意 的 
让 Th, 
tw df = dp) = wtf eR 


#1 全 切 向 醒 和 切 空 间 雪上 


显然 ， 由 是 TM 上 的 线性 函数 ， 即 df CTY. 有时， 为 了 强调 df 
其 在 点 的 一 个 休 切 奇 加 ， 也 把 di 记 为 df 或 dfn). 
设 tw 此 沧 富 说 形 4 的 一 个 容许 局 部 坐标 系 ， ppE 4 出 二 


每 个 华 标 陋 数 都 是 [7 上 的 光滑 函数 ， 因 而 dzil ETT*4f, 放 霸 


= 中 


0 | da 上 Br’ 
: 三 -一 一 
总 |， Bri |， 


白 此 斌 见 ， {dz|n; 1 站 加} 是 了 73 中 与 自然 共 记 


改 : cism| 
dr 


对 出 的 基 诡 ， 一 般 地 ， 对 /全 党 的 a Ee Ti a7, 有 


3 
i 二 Das | = 壮志 | 9 do. 


符 基 地， 对 于 剑 意 的 了 E CF， 


DE 


df = mi (pda le 


因此 ， 休 切 向 量 dy = df{p) 也 称 为 函数 了 在 了 点 的 微分 

下 面 枝 定 广东 滑 映射 的 晨 种 重要 的 诱导 映射 一 切 睦 秀和 和 余 切 职 
射 ， 

设 村 ,入 分 别 是 mn 绯 光 谓 廊 撕 ， 下 ; 对 二 交 是 站 滑 黄 
射 ，p et MM 对 于 任意 的 we Tp34, 我 们 可 以 通过 喘 射 尺 得 到 切 向 其 
| Tim 避 ， 共 定 世 沾 


下 = wtf o PF), YF ECE,. 
这 幸 ， 中 得 末 一 个 映射 了 - 3 了 一 了 和 NN, 加 知 ， F, 足 配 性 了 喘 射 ， 


证 光 44.4 线性 映射 只 :再 时 一 了 pi 剖 称 为 党 谓 映 射 珀 在 严 点 
的 切 映 射 或 微分 ; 它 的 对 偶 陕 射 所 :7 一 至 朵 称 为 玫 请 映射 
在 p 点 的 宗 切 映射 或 拉 回 映射 

出 对 民 映 射 的 定 闪 ， 余 切 映射 F* :TEN -4 也 是 线性 映 
射 ， 评 且 对 于 任意 的 ETH NF 出 下 式 丧 定 ， 


(TE) ot © Ti 


为 了 强 吝 对 丁点 了 j 的 依 坟 性 ， 和 党 常用 二 5s 利 可 来 赤 示 蜗 射 三 在 
p 点 的 切 肌 射 和 祭 切 蚁 射 - 

条 用 活 语 映射 的 切 上 映射 ， 可 由 引信 浸入 、 济 没 和 详 入 等 概念 . 

定 光 45 设 卫 :对 一 六 是 光滑 流 形 人 间 的 光 福 肌 射 ， 了 PE MY. 

中 如 果 切 野 射 放生 二 二 ep 汪 基 单 射 ， 则 称 里 射 严 在 六 点 
”是 淄 入 .如 果 下 在 洒 的 得 一 点 者 是 浸入 ， 则 称 映射 下 为 温 人 映射 ， 
简 序 为 漫 估 ; 比 时 ， 御 出 射 瑟 :时 二 语 为 六 的 { 温 人 人 } 子 流 形 , 计 记 
为 中 训 果 混 入 本 身 足 单 射 ， 则 称 它 为 单 浊 入. 

人 如 果 切 归 射 如 时 于 TF;mN 是 满 射 ， 则 称 映 射 厨 在 p 
点 证 流 设 ; 如 果 玉 为 滴 射 神 且 在 计 物 每 一 点 部 号 流 没 ， 则 称 上 映射 下 
为 淹没 映射 , 简称 为 淹没 . 

地 设 己 :好 一 辣 基 单 混入 ,于 下 五 许 从 邓 到 它 的 依 集 开 1az) 区 
六 的 一 一 对 应 .如果 对 于 六 在 TIM) 上 诱导 的 招 扑 ，FF :和 FLM 
忆 癌 还 ， 则 于 昕 射 五 是 赔 入 映射 , 简称 为 内 入 ; 中 时 , 称 (到 好 ) 渔 站 
的 这 信子 流 形 或 正则 子 流 形 - 

假定 人 25) 和 (Vp) 兴 莉 是 点 p 和 二 [附近 的 册 部 再 标 系 ， 
并 且 F(t CC 加 根据 苔 映射 的 定 必 宁 易 看 出 ， 切 野 射 已 。 鞠 于 自 妖 


基 版 
.ro i 
二 | {二 ] 


的 盾 泗 怡 寻 是 下 让 yp 圳 的 Jacbi 者 阵 五,,[ [BY. 于 是 由 崖 六 4.5, 有 


中 玉生 vw 点 浴 渡 信 当 且 仪 当下 在 8 点 的 秩 


rank jt) -— dim Mi: 


t2 症 往 p 点 网 潭 没 当 且 仅 当 古 在 pp 点 的 我 


rk tt = dim Ny. 


下 而 的 宗 理 说 听 了 瀑 和 与 嵌入 过 阅 的 关系 : 

定理 44 如 果 光 消 上 映射 三 :上 一 下 在 -- 点 因 E 对 基 混 和， 则 
存在 点 的 开 祁 域 六 使 得 下 在 上 的 限制 说 王 计 为 通 入 

此 福 理 的 还 明 要 用 着 $1.2 的 映射 其 定理， 留 锐 谈 者 作 海 练习 . 


81.5 光 请 切 向 量 场 


法 寻 是 -个 mn 维 光 滑 流 形 ， 如 让 4 记述， 好 竹 每 一 点 p 处 祁 
有 急 空间 五 导 , 记 : 
TH = (isn. 
FEA 
通 符 地 进 ， 和 上 的 一 个 切 癌 其 声 六 是 指 存 籽 的 每 个 点 处 指定 
了 时 往 隔 点 区 一 个 妇 向 基 六 fp)- 换 句 话说。 性 上 的 切 向 其 场 居 一 
个 映射 垃 : 4 一 ,使 得 对 于 任 总 一 点 PE 时 E ToM. 


比 妇 ,在 WY 的 任意 -个 容许 局 部 坐标 系 (5:z9 下 ，z2; 是 世上 


的 切身 最 场 ， 特别 是 ， 这样 一 组 其 向 其 场 在 如 中 每 -点 椒 的 作 ， 构 
成 该 点 的 切 谱 间 二 ,4 的 一 个 基底 ， 通 常 称 这 样 一 组 切 向 莽 场 为 上 上 


的 一 个 标 架 声 . 为 了 络 述 的 方 伍 ， 以 后 把 | | 称 汶 让 存 司 部 香 
标 系 避 2:z] 下 的 自然 标 架 场 . 


人 
dr 


3 区 村 鬼 仓 流 形 


定 昌 5.1 设 中 :时 全 科隆 下 于 只 光滑 流 形 时 上 欧 车 问 量 场 . 
妖 果 于 ] -每 一 点 peE MH, 存在 1 点 的 容 评 三 部 些 怀 厅 [ir 使 得 到 
限制 在 下 上 的 局 部 淮 标 站 这 式 


i 疗 

A = y 和 
. Drt 
i 二 1 


中 的 分 其 X! 部 是 5 上 的 诈 滑 鸭 数 并立 主 关 刘岩 称 于是 邓 于 的 
光滑 切 向 量 场 . 

市 诈 广 利 局 部 琢 慰 么 的 它 汪 相关 任 立 即 可 得 ， 好 上 的 -个 切 而 
量 场 世 为 江 消 切身 大声 < 六 关于 每 一 个 自然 标 保 扬 的 分 其 基 光 滞 
国营 4 站 在 每 一 个 容许 坐标 水 人 2 上 的 限制 全 记 是 站 上 的 站 
清 切 向 量 场 . 

例 5.1 设 1 人 3 足 护 续 光 滑 流 形 4 的 春 话 同 帮 坐 标 蒜 ， 贡 相 
应 的 合 标 妇 向 最 场 并:| 是 定义 在 FF 上 的 光 湾 切 向 圭 场 ， 


壮 上 上 兴 凋 场面 工场 的 集 台 证 为 天 [1 二 然 ， 革 LY 关于 加 法 利 
凝 碟 是 村 闭 的 ， 轩 而 它 是 一 个 奖 其 空间， 还 可 以 进一步 定 交 光 铺 函 娄 
与 光滑 切 向 其 场 的 车 法 如 下 : 对 小 任意 的 下 Er 全 二天) 时 
十 的 切身 量 场 f 芝 定名 为 


RI = 
在 什 意 的 竺 许 同 部 于 标 (CU; wi 让 下， 如 果 
lr = : Xi 
+ 一 外 


则 和 有 
GO = 可 Hho 


机 贞 得 知 ， 了 区 & 关 [A 所 区， 和 [RI 实际 上 起 一 个 Ce)- 炒 ， 即 
三 [ 闻 ] 十 的 向 是 空间 . 


di 
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定理 5.1 弯 天 星人 种 绯 洛 请 流 形 上 的 一 个 光滑 切 向 草场 ， 册 
气 可 以 视 为 映 土 
YOM oo ODE), 


其 空间 如 下 ; 对 十 任意 的 了 E C11 
NEF = Xm), vpE MM: [5.1) 


并 且 贾 映 二 :Pa 一 0 满 中 下面 的 西 个 条 件 ， 对 十 性 党 的 
fA 
A XLT FA = IY + MRK), 
(2 iT = + FX (nD. 
反之 ,性 营 一 个 满足 上 述 西 个 荣 件 的 映射 
EO CL 


人 部 是 册 对 上 的 一 个 光滑 切 肌 县 场 亚 过 全 .11 式 确 定 的 . 

证 明 设 革 5 竺 (和 MH). 首先 让 明 : 对 于 什 意 的 fe OC%[M, 出 15.1) 
处 确定 的 函数 XI 几 : + 归 是 光 滞 的 于 EE 对 设 [ 纪 ;x 是 jp 点 
的 一 个 窜 详 局 部 坐标 系 ， 则 入 及 部 表达 式 


TI , 问 
Xi = 之 pt 
上 中 闫 iE 宫 mE). 根据 (5.1) 式 ， 对 于 weE 居 有 


- Ng 
‘1} = > 了 (9 


HN = = Do xi) sl ( 
二] 


即 
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由 此 可 见 ， 基 [让 6 CY. 理 机 六 的 任意 性 ， 王 [ 门 夺 各 4) 另外 , 由 
于 大 是 切 和 而 其 场 , 它 处 处 满足 定 交 生 l 中 的 两 个 条 件 ， 于 是 根据 (5-1 
式 ， 映射 

OT oA) 
满足 本 定理 中 的 其 伞 (1) 和 和 2). 

反之 , 如 果 蚁 射 芝 :各 1 一 人 fd) 兹 中 证 理 中 的 两 个 某 件 ， 
我 们 要 通过 X 构造 出 好 上 的 一 个 切 向 贡 场 , 即 在 好 前 每 -个 点 哺 处 
定 记 一 个 切 向 量 总 (三 而 午 , 扒 后 再 证 朋 这 个 切 向 世 塘 避 光 谓 的 . 作 
汶 准 痒 ， 首 先 涪 明 满 足 上 述 若 个 菜 件 的 喘 射 长 其 有 局 部 此， 即 对 上 和 慎 
嫩 的 .9 Ee CMW), 如果 存在 于 的 开 疗 储 葡 , 使 得 并 5 = 下 5 则 必 有 
全 站 | = {| 
事实 1 上， 出 送 件 和 和 位] 可 敌 ， 天 在 插值 昭 数 上 的 作用 必 为 地 ， 其 
推理 过 程 与 例 41 中 的 有 美 惟 理 点 相同 的 . 根据 引 理 3.2. 对 二 任意 的 
pet 存 存 p 点 的 开 邻 域 六 已 及 光 谓 岳 束 hE CmiM, 全 得 了 是 包 
请 在 五 内 的 电 守 华 ， 填 忆 
只 | 三 1， kyrvw 三 0, 

显 状 ， 这 视 表 类 [一 各" 玉 二 全" 居 ， 

D0= A Xl. 
将 了 枫 庙 在 点 取 慎 ， 并 证 意 划 ftp) = 5[P), lp) = 1 便 得 (NEF = 
[XIIn). 再 出 pt 的 性 意 性 ， XE ww = 这 (9: 

现在 利用 上 映射 半 的 向 部 性 来 构造 我 们 所 党 要 的 条 其 增 - Ww & 时 ， 
定妆 映射 和 ; CY 及 基 下， WE 安 在 吕 的 -个 开 邻 域 
F 上 是 光滑 的 ， 根据 定时 44. 存在 mn 点 的 开 刍 域 下 己 站 以 及 国 契 
Eee, 满足 用 = fw 今 


pf 站 = [人 (5.2) 


一 - - 纯 光滑 茹 向 重 场 。 3 


上 述 定义 是 合 型 的 ， 如 虹 有 另 个 了 5 CM), 以 及 gp 点 的 开 今 域 
到 ,使 担 jw = fw 不 光一 - 般 性 ,可 以 殷 定 WE = 5 不然 的 活 可 以 用 
WW ni 来 代 蔡 ， 于 是 

fo = fir. 
向 刚 痢 证 明 的 局 部 性 ， 天 大 lw = 闫 (各 Iv; 特别 地 ， 
(XW) = XD. 


上 上 忒 说 明了 败 全 .2) 式 定 实 的 各 bp( 了 与 站 的 选 联 无 甘 ， 因 而 股 射 区 : 
CP" 一 下 是 完全 确定 的 . 此 外 ， 由 于 发 满足 本 定理 中 的 末 件 站 和 
人 其 天 Xo 满 是 着 久 和 1 的 茶 件 ， 所 以 三 二 本 于 .这样 ， 就 得 到 了 
定名 证 对 上 的 导向 屋 场 全 , 使 得 


pp] = pe MM. 

如 此 简介 的 切身 县 场 六 一定 是 澡 请 的 . 事实 上 , 访 人 1 让 是 对 

的 一 个 容许 局 部 上 坐标 系 ， 令 
喜 lv = > 
对 于 任意 的 me 六: 由 定理 3.8, 存 企 p 点 的 并 邻 域 玉 CE 以 各 m 个 
光 衫 区 数 如 YL 满 呈 
Fl = | = 1 mm. 
恨 据 的 定 匀 ， 特 别 是 后 习 式 ， 
Kil = XH = | XN 1 i 


由 于 下 他) EE 下 人 ,EC 所 忆 六 在 pm 点 附近 是 光滑 
的 ， 和 于 市 上 的 任意 性 得 向 站, 这 就 证 明了 这 的 光滑 性 . 

最 后 ， (5.2) 式 利 蕊 的 构造 告诉 我 他 ， 巾 苇 借助 于 [5.1] 式 所 确 
定 的 鼎 射 尽 : Ce) 一 cl) 正 是 到, 党 理 证 毕 . 


8 划一 章 向 和 从 流 弄 


设 芝 ,Y EL). 特 站 ,六 视 为 定理 5.1 中 所 措 述 的 从 MY 到 
它 门 身 的 虹 射 ， 直 搂 可 以 验 让 ， 由 


[X,Y] =oY 一 六 (6.3) 


定义 的 上 胺 射 区 ,下 :C30 CPOWH) 协 千 福生 定理 5.1 的 军 件 {1) 
机 (2. 所 世 ||, & 天主 ) 

定 沉 5 和 由 并, 让 二 甘 [) 通过 全 . 引 式 确定 的 光 清 切 问 基 场 
[7] 所 鸭 立 和 了 的 Poisson 括号 积 

定理 5.2 Poigson 招 导 积 开 ,] :三 D] x 各] 一半) 服 内 下 述 
运算 规律 VEY Ze X,Yh ER Yn £ CEM), 

门 3 分 酮 秆 : [区 十 YF == [XX,2] 十 [22|; 

人 [2 二 A, Yj]; 

(中 入 交 揽 律 : [X,Y 了 ] = 一 [ 下 

[4 Jagobj 短 警 式 : 


[X,Y], 3] + [1 2 X] + [2, XY] = 


5) [8 = FAA — gy fh + Fol H]. 
让 
注 记 5.1 一 般 地 ， 设 | 是 让 向 量 室 间 六 中 往 足 条 件 41) ~ 444) 
的 契 污 ， 则 蒜 [V.[, 小 是 一- 个 杰 代 部 因此， 天 [时 ) 关于 Poigson 括 
号 积 此 李 人 代数 ， 


31.6 光 沸 张 量 场 


己 经 知道 ， 在 mm 维 浊 漠 流 晓 好 的 每 一 点 1 都 有 切 宝 间 了 村 以 
及 日 之 对 俩 的 休 切 空间 到 好 . 出 此 出 发 就 可 以 在 于 的 每 -点 六 处 证 
这 一 般 的 [的 型 张 量 黄玉 这 些 张 最 所 梅 成 的 张 基 综 问 妆 徊 1 类 局 于 
光滑 的 切 启 基 斯 ， 也 可 以 引信 光 滑 张 其 声 的 概 便 . 


31.6 测评 张 攻 瑶 季 


按照 定 电 ,也 阴 并 在 点 好 处 的 一 个 tr, 堆 张 其 7 是 指 --- 个 ++s 
重 线性 喘 射 


T 7 和 
RE A 
个 5 个 


其 中 + 称 为 的 所 变 阶 数 , s 称 汶 的 协 变 阶 数 , 将 惧 习 各 ] 表示 订 
性 ?点 的 所 有 (mw 型 张 其 悄 成 的 集合 ， 则 有 有 


Tp = ETA, TT ,TA 
r 个 时 个 


不 难看 出 ， 了 I 中 一 个 mrt* 纵 的 向 其 空间 并且， 在 p 点 的 容许 
易 部 些 标 系 [有 ie 下， 到 后 有 一 个 白 然 的 基 语 ， 即 


9 j 
Bi Bar|, de le Se Bd lp 
rn 


Ti 1 ss TT. 
中 此 可 见 ， 


二 
-一 一- 一 
-个 ;个 


必 


TIO = (Ty)- 
pA 
所 请 污 讲 流 形 虹 上 的 一 个 [r,s] 型 张 量 场 + 是 指 人 共 好 到 了 人) 的 
一 个 星 射 车 : 闻 -+ JT?EOMY, 和 个 得 对 小 任 意 的 bE 时 ,者 有 rip & Tipy. 
闻 上 的 fr. 售 型 和 吕 0,T) 殉 张 其 场 芝 加 称 为 ? 阶 反 尝 张 电场 和 |r 
瞧 村 谈 张 二 场 . 


0 某 -- 培 徐 守 流 形 


定名 和 光 清 沪 形 好 上 的 一 个 Try] 型 张 其 声 :时 一 到 (时 ) 
称 为 此 光滑 的 , 如 时 对 十 任意 的 pe 好 , 存在 ?点 的 容许 同 部 坐标 对 
i 恺 得 7 在 5 上 的 限制 具有 训 下 的 局 部 直达 式 ; 
a 
其 地 区 十 尼 寺 的 光滑 函数 ， 开 上 光滑 的 (r,s) 型 张 鞭 场 构 成 的 
集合 记 作 骂人 符 细 地 ， 
FM) = EM HM) = CT). 


在 集合 .3 "OM 中 有 自然 的 加 法 ， 数 草 等 运算 ， 必 兰 两 个 光滑 张 
时 场 能 骼 深 点 作 张 其 各 汉 算 ， 荔 四 ， 张 量 问 还 是 以 与 光滑 也 数 相 匀 ， 
使 得 Ta) 成 为 一 个 LMY- 横 . 

全 1 没 feCYiMy, 则 df 是 这 上 的 一 个 光 消 的 六 ,1 起 号 
其 场 ， 即 光 清 的 一 阶 协 变 张 其 场 ， 称 为 了 的 铀 分， 事实 上 ， 册 例 4.3 
可 划 ， 对 二 尾音 的 bE 对 ,df 了 ff ETH, 在 点 的 容许 至 标 系 [Bi 
下 ， df 有 可 下 的 局 部 表示 : 


df = > OF ‘re!, 


ni 


其 中 5 E OI. 
定 关 6.2 泛 滑 的 一 阶 仇 灾 张 遇 刀 【 戎 作 鞭 同 基 场 ) 系 称 为 上 次 
微 耸 式 . 
把 沉 清 流 村 上 的 1 次 汶 耸 起 的 梨 音 记 为 .71010, 划 
dat) = FNM). 


例 8.3 设 TE 吕 1AY. 则 对 十 尾 主 的 peE 于 ,利用 上 点 的 一 个 
春 许 局 部 坐标 系 【ic Tt 痕 测 了 To 上 的 号 性 沁 找 计 ; TD 和 -1 
也 虹 , 它 的 定 交 是 ， 


i = ip) ds, 襄 d i We Thi, ‘8.1} 


并 » 


-6 才 海 纺 晤 声 。 41 


上 上 式 的 右前 与 曲 蛮 坐 款 对 【3 的 选取 无 关 . 

友 过 来 ， 如 上当 在 好 的 每 一 点 卢 处 都 指定 了 一 个 线性 变 摘 节 [ 个 ) : 
下 和 下 时, 即 葵 出 了 时 上 的 一 个 诚 性 变换 声 7 则 了 在 六. 
靖 定 一 个 [1,1 列 张 所 局 7, 使 得 伍 每 一 点 PE 他, 隐 其 WE TMM 
Fut 亏本 ， 有 

Tp = {rtp 
奔 易 证 有 明 ，r 是 WY 十 小 消 的 (11) 型 张 最 扬 < 对 汀 尾音 的 对 EE 
主 [), 都 有 7 € 天 [A 其 中 7 区 ] 的 定 放 如 下 : 


(Tp = Rp Yne MM. 
必 凑 特例 ， 对 盘 一 点 PE 对 令 7+[p! 次 卫 计 上 的 恒 等 变 换 i 此 
时 ，7 所 确定 的 入 ,1) 粤 光 滑 张 量 场 7 在 任意 -个 局 部 举 标 (5; 
下 有 如 下 表示 : 


TI = dt 


事 空 上， 对 十 尾音 的 pED ETM 以 此 wTh 寻 H, 可 设 


, ， 寺 
or 一 ez | Y= cml ， 
rr p 


则 有 


Tp T] 一 他 fa = fu) = Coal 7 | ] :Cid ,) 


i 站 
=iF; CO | 
1 
站 了 


定理 .1] 设 了 是 洗 疹 广 形 过 上 的 个 话 清 的 fr, 5 型 张 最 声 ， 
则 由 了 可 以 纤 出 沾 术 + 重 线性 号 第 


Fo AM) AN) x ELMY EE PY 折光 
ee 


篇 io fers wh 


7 个 个 


43a 荣 一 本 二 号 流 形 


其 定 沁 为 : 对 十 尾音 的 ,QE UWY, 天 | 避 s 5 革 (a 居 及 
YPpE NM, 
{Tf 
一 了 6.3} 
并 有 [这 性 确 定 的 映射 + 关于 每 一 个 自 变 基 神 司 宫 *[ 革 )- 绕 注 的 ， 即 有 
CT 
二 人 [nd | 
Te,... ,0 ] ,tl ,., ,Nl NT) 
人 YE fF E CMFIMY, 1 TASr, (6.4) 
Fle OT MN Es) 
= Fe | 
a 
(VE E XM), fF ECPM). 1 En). 公司 
特别 地 ， 也 是 阴线 性 的 . 
芭 过 来 ， 任 意 找 定 一 个 + 重 厂 性 师 射 
:1 
i 
到 昌 它 关 于 每 一 个 月 计量 者 基 ~Y[ 调 1- 绑 性 的 ， 则 在 好 上 让 在 唯一 
的 一 个 fr 和 型 冰 清 张 在 增 7 满足 省 .和 式 ， 
因此 ， 世 后 可 凡 把 名 重 COM 线性 虐 射 + 和 机 应 的 [7,8) 型 站 
滞 张 硅 场 小 加 区 草地 等 同 起 来 . 
证 明 英 给 该 俐 月 已 考虑 ， 有 美的 详细 讨论 可 以 画 看 参考 文献 | 中. 
定理 6.1 说 是， 一 个 族 审 线 全 上 身 


了 :人 


红 .? 站 概 分 丰 。 和 抽 


不 军 为 兆 谓 张 晤 场 ， 关 键 在 于 它 对 于 每 一 个 || 变 其 是 香 丰 中 12)- 吉 
性 的 ， 因 此 ， 人 大 们 和 锁 东 把 这 种 索 重 关 1- 线 佳 性质 称 汶 张 量 性 岳 . 

全 6.3 涯 宫 上 映射 了 : 410] 站) 关 宇 人 环 eof 如 小: 

了 fm RF) = AolX, FD, Wread My, X,Y EX). 
很 明显 , 跌 射 7+ 关于 才 一 个 昌 变 其 都 基 上 线 人 性 的 ， 并 半 关 于 生变 其 
还 是 CM)- 续 性 的 .但 是 ， 了 关于 另 儿 两 个 日 变 着 飞 : 了 埃 不 具有 
22[ 邓 -线性 性 质 ， 裤 际 上 ， 对 十 f& YD 
Tia, FEE) 二 全 人 一 
一 六 -TY 一 了 有- 


由 此 可 网， 歧 射 + 不 是 对 下 的 站 ,站 型 源 福 张 其 扬 . 


$1.7 ”外 微分 式 


光 少 流 形 好 1 的 一 个 光 祖 的 阶 寺 和 杰 此 基 场 yw 称 海 点 反对 奈 

的 , 好 困 它 作为 驶 射 
PE x CN), 

甘于 所 有 的 魏 变 其 点 反对 称 的 ， 即 交换 性 意 两 个 自 变 且 的 位 锻 ， 扩 得 
的 秆 反切 ; 三 等 价 地 说 ， 在 尾 辣 的 局 部 坐标 芭 下 ， 3 的 如 盟 尖 十 下 指 
标 是 太 对 杯 的 . 

定 慰 7.1 郑 沿 流 形 好 上 的 一 个 光 语 的 7 防 反 丈 称 协 让 继 其 雪 
?入 为 村 的 一 个 + 次 外 微分 式 . 

癌 叶 ,还 的 定 : 对 下 的 1 次 让 牧 分 式 就 是 寺 上 :的 1 光 第 分 式 ， 
即兴 谢 的 一 -人 阶 协 杰 张 其 场 ， 对 上 的 0 次 放 微 分 式 指 的 是 时 上 的 光 
语 辣 数 . 


44 。 第 一 境 世 轨 流 形 


A = BMY AMY = ET AY. 
由 江 狗 可知， 若 放出 诺 每 一 点 pe 和 ,oo 癌 是 TM 上 
的 -本 7 议 计 形式 ， 即 
PP 
Nr 
tr 个 
已 一 个 反对 和 杯 的 + 重组 性 通 数 ， 在 男 一 方面 ， 由 洁 理 0.1 可 逢 ， 奉 一 
个 * 访 外 惩 分 式 交 可 以 等 加 于 民 对 称 的 强人 ™(M) -让 性 映射 
EA A. 
Te go” 
+ 个 
通过 再 点 定 祥 的 方式 ， 可 以 引 和 外币 芬 式 的 铁 汪 、 烙 瑟 和 外 各 等 
运算 ， 示 如， 外 积 的 定 光 师 大 YE AY, 6 A 和 
[r+ #8)! 


Tlal 


= 帮 ] = 六 
a . 
本 A stp 风 虹 ] fp， 


Wp 刁 MH. 


即 有 
r+ 3)1 
rls! 


送料 交 本 +* 在 区 对 称 化 算 子 [参看 参考 文献 [3, 第 一 章 ， 9]). 
进而 ， 若 依 


六 奉 一 寺 Hal 芍 双 - 


TI 
409]= OD EY), m= dim MM. 


T=D 


则 在 42120) 上 可 忆 引 六 外 微分 运算 ， 


机 


1 舍得 他 式 此 


定理 7.1 设计 是 w 维基 缘 流 形 ， 弄 在 在 瞧 一 的 一 个 虹 射 
d :AN 到 六 0， 


全 得 对 于 任 风 的 非 负 整 数 站 有 二 A A724, 并 十 湾 足 以 下 
落 忻 : 
人 由 是 线性 的 ， 即 对 于 任意 的 yw 区 EAM AE 及 有 


他 十 名 :入 ) 二 所 十 入; 
人 we EE A), EM 有 
fp 二 


的 被 分 :; 

[dy d=dod=0. 
这 样 的 映射 dd 标 泳 外 微分 { 算 子 ). 

定理 的 证 明 可 套 看 佑 考 文 岁 [ 引 的 秆 四 章 ， 在 其 和 证明 过 程 中 ， 首 
污 刁 出 处 答 守 王子 4 的 局 部 广 ; 若 3 和 基 时 上 的 西 个 外 铬 分 式 ， 有 日 
在 时 的 一 个 开 子 梨 下 上 在 xs = 名 er 则 


dzle — dly 


由 此 村 见 ， 如 时 引 是 定 建 所 环 的 歧 射 ， 则 让 好 的 任意 一 个 并 子 集 导 
于 可 久 诱 导出 肌 射 由 : 4 二 0, 它 胡 然 满足 定理 所 于 史 条 件 ， 半 
且 对 于 we A7IMY 有 

dzle) = (dp)ler, 
这 样 ， 对 J 全 意 的 名 坪 站 时 部 玉 它 在 村 的 个 容许 局 部 上 坐标 条 
{wi] 下 有 司 部 表达 式 


re", 


1 : 
ler 二 i 了 


个 条 一半 筑 分 流 形 ee 
则 根据 d 所 满足 的 第 忻 特 算 子 作用 在 pler 上 得 到 


中 fr ) = dpa. jE A derir 
1 ipt 
TH Bt 
千 易 验证 ， 局 式 中 最 后 的 表达 式 与 局 部 睹 标 条 {03; 区 的 选取 无 
关 ， 内 此， 实际 | 我 们 是 用 (7 了 式 来 定 匀 (dg)lr 的 
定理 7.2 席 巴 E {M1, 风 对 于 任意 的 下 ,YE Xt), 有 


dr A dr A hd, {7.1 


dol X,Y) = XD — FX) — wll X,Y)). 


证 明 将 上 和 式 右 端 记 为 rt,Y), 便 得 眶 射 
EMY x EM 3 OF LMY. 


显 礁 ， a& 是 民 对 称 的 驱 线 性 映射 ， 另 外 ， 对 于 任意 的 YY E 区 [1)， 
Eeefat) 有 


wf = Ytf a — illf XY]) 
eo) ra 站 一 at 下 一 了 0 .x) 
二 了 


和 并 及 
a YY = af, KX) =f a XY = falx,Y), 


礁 避 是 计 上 的 一 个 2 寅 外 微分 式 ， 因 此 要 让 明 请 和 dw 相等 ， 久 天 
说 明 狐 们 的 局 部 志 达 式 相 同 即 本 . 
恋 在 局 部 上 坐标 系 1 下， 着 的 局 部 表示 为 wm = widz!, 则 


titlesdhrr 三 本 [| 六 》 = Se 
二 (器 - 人 
dri ri 


1 dr ph, dri. 


Hh 


外 -7 半 报 分 起 7 


再 一 方面 ， lv = zo (高 地) dri A dzx', 共 中 


站 
ti Bei BR Deri dr EE 


Bi Bri 
因此， da|， = 站 | 天， 
一 般 地 ， 对 十 任意 的 次 外 微 分 吉 ， 有 即 下 的 外 币 分 求 世 合式， 
定理 了 3 证 号 E 0 而 对 了 于 祭 普 的 大 1 鞠 C， 


一 卫 
(= 


二 1 一 一 1 (TE, Nu], EL, -- ， 1 
| 
此 定 译 的 证 蚌 和 定 班 7.2 的 证 明 是 类 们 的 ， 贸 和 苔 该 者 作为 练习 . 
从 定理 17.11 贡 得 知 ， 外 窒 半 算 子 4 满 是 dod = WW， 这 总 冉 着 
9 可 以 看 作 拓 扑 掌中 的 上 这 钻 算 子 .和 本 这 里， 
站 (时 被 看 作 吉 法 鹤 . 
定 半 7.2 训 
EM {rE AAEM ;de = 0}, 
BT = di AL) 
EE ATM， 存在 43E A 一 1), 使 得 rr = d# 


2 中 的 元 素 称 汐 时 上 的 了 次 闭 向 分 式 ; 有 (1] 中 的 匹 素 称 为 对 
上 的 怡 当 得 分 和 式 . 


这 样 ， 性 质 dod = 由 飞 昌 B71) 是 局 ] 的 于 群 . 


和 家 一 车 扩 信 波形 


定 史 7.3 商 群 MEM = 270M)YB"TLM) 移 涩 沾 洛 流 形 MM 上 的 
第 了 个 de 及 hatm 上 同调 群 

序 沪 注 普 的 是 ，we Rham 上 同调 群 号 "04) 时 光 请 流 形 的 光洁 结 
均 的 产物 , 但 是 , 著名 的 de Rhan 定理 说 , 当 对 是 紧 豆 光 泣 流 形 时 ， 
de Rham 上 同调 群 B74) 与 时 的 第 + 个 实 系 数 上 同调 群 是 同 构 的 . 
由 此 可 见 ， de Rbam 上 上 同调 习 #8"hN) 是 流 炉 对 的 拓 扩 不 变 基 . 


§1.8 ”外 微分 式 的 积分 和 Stokes 定理 


在 im 维 有 各 光 语 流民 村 上 可 以 害 定 rm 窗外 微分 式 的 积分 - 
质 上 ， 这 是 和 m 重 黎 如 积分 的 推广 . 


假定 时 号 满足 第 二 日 歼 公 班 的 mn 维 有 疝 光 证 流 形 . 设 w Ee 
4 和 1 的 支撑 柴 定义 为 


SuaPpa = {FE M;a{p) 天 由 .1) 


在 并 上 有 紧 致 支撑 集 的 + 次 外 微分 式 的 集合 记 作 A5[4). 要 害 久 的 
积分 | 是 个 线性 葬身 人 机 


先 稻 是 [局 让 是 对 的 一 个 定 疝 相符 的 坐 坏 卡 ， 训 人 性 [2), 时 
30PD 己 六 六. 这 样 ， ww = 0 


wr = adrl A A dem, (3,2) 


其 中 SD), {x 是 在 太 上 二 相 坐标 玻 射 x 冶 中 的 局 部 坐标 邓 、 因 
为 Suppu C Suppw 世 5 是 紧 坡 的 ， 故 wm 重 黎 时 积 分 


/ (aap ldrt dg 
[Lr 


是 一 个 有 辕 的 数值 ， 回 此 ， 可 以 规定 


f i = (ro dr -dr™, {8.3) 
A CE 


$1.8 让座 分 式 亲 积分 和 Stokes 室 超 各 


需要 指出 的 是 ， 上 或 有 有 堪 量 汪 各 相符 的 疝 训 坐标 卡 全 ,六 的 选 
取 元 关 ， 事实 上 上， 如 果 有 另 一 个 坐标 卡 1 对 庶 的 局 部 坐标 系 古 
人 人 并且 App 和- 那么 ww = 由 并 且 


wr 一 再 到 A Ah dy™, 
其 中 由 cesef 因此 ， 在 i 下 上 辱 


dr A em =hdy!l -A dy 


_ 人 :8 1 rre 
= Dizrl,.,. a de 
" Diy ] 
ol .hawlyo [woo 
和 Berl) (hew Yel ow ). -4 


中 于 (0 全 其 是 与 Y 的 定向 相符 的 执 标 卡 ， 故 誉 标 栓 换 世 op 
的 Jacobi 行列 起 


Bly 一 
Br > 0 [8.5 
根据 各 积 兴 的 变革 苦 措 公式 有 


f 全 wl dy ‘dy 一 _ f 局 a dy ,a dy™ 
BT en 


如 工 YIL 
Cr i 
Ha 


= ho otow !)- - 
fw 去 | 


=/ (uo wp dy .dre™ 
pin 


=f i on ldr! ET [3.6} 
P(E 


击 在 考 语 一般 情 形 、 没 {U6.wol;w EE 科 中 笠 前 一 个 定向 相符 
的 坐标 卡 集 ， 合 得 {Uo;w 5 和 说 是 寻 的 局 部 有 限 开 疼 盖 ， 并且 fn 
引 从 局 本 {i} 的 单 榨 分 解 ， 对 丁 性 音 的 we df 有 


一 局， 和 ie 之 ac {8.7) 


a 


中 瘦 一 刘 微 学 流民 


其 和 上- fd 并 则 
Supp ha wl) CT Supp ha NN Suppw CC Lin. 


出 ]* Suppw 是 肾 教 的， 到 避 .?) 式 的 右 问 只 基 有 限 过 项 之 和 -每 一 项 
Raw 眉 诈 上 的 积 池 已 经 有 定 疼 ， 朋 以 


HE hk- 二 凡 。 a wi dl dr ml 8.8) 
/ > Fh tn) pa Nien 1 


其 中 wn, = 一 dailtl A 
不 难 证 明 ,， 上 面 所 定 必 的 数值 fe 与 光滑 流 形 时 的 定向 相符 的 
局 部 有 限 淮 标 昼 盖 {0 eajie E 下 的 选取 无 美 ， 也 与 从 属于 {5 
的 弟 伍 分 解 {ha} 的 选取 无 关 
定义 8.1 数值 上 和 蒜 为 由 次 外 微分 式 吕 < (3 在 于 上 的 
积分 


攻 册 Cc f(r < 则 能 福光 局 在 对 的 + 叭 有 市 子 流 形 j: 的 
积分 ， 碧 切 地 说 ， 设 入 其 证 足 第 二 本 歼 公 理 鸣 7 维 有 了 同 冰 背 流 形 ， 
六 在 好 中 的 光 清 概 入 子 流 开 ， 网 产 ww A6CNY, 于是 


可 以 全 z z 
jf 必 一 jf fi -全 
下 总 


当 f, 站 ] 是 邓 的 谎 子 流 增 时 ， 上 和 式 右 端 仍然 是 存 意 交 的 

定 基 8 设 对 是 一 个 mm 锥 尖 讲 疲 形 ， 所 谓 的 带 边区 域 娓 是 
指 流 形 好 的 一 个 于 集 ， 其 中 的 点 分 为 两 类 ; 

[内 点 了 力 ; 即 在 导 中 有 点 了 的 一 个 邻 域 六: 使 得 及 整个 地 
也 祝寿 卫 内 

[中 这 界 点 PE 人 DD, 即 在 时 中 有 点 了 的 一 个 局 部 坐标 系 (U7; x 和) 使 


dr, wo ET). 


得 
:pb] = DO， 


和 省 外 兴学 支 前 积分 和 Stokns 定理 ”$1 


放量 
ND={et:rT 0 (8.10) 
这 梯 的 信 标 圣杯 汶 迪 界 点 五 的 适 弄 华 奈 和 对. 

人 带 油 区 城 也 的 边界 点 的 集 音 记 海 BD. 可 以 证 避 ， 6D 是 时 的 
一 上 次 团 的 既 六 子 说 形 ， 并 且 当 尘 乱 可 定 同 济 形 时 ， ao 也 中 可 定 
向 的 ， 特 别 地 ， 设 在 点 jE 8D 的 适 咱 坐标 系 Ei; 0 与 对 的 举 向 相 
罕 ， 事 怪 

(NAD; rl im--1) 
是 BD 的 局 部 坐标 系 ， 并 月 条 在 85 上 的 诱导 定向 是 由 
[一 (8.11) 


第 出 的 ， 司 得 BD 成 为 有 诱导 定向 的 兴 请 六 形 ， 上 上述 规 定 与 徽 积 分 学 
中 下 或 本 在 带 迪 区 域 的 到 界 [六 的 诱导 定向 中 一 致 的 - 

定理 8.1{Stokes 定理 ) 庶 时 其 沫 足 第 二 可 虞 公理 的 各 维 有 条 
光滑 流 形 ， 品 是 证 的 -个 带 过 区 威 ， 则 对 于 作 瘟 的 忆 E 1) 


有 
fu = i i i'S,12) 
其 中 i: 8D 一 村 是 包 音 映射 ， 昌 5 具有 从 好 博导 的 定 问 . 


定理 的 证 明 请 看 优 专 交 醋 | 第 四 章 ，85， 
例 8.1 假定 也是 配 中 的 一 个 有 界 闹 民 越 ， 议 < 直 ! 辐 ) 是 


wo Pdrt 人 dy, ‘R13 
项 
fam PY, . 
di 一 (¥ 一 | dr dy, 全 -141 
因此 出 定 时 8.1 得 到 
de BD 
f ( 且 - 到 drdr -fo Pa dv. (8,15) 


吕 划一 阐 此 生 说 形 


这 止 是 笃 典 的 Green 公式 , 其 中 BD 具有 从 五 省 导 的 定向 ， 即 菏 曲 线 
3 的 正 向 行进 时 区 研 卫 落 在 行进 者 的 在 侧 ， 

例 8.23 刘 斑 是 柄 中 的 一 个 有 界 财 民 域 , 在 07 下 取 从 站 话 导 
的 定向 ， 即 匠 和 法 向 其 作 为 3D 的 正定 向 ， 认 总 E 者 [县 人), 髓 


:= Pdy rds Hd A ds Rdr dy, [二 .10 
时 ap 9 Bn 
= + ) rAdy he [8.17) 
定 厚 名 1 断言 


2 2 ) dzdyrdz, [8.18) 


a THyds Odsdr+ ndrdy = 上 (E+ 而 
这 中 如 典 的 Qanss 公式 ， 站 是 是 第 二 型 曲面 入 分 . 


倒 8.3 进口 是 配 中 的 - 块 有 向 阴 徊 ，B5 是 具有 从 5 诱导 的 

定向 的 光 漆 简单 启 曲 贱 ， 设 

= Pdr+ody + Rdz € AME), {8.19) 
遇 | 

1 雹 so 
= Be ) dy A de (和 BF ) dA 

(里 — 到) dr A dy. (2.20)} 

由 定理 8.1 得 到 


f Pdr + dy | Rd 
EE 


BR dP 下 于 
一 上 (和 一 | dydz 十 (入 一 区) 时 也 本 了 


十 ( 尼 一 | dxdy. (8.21) 
这 是 经 典 的 Stokes 公式 ， 左 端 是 第 二 型 曲线 积分 , 寿 端 起 第 型 曲 面 
福 认 . 


人 


$1.9” 切 共 和 向 量 从 


世 车 是 一 个 m 绯 沁 宵 流 拱 ， 则 和 桂 每 一 点 gE 时 有 切 空间 五 对 ， 
人 


T= | | TM. 
EM 


下 相 节 ， 村 在 集 台 了 好 工 给 出 拓扑 蛙 档 和 光 靖 结构 ， 屠 它 鼎 为 一 个 
2 叭 的 党 请 流 形 ， 这样 ， 从 浊 注 沉 形 好 出 发 构造 山 一 个 新 的 泡 潜 六 
形 定 灶 对 这 个 新 的 沉 滑 流 形 的 结 司 进行 分 析 ， 使 可 抽 家 出 好 上 上 的 
辣 基 名 的 概 信 向 其 只是 许 浇 数学 分 支 的 研 窜 对 得 和 工具 ， 在 本 书 中 
会 上 汉 地 出 到 茹 战机 癌 直 夫 的 樟 , 芒 . 
里 学 定 必 映射 工 于 二 村 如 下 :证 和 世 古 计 , 今 
元 人 |] = nn. (9.1) 
换 主 之 ， 映射 5 把 每 一 个 女 向 其 ET 入 , 鼎 到 它 的 起 点 p, 于 是 ， 
ilp) = DM, nT, MM) = {p}. 
仿生 fo. a]; EE 叶 歧 训 庚 指 清 流 到 针 上 的 卸 谢 千 愧 ， 仿 
vip) = (Fol) Wh Ee Lh. 
5 是 对 的 千 部 促 标 系 ， 很 遇见 ， 


[ra 


目 它 本 
对 -每 -个 ET 证 交 映 前 区 并 TDP) 可 下， 说 
PE La y= yD) ER™, 


val) = Dy (9.2) 


Be 


5 ”第 一 产 横生 流 各 


由 上 | 总 | 起 Ui 上 的 昌 热 标 架 扬 ， 每 一 个 切 向 本 EE Tf 全 EE 
站 和 
Ma] 有 有 叭 一 的 变性 表示 


| 
由 一 下 Bt i 

电导 映射 生 。 是 一 一 对 应， 这 样 ， 异 助 王 觅 壬 加 可 蔬 扎 Po x 由 的 
拍 扑 移植 到 x 6) 上来， 如 果 在 +ayfe e 疙 上 好 比 栈 得 的 扣 丁 
吓 咎 比 相 容 的 ， 则 在 TM 上 定义 了 一 个 折 间 结构 

为 了 使 报 述 简 弟 起见， 先 来 考察 r-!fDs) 上 的 局 部 坐 坏 系 和 举 标 
变换 公式 ， 借 此 在 了 时 上 便 问 时 建立 起 拓扑 结构 和 光 汝 结构 ， 对 下 每 
一 个 尊 站 矶 证 刘 钼 射 和 下 


= 人 


很 明显 ， 和 下- 把 1 [En 一 于 一 些 观 为 流 ™ 中 的 井 集 中 区 机” 
济 此 ， 吏 ,下 以 看 作 梨 全 TI 上 的 储 标 映射 ， 因 页 (to), 重 。) 
革 了 了 地 的 一 个 内 标 卡 . 

ND 有 pe anniTy 时 ， 亦 坷 向 民 ETMH 有 两 个 表 
达 式 ; 


) In tip}, ~- :Lr tj， Ye '¥)- {0.3) 
FP 


nk Pr | 四 | 
二 y 二 一 | = 如 一 -| : 人 ,二 
一 1 dn ; 和 Dd i 
内 此 ，v 的 人 明 祝 各 玉 满足 关系 式 
- ,ut 
= .5 
六 二 时 Br {9.5 


由 于 [Ei,, Pea) 和 a, Pa) 是 七 实 相关 的 ， 
peo Fa Palo nN is) = pel NM Ea) 
是 re 映 躬 ， 即 


po oP (9.6) 


至 
Trt 
| 
一 一 


41 
Ht 


时 由 茹 丰 和 向 重 上 由。 好 


是 Wa 的 : 记 们 ， 只 C™ 郴 部 . 区 式 说 明 入 让 dd ~ ,1 #1 yy 
的 ~ 函数 ， 即 坐 款 变换 


一 外 1 1 1 一 -- 
虫 5 + {Us 人 1 | 一 tig- TH- :了 


基态 al G9) x Rm 到 Ionmaimlx 中 ”的 光滑 映射 ， 
特别 地 ， 映 射 


so 出 3 x BR™ opalTa MN Tg) x ER" 
是 过 此 的 . 这 意 叶 着 有 喘 射 
区 人 


基 具 Menteslx mn 到 它 日 身 的 连续 瞻 射 ， 央 而 是 同 肘 [因为 儿 的 道 
映射 全 3 ouwaj-1 = E71 ey 也 此 连续 的 ) 所 以 ， 对 于 每 … 个 eT 
当 Ds x + 的 拓扑 通过 映射 ws 移植 到 [U4) 上 时 ， 所 得 到 的 拓扑 
是 性 此 相 容 钨 ， 事 衬 上 ， 当 Us nn Vs 关上 时， 


to = ta o (BB! oo) (Va N EN) x Wr 2 -tl N Da) 


让 于 5 太 其 同上 ,六 站 yy) Tomr-izy 上 通过 
婴 射 世 , 杆 灶 的 拓 由 与 通过 名 a 称 梢 的 拓扑 是 一 豆 的 ， 因 击 丰 了 时 上 上 
殉 定 了 一 个 折 扑 结 档 显然 ， 丰 了 对 的 这 个 白 扑 下 ， 上 映射 


Po = (pa xidjo Le : ns) a [5 x BR CC 如 2 


是 回环 节 忆 [fr rE 冶 册 了 TM 的 一 个 上 Cw- 相关 的 
坐标 上 薪 ， 宫 在 了 时 上 确信 了 - -个 光 背 结构 ， 使 得 了 时 成 次 4m 纵 
兆 请 流 形 ， 

另 -…- 方 面 在 了 好 的 上 述 尖 请 络 构 下 ， 喘 射 :了 时 一 对 在 局 
部 妾 标 廓 域 r-100) | 的 表 近 式 是 


一 .- 1 ，， nT ,1 mt 
T= yao 时 。 Di Ty sa ] 


5 第 一 章 抽 分清 


由 此 得 知 ， 二 是 兴 请 的 开 贞 射 ， 虑 外 ， 


就 上 身 
里 :et yl Bs (> 3 
必 


| 一 fa -- 1 |, 
五 


碎 映 射 Ws XR 一 T Lo 是 尖 请 同 睹 . 
通过 上 面 的 讨论 ， 趟 难看 出 光 衫 汶 形 了 了 计 其 有 加 | 下 的 特点 : 
上 存在 江 捐 喘 币 7 :TM 一 昌 :使 得 在 每 一 点 卫 E 对 ， 


sp 二 了 


是 一 个 重典 同 物 的 mm 绯 向 其 空间 ; 

位 ] 往 放 刻 好 上 有 一 个 开 舱 蓉 456; a E 下 使 得 对 于 每 个 
全 亡 了 了 序 在 沁 宰 癌 性 

Wa Ca xR oo Uo), 
满足 
ToOPAP Mp Vp El, x BR, 

换 让 之 ， 涯 渍 水 形 工 半 让 局 部 上 与 莱 舱 流民 Us x RW 沙 请 辣 且 ， 并 
有 明 保 持 “TT 准 "T7119) 与 位] x 有 RY 让 对 应 ; 

名 ) 对 于 生意 周 定 的 jE Cm, 如 果 坟 六 映射 


Va RT oo Hp) = Ty 


如 二: 
全 本 [一 古人 
财 ww 导线 性 同 怕 ; 
[中 当 pe DVN ds 时 wopriag : Br 一 殖 时 都 是 线性 同 移 ， 
因而 忠 射 
gatphl = 名 了 on: We ER 


肛 意 要 呈 砷 向 本 从 57 


起 二 性 同 网 ， 即 后 et) E GEL 


电 蔷 贡 式 可 知 , 映射 956 (9) 情 好 旺 巾 好 的 疝 部 坐标 变 接 eaopzl 
在 点 watB) 处 的 Jacobi 窍 阵 


Fa Lr) 
次 吊 的 准 性 变 执 ， 显 诚 ， 由 pp 品 oa 和 瘦 站 的 上 映射 waa : DoDg 一 
QLtm) 有 是 洛 谢 的 ， 

以 六 清流 形 了 所 具有 的 特殊 人 凡 造 可 以 折 象 出 下 而 的 宗 世 ， 

定义 9.1 设 态 , 村 是 两 个 净 清流 形 ，7: 耳 十 寻 呈 一 个 光滑 
的 福 物 射 ， 玉 = 岂 让 了 詹 向 基 空 间 如 果 在 于 上 在 在 一 个 开 获 意 
fC 说 雁 太 一 组 时 射 fen; 54, 它们 潢 中 下 剂 莱 忻 : 

fw ET, 映射 如 是 成 Cs < 下 和-1[03) 的 兆 潜 同上 肚 ， 并 日 
对 末尾 总 的 pe UygE 妇 有 


To Walp, My) = 
[2) 对 于 性 龟 男 定 的 PE Lin, 令 
市 ra 人 = Yatp Vy € WE, 
若 映 射 ap : 区 二 (Pp) 是 辐 虑 而 当 peE UaNn U3 关上 时 ， 映 身 
daalp) = PFp ° Wap: Re = ER 


是 线性 同 构 ， 即 gp) E LI 

(3) 站 Gs 天 首 时 ， 贞 射 gp sD) 是 光滑 的 ， 
列 称 [五 ,村 ,7 为 光滑 波形 时 上 秩 为 4 的 向 量具 , 其 中 马 称 为 共 空 
间 . Mf 称 为 底 流 形 , 里 射 T: 吾 一 好 称 为 具 投 影 . 为 了 方便 ， 负 后 也 
把 问 量 拓 [五 : 旺 ,z 主 为 7: 忆 二 时 或 匡 . 


58 对 一 车 朗 谷 流 彤 


易 证 ， 对 于 性 意 的 pe 于, 在 -1fp) 上 具有 日 然 的 线性 结构 ， 使 
得 映射 区 rs: 一 rt) 为 线性 同 构 ， 以 后 把 mlfp] 称 为 向 量 时 吾 
在 点 pe 虹 的 纤维, 也 这 为 BB. 由 上 雍 可 见 ， 向 其 从 


"TEM 
是 一 能 “ 释 种 在 ?” 光滑 说 形 姥 上 的 4 维和 疝 到 空间 ， 定 发 9.1 中 的 观 射 
i Tr) 


称 为 向 量 基 五 的 局 部 平凡 化 - 
想 据 定 习 8:T 时 一 虹 是 三 于 材 为 古 的 和 而 其 具 ， 称 为 光滑 
流 形 好 上 的 切 向 量具 , 简 几 六 虹 的 切 站 . 
例 9.1 设 T; 互 玫 寻 是 -个 佬 为 9 的 向 其 妨 ， 术 CC 而 党 非 空 
并 集 . 里 然 
a l= | | i (9.7) 


pet 
如 染 用 表示 和 往 wD 上 的 限制 ， 则 
TE0Y = (7), 1 7 


是 开 子 六 彤 赤 上 上 的 一 个 屠 为 了 的 向 景 只 [证 明 希 作 冻 可 ), 称 闵 各 二 二 
吾 在 开 梨 尼 上 的 限制 ， 并 记 作 吾 | 

定 兴 9.2 设 7T: 忆 二 对 中江 沿 流 形 旺 上 的 癌 其 办， 为 
开 集 . 若 有 浙 滑 映射 = :5 一 户 , 使 得 


Ts 二 :1 I [9.8) 


则 称 * 为 向 基态 [EE 好 :的 定 习 在 ti 上 的 一 个 区 沸 截 而 ; 特别 地 ， 
当世 = 时 时 ， 则 称 = 为 机 一 如 吾 的 个 光 请 截面- 

向 其 其 : 瑟 全 时 的 光 清 截面 的 桌 侣 记 为 工 忆 )、 不 礁 砂 证 ， 华 
各 工 ( 吾 ) 是 -个 [a7)- 烧 ， 因 而 也 是 依 | 的 向 莽 鞋 间 【证 吉 留 毕 夸 
者 作为 练习 ). 一 般 而 言 ，TiE) 作为 实 疝 且 空间 是 元 限 维 的 . 


站 1 


条 9 坷 旺 和 催生 上 业 品 


根据 正 穴 ， 洋 形 时 上 的 光 福 女 向量 声 是 基 共 了 af 的 光 证 瞧 而 ， 
友之 亦 热 ， 因此， 关 LM) = TIT MY. 

这 TT: 巨 ， 对 是 光 消 流 形 好 上 和 惟 汶 了 的 向 基 上 喝 ， 交 二 村. 加 旧 
存在 4 个 局 部 沧 滑 裁 面 


Ra ET 1 


使 得 fs 基 钼 处 线性 无 关 的 ， 即 对 于 任意 的 疡 E 5 {suipil 构成 向 及 
空间 7) 的 一 个 基底 ， 则 称 fs 基 商 基 贞 豆 的 [ 定 匀 在 上 的 
一 个 局 部 标 织 场 ; 特别 地 ， 当 六 = 对 时 ， 称 1ss} 上 大 范围 地 定 交 在 
Mf 上 的 标 般 场 ， 一般 洲 赔 , 向 量 闪 的 定 立 在乎 个 旗 疲 形 上 的 标 架 场 示 
恬 赴 庆 在 的 ;而 局 部 标 梨 场 总 是 存在 的 ， 事 实 上 , 上 先 取 旦 的 : -个 局 部 
平凡 化 
wi LY, 

satp) = wp,6), laco Werl 9 

悍 可 得 到 #9 个 路 射 sa :一 吾 . 显 钼 有 ， 


Tosa = oO li 人 in, 


即 拇 -个 a 都 其 疝 鞭 热 玉 的 局 部 被 面 ， 并 音 {#61 是 完 立 在 下 上 上 的 
一 个 局 部 标 染 声 . 
例 9.2 设 于, 县 光滑 流 开 ，f; 计 二 入 是 光 滞 映射 ， 今 
FTN= DD) tp} x Trp™. 
PENI 

出 产 TN 基 革 上 秩 为 #4 = 型 mN 的 名 大 上 在 FE 明 钥 作 练 习 Y, 称 为 划 
鳃 了 w 通 寺 上 映射 了 拉 回 到 时 上 的 向 如 从 ， 控 回 丰产 TN 的 光滑 截面 
科 为 在 丰 中 洛 了 映射 f 定妆 的 切 向 量 场 . 


的 甘 一 车 拉夫 流 形 


例 和 3 癌 芋 闪 的 对 侦 站 ， 
说 :五 3 时 是 光滑 济 形 M 上 秩 为 & 的 向 其 只 对 于 任意 的 
pe 于 用 到 = (Eo)* 表示 4 维 实 向 其 空间 马 , 的 对 偶 空 间 ， 并 记 


本 = 上 | EE. 
PE 


再 定妆 睐 射 阁 :是 * 王 好 ,使 得 ww) = pw EB , 于 是 
i [1p) = Er, 


慨 定 gr :Ua x 歼 地 we € 们 是 向 其 朴 (EB, 和 M7m) 的 局 部 平 
几 化 ， 昌 fts; 0 € 了 是 对 的 一 个 开 痢 盖 . 取 定 总 的 一 个 标准 基 
底 上 = {64 & 二 4,… 它 的 对 侦 基 席 礼 作 如 = {8°?}， 对 于 性 意 
的 eT 设 记 在 Ts 上 的 局 部 截面 eo.s 由 en = qie 人 点 ) 确定 ， 
Yp Et 用 {ep } 表示 人 ea 四 } 在 纤维 -1tp) 中 的 对 借 基 底 ， 于 
是 ， 可 以 让 穴 瑟 射 


中 。 ti, x 对 一 卉 ， [5a], 
性 得 


人 EE yates py), HnED,, y= ee, 
中 


类 亿 丁 基 吕 的 构造 方法 ， 在 吾 ” 中 可 坟 引 入 微分 颖 档 ， 司 得 E* = 
[于 全 威 为 伟 足 9 的 向 最 雁 ， 而 {s] 就 是 它 的 局 部 平凡 化 .有 具 
林 的 作法 及 相应 的 验证 过 程 ， 请 读者 御 己 来 完成 . 新 档 造 出 的 向 基 具 
二 + 条 为 已 种 向 是 太志 的 对偶 从 . 

特别 地 ， 沈 请 福 形 好 的 切 归 了 好 的 对 侦 站 他) 就 是 好 上 的 
所 有 亲切 向 甚 物 成 的 癌 芋 战 ( 见 本 章 可 题 第 ?2 题 ): 称 为 对 的 宗 切 向 
天 从 或 亲切 只, 计 记 为 对. T*a4 的 {向 部 ) 标 架 场 入 内 { 局 部 】 宗 
切 标 架 场 . 


1.9 切 从 和 向 合 从 561 


CT 使得 

Wp) = op) wp = wtpliotp), Whe MN. 
如 此 得 到 的 瞎 射 二, : 荆 [ 玉 x TIE*Y 一 全 refafy 称 为 向 量具 吾 与 其 对 
惕 其 EE* 之 间 的 配合 . 


设 熙 是 于 的 开 子 集 ，{es} 和 {个 副 是 秩 凡 5 的 向 量 上 示 巨 及 
其 对 侦 态 内 的 定 交 亦 玉 上 的 己 部 标 架 场 ， 如 毕 


唱 称 fw*} 慧 局 部 标 要 扬 {es} 在 尼 ' 上 的 对偶 标 课 场 , 通常 记 为 {er*】. 

晶 知 ， 在 例 4.3 中 ， 对 于 任意 的 二 ET Te 就 让 吾 二 的 局 部 杯 
香 声 fen 的 对 侦 标 扑 场 . 

例 94 设 T: 吾 一 虹 和 元 : 百 一 肛 是 站 滑 访 形 好 上 的 两 个 
癌 基 吕 ， 它 们 的 秩 分 别 呀 9 各 则 市 尽 和 玉 可 以 拘 造 向 量具 的 直 
和 和 :3B 和 张 量 积 E 名 十 , 内 体征 法 肇 | 下; 

WE 击 , 半 基 其 站 和 呈 在 p 点 的 纤维 分 别 记 田 Es 和 瑟 , 忆 们 
是 两 个 实 向 量 空 间 并 且 mF = 人 dim 二 = 二 放空 

EPE= | | ErE; ESE= | 」 FB, 


pe pe 
可 纪 HH 然 地 引入 投 环 时 射 

TS 和 
以 及 相应 的 微分 构 送 ， 合 得 


[四 二 让 rm 和 {ECE, NM,we) 


62 第 一 章 向 党 波形 


分 别 成 为 竺 是 9 十 二 和 蝗 的 向 量 ， 称 为 向 其 疡 和 玄 的 直 和 及 张 
总 积 ， 革 节 留 给 访 者 作 地 练 可 . 
特别 地 ， 光 潜 幕 形 对 的 > 个 切 其 了 邮 和 = 个 未 切 关 于 的 张 
其 想 
Ta 二 了 并 六 -人 TT 区 了 
Re 
个 ss 站 
是 出 对 上 在 各 点 处 的 人 7, 5) 型 张 其 档 成 的 集 和 他， 它 是 悉 为 王后 * 的 辐 
其 从 ， 即 有 
TM = (|) Tn, 
了 4 
其 中 
Ir p= TMM TM 
< “一 一- 
"个 于 个 
是 浪 形 时 在 一 点 户 处 的 他, 型 张 量 空间， 和 而 其 其 下 人 4) 称 咨 光 济 
流 形 邮 上 的 fr, 守 型 张 量 共 , 它 的 花 滑 起 而 就 是 W 上 的 光 消 求 景 扬 ， 
类 似 节 ， 对 于 任意 的 站 E 时 车 以 "TS 让 示 好 在 点 天 的 
次 外 形式 空间 ， 并 设 


Nw = LA. 
了 DE AT 
则 "TY 也 是 一 个 向 其 肉 ， 称 为 可 二 的 > 次 外 形式 卜 . 外 形式 此 
的 六 语 礁 而 是 村 上 的 外 微分 式 ， 于 是 有 TA TY ND = ATCMY. 

酌 9.5 读 T: 下 二 时 让 :万 汪 好 是 咎 衫 流 形 对 上 的 两 个 向 
其 内 ， 秩 分 别 是 4 对 于 每 一 点 PE 村 ,用 名 {如 ,; 世 y) 要 示 从 向 量 空 
间 Bj = 1 到 i 二 1p) 的 线性 映射 的 集合, 它 明 好 锥 向 比 空 
间 ， 则 


om EE = | | (BE, E,) 
PE 


61.9 惹 此 和 向 量 业 时 


是 这 清流 堪 了 上 我 是 为 的 癌 基 从. 
设 是 时 的 开 子 集 ， 


WUxBRoN TY 和 wiUxR ot 


分 别 晨 向 其 从 E,E 的 局 部 半 凡 化 ， 用 161 和 二 上 分 别 记 同和 梧 
的 标准 革 底 ， 合 


stn) 一 六 人 让 )， Sp) = 


则 {ai 上 {5] 分 别 直 向量 丰 FE, 巨 的 下文 在 上 的 标 架 场 ， 如果 用 
M9; 前 二 胸 % 表示 9 x 站 短 阵 的 泌 合 ， 并 日 设 于 :Hom[ 吉 ,后 一 时 
是 司 量 此 Hom[ 癌 , 记 ) 的 点 授 影 ， 则 向 基 基 HomitE, BY 的 局 部 平凡 化 


是 :人 


外 
Wim A = DA) Vip dd) ED x MIg.@). 
[rE 3 
请 读者 站 已 把 向 基点 Homf, FF) 的 转 称 滑 数 族 用 和 癌 其 研 EE, 的 转 称 
钞 数 族 起 示 册 来 . 
作 汶 相 节 的 铺 属 ， 上 面 来 让 这 向 量 贡 上 的 度量 结构 . 
定 江 9.3 恋 : 纪 一 时 总 光滑 流 形 对 上 的 一 个 向 鞭 雁 、 如 果 
对 二 得 一 点 BE 出 ,在 纤 绯 TI 上 指定 了 “个 欧 氏 内 积 站 p: 并 于 
hp 玫 滑 地 依 天 于 点 天 则 称 站 基 疝 量 基 十, 时 ,上 上 的 一 个 窗 旺 
结构 . 指定 了 -个 获 有 结 简 的 向 基 共 称 胃 黎 洁 向 是 从 ， 
住 上 述 定 内 中 ， 及 谓 由 积 1 “3 滑 地 佐 闲 半点 pr 夷 指 : 对 于 什 
意 的 局部 光 汝 埠 面 玉 ,F ETIE|w 三 好 , 让 


CO YY) = {ED), FY, 


6 乎 一 齐 税 分 流 捞 


确定 的 质数 (下, 六) 是 上 的 党 语 函 数 . 特别 好， 邵 果 {s4} 是 向 其 夫 
巨 定 儿 在 开 子 集 t 己 好 上 揭 个 局 部 标 委 场 ， 并 议 


has 癌 二 tsa. Sb “hp 扣 Et 1 于 局， b 二 夫 


则 Jo E erefey 而 二 gx 给 阵 (hos) 在 如 上 由 处 处 目 定 的 对 称 她 
泗 ， 


习 题 一 


1 个 定 in] te 是 mr 关 流 形 这 上 的 一 个 Cr 相 
洲 的 些 标 村 益 ， 即 

[ss; 袜 拓 了 构 感 开 的 一 个 并 覆盖 ， 

2) 属于 贤 的 任意 阿 个 坐标 卡 者 站 侣 " 牛 污 的 ， 念 


a 二 {的 上 从 标 上 ， 二 1 E26， 
[2 与 人 是 Er 相关 的 上 上 


让 时: .sz 是 并 上 和 包 语 :入 的 唯一 的 一 个 安 " 微分 竺 构 ， 

2. 证 | 是 mr 绰 交 洪流 形 对 上 的 
二 个 局 部 半 容 和 水， 并 册 怕 站 站 全 郑 下 证明， 证 站 让 VW 六 ] 上 成 
立 如 下 的 链 式 法 是 ， 


的 -的 的 
dril yt \ Dei 
He se MY 0) 
OE A ,TY rl NY 
由 此 谨 是 ， 局 师 坐 村 变换 的 Jarabi 行列 式 恒 不 为 罕 . 
3， 涝 寺 二 一 个 可 定向 的 微分 流 烘 . 证 奸 ， 如 米 时 其 这 通 的 ， 则 
Mf 恰 有 两 个 相同 的 定向 


TT rp 


4. 各 0 Sey =: {irl ,rly € Rl; fs = 3 
i 一 上 
记 二 人 00 为 5rfa) 的 北极 各 南极， 令 


Ur = SoM {Ss}, EU = Sn 


再 分 市 定 衬 映射 w= 人 下 贡 下 ， 


] pTL ” 
. 下 芝 小 
1 aa 瑟 二 1] ，， wl 一 一 | 
从 ， ,上 + ， 5 ] 人 mr ) 
1 机 
J a 1 rL 一 L1 _ 站 十 ti 
的 


这 骨 : w+ 条 史 - 的 阳 吐 射 革 别 出 下 起 结 出 ， 


5 
过 十 了 "a a + TE 


站 
_ 2 2 hj i et 
二 A 


首 由 此 说 明 ， | .p41 ;六 -外 给 出 了 ?0 的 一 个 江 清 结 朱 . 

5 设 号 号 也 的 一 个 非 空 子 集 ， 如 果 对 于 任 章 的 点 PE 5, 都 
有 在 苔 中 的 个 刘 域 使 得 如 m5 旦 某 个 光 油 的 止 则 参数 曲面 
二 的 司 集 ， 其 中 力 相 平 面 到 的 -一 个 述 通 开 扫 ， 则 弥 9 :号 
以 中 的 一 个 光 沸 曲面 . 

间 ) 证 明 ， 型 中 每 一 个 光 铺 曲面 都 是 二 徘 沁 请 流 形 ; 

[3 利用 全] 的 靖 论 证明 :有 民 : 中 的 贺 二 而 


i 二 a 
是 :个 二 绯 光 滑 和 定形 . 


66 种 一 车 撤 分 流下 


请 设 n+! 一 {tzl,.-. ,关于 a 可 心 蕊 女 和 站 二 小 tt 一 

Ct De 在 &” 上 引入 等 价 英 系 ~ 区 下， wz = {#11 Sn， 
节 一 (elt Eeetl za yr 当 昌 权 当 存在 一 个 非 等 复数 和 悚 得 

二 Az, Bi = 2 用 表示 COt!t 所 在 的 等 价 
时 迷 己 于 实 射影 至 问 ， 人 六 

LP™ = Cot 7 -Ju 二 {[z]! = 所 Cn 1 上 

显然 ， 区 PY 本 以 视 汶 复 向 量 襟 问 尼 "的 一 纵 复 子 空间 构成 的 华 合 
称 汐 f 维 复 射影 空间 ; 由 = #1#) = | 关 j 定 六 的 上 映射 ;tl 人 PP? 
称 汶 上 | 后 投 影 ， 

中 试 全 CP" 上 定义 拓扑 和 微分 结构 , 使 过 成 为 2 办 光 滑 得 上 
并 是 使 得 F| 然 投影 Ti 人 全 一 是 光 鹤 呐 身 . 

全 证 3 3 是 
fa+! = Bar+: 中 的 单位 妹 两 、 定 义 里 射 和 二 Fgontt : 9391 直下 Pa。 
证 | 明 ， 轴 射 过 是 - 咎 汗 讽 ， 并 且 

#1 = St [| = {ev "a, # € 0, 2]} 


是 S332 中 的 二 图 ， 映 映 二 ;52 性 信 Pp" 也 笨 交 中 络 抽 有 ， 
7 恨 说 映 叶 5: 束 一 本 的 下 区 污 : 


otra [rt sin re + re ost, oa — Fi ln ee), 


证 明 ， r 在 单位 球面 5* 上 的 限制 委 出 了 $7? 到 其 自 半 的 一 个 站 清 问 
ji 

s， 斌 二 上 明 如 下 的 反 函 数 定 理 : 没 素 上 形 ′ 址 了 欧 氏 空间 肛 * 的 并 
子 集 ， :一 了 是 光 请 映射 ， 于 拓 六 -如果 rankawf = 9, 则 有 
ERE™ 在 点 的 旧部 城下 记 5 机 得 了 并 下 上 的 限制 wr 其 攻 下 到 
TV 记 欧 * 的 光 衫 同上 且 ， 社 口 其 省 虎 射 9 = [fw FF) -+ 的 
Jacobi 所 阵 .Jig 出 下 本 确定 : 


ay): AF , Yer 


村 是 一 67 


其 中 = Fr E 天 PE] 是 枉 射 fy 的 Jacobi 矩阵 ， 

由 试 把 上 述 反 冰雪 定 巢 椎 广 到 光 广 访 形 上 去 ， 即 让 明 
{ 流 形 上 的 反 国 数 定理 ) 此 W,N 是 mm 啡 浊 福 流 形 ， 了 ;好 二 六 是 泊 
洪 映 射 ，pe 好 圳 开店 在 pp 点 的 我 rankaf 及 一 mb 则 存在 点 天 在 导 
中 的 于 邻 域 (I, 使 得 

oiU a fCN 

是 光 潮 问 星 ， 

10. 利用 忆 立 数 定 退让 明 遇 射 的 我 起 理 1 好 泪 理 2.1). 

11. 证 果 ， 对 于 商 信 中 定点 zy 5 了 必 有 开 区 间 公关 豆 兆 语 辐 
肚 F: 朋 一 良 俩 得 字 和 半生 有 ，F = 二 并且 了 在 区 人 ,和 芋 的 限制 
为 岳 阿 映射 ， 试 把 上 述 铺 论 推广 到 一 般 欧 后 氏 空间 下 "fm > 1 

13. 谎 昌 申 一 个 连通 的 mm 维基 滑 入 下- 让 明 ， 对 干 旺 个 任意 结 
十 有 的 晤 个 点 P99E 半 , 并 在 光 谢 同 天 了 : 虹 一 时 ,使 得 fp) = g 

13, 证 弄 , 一 扒 划 射影 空间 世上? 补 分 后 牙 二 维 蒜 面 , 即 2 = 
932. 

14. 说 六 振 尖 主流 形 和 的 非 空 并 子 集 , 65> 上 了: 一 而 阐 x 浅 各 
其 光 沿 映射 ， 满足 条 件 


FID =0, vper, 


证 幅 ， 存 在 尖 滑 野 射 9: [一 上 全 x 牙 一 及 二 得 


ft 二 后 全 区， gl0.0 = 信 交 Yin) EE [dH x Ei, 


1 一 中 


15. 没 包 和 wr 是 Hausdorf 空间 对 上 的 两 个 局 全 辣 构 ， CM) 
和 CL) 分 别 感 CM 机 [9,2 上 光 清 函数 的 集合 .让 明 ， 
= 当 且 和 们 当 CCE) = Of). 

16. 证 明 引 理 3.1 ;机 引 旨 3.2. 

17. 设 MM 是 满足 第 二 可 束 公 型 的 微分 流 拱 ， 站, 互 是 闻 的 西 个 
不 梓 交 的 闭 子 集 ， 证 明 : 存在 所 EE CLMY, 使 得 六 a 三 1, Fs 三 让 


品种 从 汉沽 


18. 车 1 对 : 是 区 清流 形 ， 村 -~ 2 x 如 看 EM， ， 设 
Ti = 1 是 自然 扫 是 ， 定 六 野人 射 富有 一 旺 让 = 了 2 
司 得 

[ar = (ED Yr EM ot) = Wy Mi. 


显 汰 肌 26 二 启 证 于 i 二 12. 让 时 和 ms 部 是 垦 
大， 并 HH 站 虹 = fptTp 刘 0 吓 WajrgtTgMy}， 后 者 同 掏 广 直 和 
TM 中 TM. 
19, 设 对 ,六 是 站 洪 就 形 ， 并 且 WY 是 连通 的 ， 了 : 计 一 入 有 是 光 
寅 映射 ， 证 明 ， 妇 果 对 于 尾 意 网 点 5 计 , 都 有 fp 一 山 则 二 党 值 
映射 ， 
20. 设 映射 了: 政 一 本 的 定 匀 是 


za 一 开 S 2 
= 十 TT TE 


证 明子 尼 光 滑 同 路 ， 并 求 切 映 射 六 和 余 蕊 映射 在 H 热 标 架 场 下 的 
十 隆 . 

21. 设 让 5 一时! 放下 是 光 襄 流 形 3.4N 之 间 的 秒 谓 映 
射 ， 证 明 : 

(1) 国有 站 sr = defipy Oo fep TES + Tearpint tt, WHESN, 

加 (go f= on Ti 8, Wp cs. 

22. 诈 畴 射 了 :本 一 及 和 8 下 一 到 的 定 区 分 莽 为 


下 一 tell ss, ds — Cos wT 二 Ta +2, Wir, za) € Me, 


gen yo) = (By + Dy 二 ER, 


舍 =go0f =fog 求 Fo Gan. 

23， 设 了 : 暑 二 玉 是 潍 没 证明 了 是 开 上 里 射 . 

24, 设 时 是 mm 绯 紧 属 光 清 流 带 ， 了: WEEmW 是 光 订 映射， 证 
明 : 在 时 上 至 沙 存 福 一 点 gp. 捷 得 了 在 总 的 秩 小 十 mn， 


一 TaTTara ri - .1 


习 淹 一 时 


25. 证 明 ， 一 个 汝 入 子 注 形 J 忆 N 是 了 由 入 子 流 形 的 充分 必要 亲 
忻 是 对于 性 意 一 点 $5 对 ,存在 pp 在 镶 中 的 局 部 些 标 系 [;54), 玛 足 
jp 二 0 所 才气 ,六 芋 


GNM={9e8; 0 =0, m+l<a nl, 


其 中 站 = dim ,n= jm NN. 显 热 , 如 果 今 = NM, wi 二 痢 |u{l 亏 
在 村 中 的 局 部 坐标 系 ， 我 们 把 局 部 坐标 系 
(0 或 10; 称 为 典 入 子 流 形 于 在 点 靖 的 典型 局 部 ) 坐标 票 . 
236， 谋 对 | 利和 时 分别 是 丙 1 ms 维 泡 请 流 形 ， 对 应 的 微分 结构 分 
吊 二 zw 和 和. 售 = MM Th 十 bi 
员 ) 概 刘 a6 = 其中 
的 定 光 为 


(wp na) = tt) wna) vp pa EC x 


证 妇 ， . 唤 人 岂 财 上 殉 定 了 一 个 让 请 结 攀 ， 使 各 类 成 汐 mm 维 光 请 这 
形 ， 此 时 称 姥 为 光滑 流 形 ad 和 条 3 的 村 积 流 形 , 简称 为 A, hls 的 
直 积 . 

2) 计 TA1 白 然 近 是 ， 证 有 明 mr 和 有 
者 是 光滑 映射 

上 痊 照 【0 的 他 法 引入 站 个 拓 少 得 形 的 琵 积 流 弄 ， 设 


IT™ = {is en EN; | 二 II Lin} 


斌 在 了 上 上 引 A，、- 个 微分 疾 构 ， 使 得 T* 成 次 局 = Bm 的 准 嵌 六 
子 访 形 并 晶 补 共同 肪 J rn 个 加 有 周 的 直 筷 ， 即 
T= Sx.-.. x Sl!. 
es 
有 个 
三 时 ， 竹 闫 滑 流 形 Ta 为 站 维 环 前. 


Pb 贡 一 章 替 中 流 妹 


27, 设 了 :MM 一 丰 光 滑 流 形 之 问 的 光滑 映射 ， 对 ,于 才 别 是 时 
机 访 的 购 入 子 流 形 ， 证明 ， 如 果 六 相生 豆 , 则 了 a: 太一 号 也 是 洪福 
鼎 射 . 

28. 设 忆 :由 一 上 是 洛 消 竟 蝶 之 癌 的 光 请 映射， 证 央 ， 闸 音节 
的 穆 iatkE 二 ) 为 些 值 ， 刚 对 于 任意 的 品 半 E 训 一人 全 古 型 的 肤 六 
子 流 形 ， 并 有 卫 

dim Fa) = dn M 一 Ianmkf 

29， 斌 利用 旷 射 穆 证 理 证 明 玩 理 4.4. 

0 议 吕 :和 一 上 长 隧 和 信子 流 形 ， 间 县 pH) 号 交 中 的 抽 集 ， 
让 是， 对 于 任意 的 身 Es 人 人 属 好 在 ECXIND]; 相 得 了 关 三 旬 

3 市 一 帮 是 绅 混入 ,并口 dm 邮 =dm 癌 .证明 将 好 
ee 黎 福 到 wa 让 后 ， pM 是 让 抽 开 于 沈 环 ， 

2 度 了 ;五 志 刘 是 站 请 映射 ，pE 财 ,E25 出 . 假定 


vas 下 


其 所 中 的 站 语 曲 盘 ， 满 是 演 忻 TI 二 由 二 1 证 明 ; 村 向 基 
fo 5 Tn 与 曲 红 “的 选 坊 碟 美 ， 吉 有 于 of = {了 90) 
[ 见 图 】. 这 对 党 题 络 出 了 学 请 映射 的 二 映射 的 一 可 直 对 解释 . 


第 32 是 壬 


nr 


.2 习 郑 一 ”7 了 71 


434， 议员 射 着 : 展 一 本 市 = 和 匡 祷 ， 试 说 澳 避 在 tt 


点 处 本 可 往 【 忆 图 )， 


第 33 题 寿 | 

下 

i I 
第 34 是 图 


叶 ,， 试 讽 许 ， 田 tt = 人 ,的 给 出 的 屿 射 说 : 攻 一 在 交 祥 映 
射 ， 世 下 是 浸入 【包围 }. 

35, 证 十 ， 曲线 内 = 全 一 币 瑟 一 和 网 图 ; 十 混入 但 不 是 民 入 ， 

36. 院 = 充分 小 ， 定 站 哮 射 冲 : 站 下 一 式 姑 下 【 屿 图 ): 


区 与 ， Opel< i 
t 下 
erttl 一 EY, 

i, + C— 2), | 


其 中 中 本 一 亲 设 有 上 自 充 点 ， 同 时 也 趟 与 a 的 其 休 部 分 相交 的 正则 


| 
一 一 Et 
a 


2 


曲线 [ 即 交 的 处 处 书 为 本 1; 并且 当 直 E 【下 二 时， 总 人 = tf,3in 了， 
当主 三 间 ,+el 上 时， 二 站 一 区 证明， 空 是 单 谣 点 ， 己 林 是 报 
A 


第 36 辐 笑 


37. 设 W 越 mr 维 实 向 其 空间 ， ET 不 未 的 基底 村 成 的 集 
合 ， 对 于 性 意 的 上 = 司 } 二 = 4 村 } Ee WY, 存在 唯一 的 一 个 m 阶 方 阵 
4 二 (0) E GLim, 同 , 使 得 上 京 = 开机 碳 , 即 天 = 56.a. 敌阵 & 称 为 愉 基 


1 re rr rp 


习 着 一 站 


底 1 到 基底 直 的 过 渡 矩 降 . 在 LIWY 中 可 以 引入 等 忻 闫 系 ~, 司 得 
je 人 到 刘 的 过 沪 挫 阵 满足 detia) > 0. 


把 基 席 点 册 在 的 等 价 熔 记 为 辣 - 把 南 集 龟 W) = LIFYY ~ 中 的 元 隶 
称 曙 向 其 空间 中 的 定向 , 证 时， 站 有 二 全 有 两 个 定向 . 
38, 霹 维 渡 潮流 形 时 上 上 的 一 个 定向 分 布 指 的 是 -- 个 映射 


5 一， 
TE 
使 得 对 于 任意 的 PE 好 ,AP E 名 fi 本) 寺 上 的 一 个 定 同 分 布 # 称 
为 连续 的 , 如 果 对 十 慎 意 的 点 pe 并 , 存在 点 的 局 部 坐标 素 [Ui 


0 


[| 


证 明 : 党 潍 流水 好 是 可 年 向 的 当 半 可 当 丰 必 上 存在 一 个 连续 的 定 问 
处 布 . 

39. 设 匠 是 出 绯 光 谓 请 形 李 的 一 个 并 子 集 ， 区 持 居 人]， 正 
明 ; 在 什 癌 一 点 PE 抚 , 此 有 了 的 一 个 开 律 域 下 碟 忆 :以及 光滑 阿 其 其 
志和 LMY, 人 司 得 | 二 je 

各 . 设 下 是 应 请 流 形 对 上 的 一 个 切 疝 其 切 证明: 工 三 天 好 
直 闪 福 切 疝 关 扬 的 序 人 攻 要 汉人 御 自 对 于 俐 忘 的 了 Eesti), 由 


| WE 已 
9 


{p= ip, vpCM 


二 名 的 烟 数 臣 ( 了 ) 是 时 上 的 光 清 随 数 ， 
41, 斌 站 : 好 二 襄 由 六 消 司 及 ， 对 于 导 意 的 天 & 完 (M), 宗 呈 有 贞 
射 天 于: CP -CPIN) 如 十: 


CFR = igo ff. EC) 


证 明 ; 


到 对 -一 章 入 分 流 开 


[只 关 基 襄 上 的 并 请 切 阿 盐场 ， 并 且 人 人 革 与 汪 基 下 机关 的 ， 


外 对 十 任意 的 产 E 对 ， 
二 【5 


(2) 对 于 任意 的 XEON f(D) = 他 XX 天] 
2， 江 本 年 理 3.2. 
43. 设 GDfm 到 中 一 般 线性 群 [ 铸 见 例 1. 台 . 定义 
SL{n, WI = {A EE GLINRY: det 4d = 1}:; 
站 fm] = {4 € GLin, BR): 由 
SOm) = SE.in, BI NM OW), 


其 中 出 表示 皇 阵 的 转 置 ， 天 是 二 阶 单 位 十 阵 ， 利用 本 章 习 题 第 27 
刊 第 28 盘 的 结论 证 且 ， 8L{n, 及 , O18) 和 30 部 直 SLin, 如 的 区 
大 王 流 形 ， 它 们 分 别称 为 特殊 线性 类 ， 正 交 群 们 特殊 正 交 群 

44. 设 如 是 一 个 拙 彰 群 ， 间 且 是 mm 绯 泥 潮 莹 已 ， 如 果 如 的 飞 法 
运算 利 求 道 运算 分 贡 作 汶 扯 < 妇 和 辣 到 站 的 映射 旺 光 油 的 ， 则 天 安 
二 一 个 mn 维 李 群 {Lic 群 ). 

站 ) 对 于 性 登 的 a EG 守 祥 个 到 自身 的 鼎 射 二 下。 如下; 


了 一 下 
让 明 ， Fa 用 | Rs 部 是 活 消 同上 ， 并 开 诗 于 于 意 的 ,bE 必 ， 
Lon,:. PooL,. 

映射 王 中 网 此 adfal = 9-1eE 0 分 别称 海 李 群 避 上 的 志 
移动 ， 右 移动 种 内 自 同 移 . 

上 证 总 E 玉 如果 对 丁 任 痢 的 a Ee 恕 , 部 有 To = 三 , 则 
称 必 是 如 上 的 大 不 恋 向 量 场 江 明 ， 台 上 的 堪布 变 阿 夸 声 的 集 台 
六 于 通常 的 此 虱 和 运 疹 世 及 Poisson 招 导 各 [] 怕 成 “ 个 全 民谣 [名 看 
定理 打 2 上 后 雷 的 注 记 ), 它 种 为 李 群 局 的 李 和 代数 [Lie 代数 ). 


| 


为 下 省: 使 得 各 [由 戌 为 一 个 李 代 数 ， 即 注 足 定理 5.2 中 的 菜 件 
Me 二, 计 且 同 构 于 和 由 此 下 网， 


dimg = dim 7.3 = dim {7. 


(4) 证 明 ; 例 1.2 和 和 本草 习 是 第 43 是 中 宗 交 的 Lim, 同 , SLI[n, 辐 ， 
In} 和 SOQim) 者 是 李 妊 分 别 求 出 它们 的 李 我 数 利 罪 浆 ， 

45， 计 二 ,让 部 二 李 群 ，: 芋 一 局 其 苔 清 映 射 ， 如 果 /同时 还 
芷 抽签 群 听 莉 产 的 同意 ， 刚 生 了 :所 一 站 是 一 个 事 群 同 态 ; 特别 
地 ， 妇 毕 进 一 步 要求 映射 了 :万 一 局 是 光 请 同时 ， 则 称 了 是 从 末 到 
cz 的 李 群 同 构 . 届 号 s 及 芷 实 歼 加 法 群 ， 则 称 事 和 群 同 坊 让: 肛 一 性 
是 安 上 的 一 个 单 参 闭 子 群 设 8g 是 人 村 梳 宫 的 水 代数 ! 盆 看 本章 习题 
第 和 44 题 ) 它 也 可 以 等 同 于 绍 在 单 售 元 处 的 切 帘 局 了. 

i 设计 Eg 证明 存在 唯一 的 一 个 单 磊 数 子 群 x : 民 一 中 ,使 
得 对 于 任意 的 +E 焉 ， 

0 (=x 


显然 ， 此 时 cx 是 切身 训 场 六 在 马上 通过 单位 元 = 的 积分 曲线 . 
但 ) 对 下 任 党 的 jE, 用 ws 由 表示 匡 的 通过 #5 点 的 积分 由 谍 ， 
即 pid = 6, 0 = Ty 证 明 : 


Folt) = tox thy lh) ™ g Tx I) 
上 说 支 E 生 和 是 ax 的 确定 的 内 由 同 均 ， 即 
好 | 二 ptty D Brrrt 和 
市 愉 可 以 定 实 一 个 上 映射 adt138 二 了 如 二 了 使 得 


i . d ， | . . 2 
Ad Em 人 站 = 下 io) Ro tt). 
“#0 由 一 本 


入 总 一生 家 分 流 末 


证 如， 上 硬 定 关 的 块 射 al) 直 李 上 履 教 8 到 其 自 壬 的 同志 ， 称 为 李 民 
训 9g 的 痒 随 密 示 . 

i 证 前 : 对 于 性 意 的 六, 8 dA = | 开 , 取 ]， 

46. 谋 开 , 宫 部 是 李 群 ， 五 工会 姑 果 万 是 如 的 子 料 ， 并 有 也 
全 映射 耳 王 电 是 光滑 家， 加 称 开 是 李 群 避 的 李子 群 [Lis 子 
群 }. 证 上 明 : 本 郭 习题 第 后 题 中 定 六 的 Sr 区， Of 和 Lm) 者 是 
一 般 强 性 群 Lin, 玉 ) 的 李 杆 群 . 

47. 在 底 ! 中 定 况 二 个 尖 语 向 莽 增 如 下 1 
避 由 站 站 和 
Br By By Be A By Be 
求 [X,Y 21 和 [2. 交 | 

48. 设 对 是 光 祖 流 形 ， pe ,型 E 美 [4) 并且 满 尾 ,了 关 0. 证 
明 。 存 在 点 的 启 部 华 标 系 (51), 使得 Iw = 二 出 此 说 明 ， 对 
于 任意 的 了 5 XLMY, 币 秃 卢 程 Xu = 于 在 点 陆 近 有 解 如 瑟 电 3 
的 直达 式 . 

49. 滥 革 YY 是 区 语 流 开 好 二 的 两 个 沧 清 切 疝 证 场 ， pn E 时 . 
mn 基山 假设 疡 是 时 上 学 过 mm 的 点 ， stE 区 充分 小 ， 
"和 | DY 分别 表 示 态 , 六 的 通过 点 Dp 的 积分 曲 贱 ， 即 有 


二 一 4J 


FD) = TD, 
wp) = p, 


Pap) = XL) 
tb) = FEI}- 
入 
TE = Pv pv vt vt mh). 

证 明 ， ,Ys 二 lim 人 人， 

5 设 了 是 了 准 混 清流 志 本 车 的 -个 全 相 型 光 请 来 着 场 ， 试 
沪 细 证 是 : 

站 对 于 任意 的 a* 5 A 1 生计 EM 上 
由 全 .3 不定 忱 国联 数 是 应 沸 的 ; 


本 区 7 


i 由 的 . 呈 式 定 芝 的 妥 射 人 8.2) 丰 者 旺 C[3 人 -线性 的 ， 即 6.4 
本 [6.5) 成 立 . 

51. 午时 证 郊 消 流 形 ， w :天 一 壬 [1 是 放 半 LMY- 息 性 鼎 
射 . 让 明 : 想 寻 上 大 在 唯一 的 一 个 ,11 型 光 请 张 盐 场 页 使 得 


Bn N= a) Vac A XEexXM). 


[ 林 题 可 以 作为 宗 埋 61 的 推论 ， 不 要 蛮 用 定理 6.1, 请 技 照 定型 5.1 的 
证 法 直 禄 证 明 -. ) 
隐没 蜡 导 映 射 吕 阿 本 章 习 题 第 引 1 题 ， 对 于 任 肖 的 祥 € Ti 
定 久 
(pi LY,ptrY — pl[X, YD YY ER 


利明 : 扫射 总 2 甘于 半 3 是 CA 我 导 易 ， 即 -加 wo 十 一 
个 (1,1) 型 的 站 请 张 明 场 . 
33， 证 章 定 埋 了 .由 
54, 讽 时 臣 光 清流 形 ， 到 三 于 1. 对 二 任意 的 站 1 和, 定 
必 喘 射 
tp TTY x x KY oo CPLM) 


mm 十 
站 下 : 
EL, "~" 互 r_1] 一 3 近 ， 从 1 并 .11， 
VEIN ELM. 
证 肯 ， 


站 对 于 每 -个 EE ALM ip EE 由 -UN 

(2) 蜗 射 i) 4 阁 ) 地 二 (4) 是 Cef 昌 ) -线性 的 ; 

CD EPA) = (XP) A yA), 
站 ETM) iXp 称 久 到 与 的 内因 


TT 。 菜 一 癌 醋 生 济 形 


55, 设计: 李 一 交 是 光滑 上 里 射 ，d 和 dns 分 别 是 好 和 和 交 上 的 
证 浅 信 得 了 于， 产 E A 当 7 二 人 时 ， 即 当 次 ETN 时 ， 
他 二 人 时， 入 训 映 身 


fp MY x ELMY 2 GPM, 


"个 
使 得 


Cf PR) = pf A 
WE ,EE EL). 


证 肛 ， 

i 对 了 任意 的 总 ed 天 En 出 此 确定 的 映射 广 : 
二 一 4; 是 线性 的 ， 称 汶 沉 剖 聘 射 了 的 诱导 映射 或 拉 固 映 
射 

ft21) 对 于 任意 前 EA) 人 和 二 

i fedn = dar off. 

给 , 设 避 = wydz+ zdy ysds, n= dr dy dx 评 丝 设 映 
射 f: 澡 二 天 芍 定 况 如 下 


Fi 一 [aa 3 十 坝 ， 和 fa 关上 ， 


试 求 ， 站 由 2) yy dy Fi WT de 

57, 设 村 是 注 是 第 二 本数 公 型 的 m 绯 花 谓 流 形 ， 

(1) 证 有 明 : ”于 址 本 定向 的 当 且 充当 在 对 .存在 一 个 处 处 不 为 过 
的 mm 该 外 微分 形 册 ， 

i2) 利用 (1) 的 诗 论 赔 明 ， 每 一 个 人 这 通 的 李 料 宰 是 可 是 店 的 - 

58, 证 天 是 六 绯 话 滑 流 底 对 的 非 空 并 子 集 ，w 6 直人 )， 证 
明 ， 对 上 任意 的 pe ,在 在 点 的 开 今 城 CcC 5, 以及" 次 外 微分 式 
由 Cd"ia 州 ,使 得 六 = 六 vw. 


习题 -- 站 


克 ， 二 六 是 于 疹 芋 形 好 上 的 -点 ， 斌 华 例 说 明 ， 在 对 上 存在 
次 外 答 分 式 忆 满 趾 wip} 一 由 但 是 和 全] 和 站 其 中 心 生 区 dim 村 

人 0， 进 世 = 本 人 位 人 二 加 用 下 天 二 失 ] 证 明 ， 必 是 定 立 
在 蓝 上 的 恰当 窒 芬 式 ， 同 而 也 是 石上 的 闭 定 分 式 

61. 读 忆 一 Ay 让 十 Blz gd 十 丰 dr 让 y 是 网 | 的 让 微分 
下 ， 册 he 一品 党 


1 ‘1 
rE :ude — selar) f tArtr, tr, te Ydt + [zrir 一 zdz) f tI ti. £2)elt 
0 b 
1 
+ [ry — 3] f Ht, ty tz lt. 
b 


育 控 验证 ， drt = 二 而 ww 是 慷 当 御 筋 式 . 
62. 在 瑟 \ 人] 上进 


: 立 
i 汪 - 各 由 访 {lz 十 dz 疡 im 十 ztr yi, 
共 中 = 82 十 好 十 好 . 受 肌 > 由 证 贡 ， 


i 二 Jf， 


Slre) 
让 说 世 本 Fe 是正 束 孝 ， 考 仍 王 上 的 下 一 上 次 多 熏 作 由 


nn 
w= Dfide A Adrt A A de", 
+ 一 】 


Th 


mi 
其中 = le) 
3 一 上 

fl 求 do; 

12) 奖 证 责 的 值 ， 使 得 汪 刻 为 闵 手 分 式 ; 

fi 在 ww 此 闭 袜 分 式 的 情况 于 ， 证 果 瑟 本 是 愉 当 微 耸 翅 - 

64,， 证明: . 

1 有 8 是 杀 浇 分 式 ， 则 a 也 是 用 向 分 式 ; 

六 着 避 是 闭 拱 分 式 ， 闻 应 情 当 税 半 式 ， 则 8 是 恰当 鹤 分 式 . 
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65. 变 书 是 光 请 流 形 姥 上 的 一 个 2 沈 兴 微分 式 ， 如 果 对 于 性 登 
的 PE 对 ,以 及 任意 的 wD 有 ,wiw, 世 ) 美 于 所 有 的 w 5 Ty 恒 等 于 
玖 当量 公 当 wa 0 则 和 你 乙 是非 退化 的 . 证明: 如 果 十 非 退化 的 ， 则 
在 每 点 pt 对, 痢 椰 在 自然 同 构 了; TM 一 TYH, 使 得 对 于 任意 的 
rE Ty 成 六 


(TE = wu, Wu E Th. 


的 . 如果 在 -个 27 绯 光 漠 玉 形 并 上 上 指定 -个 正 退化 的 2 次 闭 答 
中 式 呈 则 称 [ 虹 :o] 为 卒 访 形 ; 此 时 ，ww 称 次 上 村 上 的 榨 结 构 . 全 虹 " 
中 取 直 朋 峙 标 潜 为 (1 并 度 


1t 
Ww 一 3》 dr A dy 
+ 一 上 


痊 证 (Em 基 一 个 痒 流 弄 . 

67. 渤 对 是 m 叭 贡 清流 谤 ，Z 丰 半 上 的 要 上 内， 证 有 阴 ; 工 对 
是 可 定向 的 汪清 流 形 . 

68. 认可: 厂 一 有 归 是 是 精 稼 形 车 上 的 一 个 加 二 夫 ，' 证 明光 辣 
鹤 面 的 集 台 了 IE 是 一 个 吕 SEWM)- 模 即 环 CTEM 上 的 向 二 空间 }, 因 
而 也 是 及 上 -的 向 其 空间 . 

69,， 投工 族 海 兆 消 流 拱 条 的 切 盐 . 证 遇 : 3 的 闪 滑 玲 而 基 对 
上 的 江 禄 切 向 鞭毛 ， 太 之 洒 热 . 

却 , 证 天 例 9.2 的 结论 ， 即 对 于 光滑 野 壬 六: 计 一 名 , 控 回 和 其 
产 JN 起 村上 秩 为 :in 的 风量 直 ， 

71. 让 明 : 在 人 岗 9.3 中 枸 造 的 集合 B" 上 具有 有 白 热 的 微分 结构 , 恒 
得 元 : 王 * 全 时 基 光 袜 映 射 ， 评 日 fei eeE 满足 向 直 夫 的 局 部 平 
上 岂 必 茶 件 ， 因 而 E* 证 一 个 秩 为 g 的 自 量 检 ， 

?2, 设 对 是 jr 准 沪 清流 此 ， 邻 天时 = 出， 了 12 时， 定 站 上 肌 射 


元 :出 一 枉 , 全 得 对 于 任意 的 me ?Mf, 计 [ee] = p. 试 给 出 好 的 
光滑 结构 ， 司 得 六: 时 全 虹 电 略 屠 上 的 癌 量 点 [ 即 时 .上 的 杂 切 


rr er LE Lei 一-ra 一 一 .4 一 


问 量 具 . 

了 3. 验证 岗 由 中 所 引 大 的 吉利 五 己 站 和 张 因 各 五 党 瑟 分 别 是 秩 
为 = 和 啊 的 向 其 上 从， 

弛 具 性 地 糙 凌 流下 好 上 的 7 演 外 形式 其 站 Tr 

7 设 对 和 4 跨 活 清流 形 ， 昌 二 和 是 从 
并 到 短 的 投影 .证明 ， 网 量 是 工本 利于 全 和 瑟 基 全 da 癌 构 ， 
即 站 在 光 讲 同 肚 重 :; 工 季 王 TB 了 屿 ,使 得 计 0 重 二 ,同时 
对 于 任意 的 tn, 的 二 对, 重 |n-iem 二 计 4[f[p)) 基线 星 同村 ,其 
中 下: 28 时 和 开打 下 向 二 有 人 于 是 名 报导 . 

76. 证 时; 在 尖 清 流 形 对 的 作 切 后 7 对 上 存在 一 个 处 处 非 退 化 
的 2 次 内 说 分 式 吓 ,因而 (MM,ww) 是 一 个 辛 济 形 . 

77. 设 对 是 mh 维 六 清流 形 ， 富 于, 有 工科 表示 切 空 如 T, 和 
上 上 全体 徐 性 变 措 的 柴 癌 ， 令 

LM) = [| Lm) 
PE 

并 且 害 闫 映射 :0 一 条, 捷 得 Yr EE 上 [Dj, 有 fo = p， 试 在 
LM 上 举 出 一 个 章 滑 辣 枸 ， 使 得 :i 二 于 成 为 虹 上 的 (1,1) 
型 张 且 未 ， 国 而 出 倒 9.4 


LIM) = TM & TM. 


癌 . n 外 实 射 形 空间 下 P"* 荐 在 E11 中 所 有 - 准 回 性 子 空间 上 所 村 
成 晤 吕 准 光 神 流 形 (全 看 岗 1.6). 因此 ， 对 于 任意 一 点 p&€ BRP" 用 忆 ， 
表示 Re”! 中 由 了 所 代表 的 ”名 子 空间 ， 今 


上 = LU Fh,, 


nen 


并 也 年 议 瑞 射 赤 : 五 全 上 EP, 使 得 对 于 任意 前 本 也 有 Tri) = 二 Pp 试 
抽出 吾 的 光滑 结构 ， 醒 得 三 :五 一 了 RPn 成 为 下 P* 上 著 为 1 的 癌 基 
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县 ; 如 此 确定 的 向 号 礁 :了 二 有 RP* 称 为 实 射影 空间 RP” 上 的 与 型 
线 丰 . 汪 似 地 ， 可 以 直人 复 射 形 空间 如 2 上 雪 型 六 从 的 概念 (将 在 下 
及 的 第 六 音 齐 馈 1. 


第 二 章 。” 黎 受 流 形 


在 Gauss 甘于 朵 面 的 内 芝 微 分 用 和 柯 研究 的 户 示 下 ， Hiemaan 计 
贞 和 到 ， 作 为 几何 学 的 基本 人 恨 说 ， 诺 该 把 空 长 稻 度 报 性 质 和 斯 盾 性 质 区 
分开 来 ， 在 构成 空间 的 二 重 可 延展 革 ! 即 现在 的 二 纵 流 形 ) 上 可 以 给 插 
木 同 的 度 戈 请 桔 ; 因此 ， 欧 下 星 匈 的 平行 公设 不 可 能 航 从 是 拉 上 的 考 
虑 推举 出 来 ， Riatmann 提出 一 种 为 流 龙 .| 每 一 弟 曲 识 情 定 长 度 的 闵 
一 方法 : 首先 为 旅 形 上 药 划 问 其 指定 攻 度 ， 然 后 把 曲线 的 长 度 定 区 为 
其 切 向 其 必 民 度 济 则 误 的 积 委 ， 癌 时 ， Ricmnm 让 为 ， 定 光村 切 空间 
的 “长线 ” 函 歼 站 应 沪 基 连续 的 ， 并 内 有 正 齐 性 ， 即 切 而 其 各 的 长 
度 za 许 是 的 长 度 Fi 的 | 倍 ， 特别 地 ， 他 所 说 攻 度 函数 了 可 
区 了 ,网 加 Gear 的 形式 ， 这 系 是 现在 及 称 的 “ 著 押 度 基 ”. 

在 名 曼 几何 的 发 典 过 程 中 , 最 重要 的 -一 个 进展 是 Levi-Civira 于 布 
穆 惑 概 伪 掀 点 现 ， 它 后 来 党 展 成 为 首座 党 弄 上 的 旺 桨 内 受 回 关上 共 上 的 
联 乡 和 浏 将 疡 - 

在 不 章 ， 我 们 至 介 间 复 基 流 形 的 睦 率 概 意 和 常见 的 例 本 ， 特 出 是 
歼 功 联 猪 的 要 您 点 其 性 质 ， 后 前 是 本章 的 重点 - 


82.1 歼 曙 度量 


在 nt 纵向 明定 间 玉 上 ， 所 请 的 肉 积 旦 指 满 足下 列 菏 件 的 亚 线 省 
形式 

i 对 称 性 ; 全 ,站 二 合击 WE 和 | 

i2) 正定 性: 三 全 他 二 衬 币 其 中 等 号 成 立 当 昌 疏 当 怀 一 目 

痪 人 名医 说， Y 上 的 一 个 内 积 就 是 下 上 的 一 个 对 考 、 正 定 的 ”- 阶 
协 实 张 基 . 指定 了 一 个 内 积 的 向 司空 间 咎 称 洗 欧 氏 向 量 空 间 , 在 这 性 
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芍 空 间 中 ， 能 够 定 中 辐 基 的 民 庶 以 下 加 工 之 问 的 实 前- 
定 兴 1 二 1 侵 上 时 是 一 个 mm 绎 济 语 流 闪 ，g 是 诗 寺 的 一 个 基 记 的 
二 阶 内 变 张 电场 ,如果 g 中 对称. 正业 的 , 即 圭 于 每 点 pc AY, gip) 
是 要 空间 而 上 的 一 个 对 称 、 正定 的 二 阶 胁 谈 张 甚 ， 则 称 y 不 尘 上 
的 -个 睹 显 度 量 , 指定 本 一 个 各 索 虚 其 g 的 冰 清流 形 和 称 为 歌 如 济 
形 , 记 六 【时 ,的 或 简 记 为 开 ， 
根据 刀 基 ， 中 辐 是 下 李 上 的 内 积 人 yp 三 时 所 以 光 请 流 形 对 
上 的 禾 虹 上 嵌 其 就 点 世 沦 请 地 拓 赖 汪 点 的 方式 在 每 -点 jE 于 掀 雪 
空间 屯 虹 上 指定 一 个 内 积 使 之 成 为 欧 氏 向 其 空间 .特别 地 ， 季 一 个 
葡 泡 {| 四 红 } 襟 间 孝 大菜 苔 流 形 . 
此 着 ， 对 有 好 定 党 1.1 相 第 一 昔 的 定 世 893 可知， 黎 搜 流 形 的 切 品 
足 称 曼 向 基 芋 - 
有 时 ， 也 用 (.. 当 来 表示 在 光 渭 流 江 上 指定 的 歼 曼 度 二 y 
没 Wi| 是 村 的 一 个 容 评 的 问 计 坐标 蜗 ， 央 区 营 度 其 #5 有司 廊 
坐标 表达 式 : 
ge = fdr dr, {1.1 
. 月 忆  ， i 
FE 中 mii = (a pe ) Ee 在 狂 一 点 PE， 
[9utpl] 是 m 险 止 定 矩阵 ， 如 果 引 入 对 称 化 的 箭 积 {对称 张 其 积 
dridmi 一 de dri + dri Str, 


姐 并 ,17 式 可 以 写成 二 烷 微 分 形式 gj = gridriddzi. 
设 + :区 是 -y 对 是 对 中 一 条 光 滑 曲 线 ， 令 
鼎 oo 
FT = / pdt = 1 ty vt, (12 


并 称 之 为 曲线 Y 的 弧 长 (长 度 ), 如 末 tIa, 如 ) 落 在 华 标 谍 太 内 ， 则 尼 
可 呈 癌 部 坐 寺 表示 汶 


m= rt 1 Eigm {1.3) 


B22,1 葡 匡 此 至 35 


tri tr: 


9 
和 rf ey 
ID= Yo 富生 下 (1 


曲 咪 的 台 长 得 曲 夏 的 正则 僵 蛮 挤 无 关 ， 二 与 光滑 度 形 的 局 部 上 坐标 节 
的 束 法 无 关 ， 

根 定 好 太一 个 mm 缆 的 有 向 蓝 如 波形， 人 ass EE 中 是 条 
的 一 个 与 其 宣 辐 相符 的 坐标 覆盖 ， 设 


下 FL 
le, = y Td 
ij=1 
人 


, 1 +11 
dV, = detlg de A A dea, 


册 dfy 是 大 范围 地 定 立 亚 流 彤 村 上 的 一 个 im 院外 微 沧 式 ! 佑 春 本 嫩 
习题 第 2 是 1. 称 汶 复 品 流 形 时 的 体积 元 训 或 体积 元 - 必要 村， 也 用 
df 来 袁 示 悼 各 元 4P 以 晤 润 攻 对 十 庶 工 9 的 依 糙 本 ， 

在 一 个 局 部 坐标 对 【ro 下 ， 黎 曲 度 其 的 指定 有 机 党 大 的 随 莹 
性 ， 只 要 任意 指定 一 组 me 个 光 请 前 数 gi; 5 CUNY. 柄 得 9 = gyi 
并 旦 要 求 矩阵 10 让 村 王 上 处 处 止 定 就 通 了 . 世 感 ， 在 兴 讶 流 拱 时 上 
更 巡 度 试 的 存在 性 却 下 是 显 而 易 殉 的 ， 韦 面 的 证 理 说 明 揽 虹 度 岳 的 存 
行 尾 成 让， 

定理 1.! 设 对 是 一 个 谐 是 第 二 可 玫 公 理 的 兆 滞 流失 ， 则 亦 对 
上 必 存 在 歼 曼 度 其 . 

证 明 出 十 痊 每 一 个 局 部 坐标 分 城 上 都 可 以 指定 一 个 殖 季 度 苹 ， 
自然 的 起 法 就 是 利用 单位 分 解 慎 理 ， 把 这 些 局 部 宇文 的 吏 些 诬 其 辜 凌 
成 为 在 流 形 好 上 大 范 力 年 闵 的 元 冯 度 重 . 

公证 对 的 纵 狂 dim 虹 = 各 -由 上 时 满足 第 二 可 狐 公 理 ， 可 以 
取 昌 的 一 个 局 部 有 限 的 坐标 履 盖 个 East 全 研 于 ,其 中 了 旺 自 涩 数 
香 ; 又 由 单 们 分解 定理 ， 存 在 一 族 光 滞 函 数 fe Li), 局 得 村 杆 任 


86 弟 二 本 柳 况 法 形 
意 的 全 EE i, 
Spfr bs, Da fo 1, 


并 满足 2 fn 二 1, 妆 于 每 一 个 上 ET 化 1 | 了 权 称 避 诬 其 


rrt 


J 一 > drt SB drt, (1.51 
f 一 1 


再 利用 gl" 可 以 在 对 上 吉大 对称 药 一 阶 协 变 张 其 场 #4, 定 交 恩 ， 
yp ee i, 
fp yp)， 如 果 pe 
Jan) = 


n, 如 困 ps， 
由 记 训 让 fs 上 的 光 背 注 以 及 
Supp or TC Supp £, C fis, 
不 班 看 出 ， yo 起 去 范围 地 定 况 在 好 上 的 兆 请 张 址 场 ， 再 仿 
9 Di. [1.6) 


查 据 覆 瘟 {5: ac Ti 药 局 部 有 限 性 ， {1.6) 式 右 病 在 每 -点 pnE 时 
的 某 全 邦 域 上 具 是 有限 雪 项 过 和 ， 所 以 ，g 是 太 范 围 地 定 必 存 好 上 
的 一 个 放 和 诅 、 对 称 的 二 阶 卸 变 张 基 场 ， 

向 说 明 8 的 正定 性 ， 竹 党 固定 点 pe 对 , 由 于 


1 


必 有 总 E 开 使 得 jo 加) > 十 址 ， 对 J 任意 的 语 & 卫 ,Af. 


(gp = ofotp) ns) 2 fat) Yd ll)? 2 0 
i 一 ! 


当 ff; 镶 二 上 上 时， 内 为 如 [p] > 0, 所 以 


drstu) = 1 eiem, 


名 .1 第 昨 度 年 引 


即 w 一 0 因此，# 是 正 尝 的 ， 傅 脐 写 净 ， 乡 起 邮 上 的 一 个 儿 避 度 
其 . 证 毕 . 

从 定理 1.1 的 证 明 过 程 来 看 ， 由 二 在 局 部 上 指定 殉 党 度量 的 随意 
性 ,似乎 走 时 上 指定 歼 革 度 基 也 有 有 相 池 大 的 随意 性 ， 其实 不 然 ， 实 际 
上 ,大 范围 定义 的 歼 曼 庶 且 要 受到 流 形 好 本 十 的 拓扑 的 强 列 限制 
比如 在 二 继承 而 SS 上 就 没有 “平坦 = 的 ( 即 Bauss 山 率 恒 为 地 的 1 或 
曼 度 域 ， 字 实 上 如果 52 具有 某 个 度 基 9 使 其 Ganss 曲率 性 为 军 ， 
风向 全 auss-Boruel 定理 可 划 ， 


-二 一 f Ea -- 小 ， 
2 


适当 的 志 本 可 能 的 ， 黎 总 度 址 与 入 形 的 招 扑 性 质 立 癌 的 相生 制约 闫 率 
是 尖 范 央 菜 曼 友 和 的 中 心 研究 课题 ， 特 在 第 五 音 必 进一步 的 计 论 . 

企 融 面 论 中 已 可 知道 ， 对 于 曲 页 则 1 一 堆 梨 明 流 形 ) 前 言 ， 在 届 部 
上 总 是 能 取 到 止 识 的 曲 终 华 标 网 【 相 闪 于 局 部 坐标 系 fso, 使 得 它 
的 第 一 此 于 形式 :天 各 曲 庶 节 们 可 以 天 示 为 了 Bre 十 避 dw 下 党 愉 于 
相关 j 了 时， 一 了 由 . 染 而 当 流 形 的 维 数 mi 三 时 ， 情 凋 就 大 布 相 
同 了 . 在 mi> 3 座 区 曲 统 内 对 上， 墟 可 存在 局 部 从 标示 [ti 了) 个 
得 坐 怀 册 线 导 处 税 此 止 蓉 ， 或 等 价 地 说 ， 人 性 得 度量 my 的 分 且 si; 请 中 
95 一 个 关 间 , 这 是 一 合十 分 党 刘 的 问题 ， 研究 该 门 题 的 一 种 广 法 是 
CarLan- Kahler 区 于 外 向 全 方程 的 理论 (大 看 登 考 冯 吉 [ 光 9%; 党 谋 程 的 
限 和 着， 直 百 怀 此 展开 进一步 狗 过 座 ， 另 一 方 醒 ， 困 为 妹 课 幸 利 培 部 侍 
标 和 的 美 系 较 汐 松弛， 并 有 卫 存 各 一 个 歼 苗 流 形 上 ， 六 部 定 交 的 单 亿 下 
迹 标 染 场 总 纺 存 证 的 ， 所 以 Cartan 的 活动 标 扣 车 被 有 效 地 用 于 禾 上 其 
几何 的 研 完 ， 并 日 已 经 卉 为 一 种 重要 而 睹 本 的 研究 方法 .三 本 书 ， 奉 
用 局 部 举 标 氏 研 究 黎 总 儿 何 的 癌 时 ， 忆 常常 末 用 活动 标 架 和 外 微分 法 
开行 村 伦 ， 下面 示 和 作 一 些 简 慨 的 说 衣 . 

设 [7 是 村 的 一 个 吓 部 绎 标 呆 ， 歼 晶 度 其 yg 在 该 坐标 对 下 的 


和 吓 二 童 将 营 流 二 


Le Yo pr) 
SH Br Be Br Ori 


要 得 到 定义 在 严 上 的 单位 正 交 标 巢 场 , 只 要 将 日 热 穆 架 声 { 半 | 
作 3clunidt 正和 区 尼 加 行 了 ， 首 先 全 


分 划 是 


= /| a 
"Tart |ar| wo ar! 
收 设 切 癌 量 
四 
全 3 一 Bs 一 由己 1] 


橙 刘 于 上, 峙 有 ea,e = 由 出 此 可 知 ， 


上 
4 = {Be ) aT 


所 以 ， 
中 8 各 
Hn 一 一 一 一 
"Bz: 1 dr 
全 
an 二 Ma 11 ( a #1 a 7)， 
3 三 一 二 一 | 一 
[6 11 9224 一 gis dr: orl 


由 a ,eo 是 两 个 徙 此 由 稀 的 单位 划 辣 战 ， 并 日 
Spun der, ea} = Spar [mr 5 | . 


继续 上 而 的 过 程 ， 景 线 得 到 个 生计 让 上 的 单位 正 交 标 架 所 {fe;} 
假设 {witpY} 是 fei 由] 在 下 昌 中 的 对 侦 基 底 , 则 1 让 是 定 六 在 
上 的 余 切 标 浊 声 ， 称 党 与 {ei} 灶 秽 的 单位 正 变 作 标 课 场 . 此 时 ， 川 
EE 同上 映射 
dT Tp EN 
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缩 出 的 (1, 1) 起 张 基 场 过 可 以 表示 为 


i = tr 癌 0 二 wi 


Hct 
在 用 四 表示 光 沸 流 形 时 在 点 子 的 任意 一 个 雪 癌 基 场 ， 则 上 吉 可 以 政 
与 为 于 述 更 共有 直观 具 六 的 表达 式 ， 


dp 二 [dp) -ej, 或 简 记 为 哮 王 ootei 


和 这样 ， 对 的 汝 曼 虎 二 5 就 可 以 写 为 


9 dp dp) = Dl. {1 
巾 此 可 见 ， 前 面 所 说 的 Schmidl 正 变化 过 程 等 价 于 对 二 次 微分 形式 


TY 


2, Hii rt ca 


:.J 一 1 


逐步 江 行 配方 的 过 程 ， 事 实 上 ， 


>, Didr dr 一 Dafdr +2Y udrde + >, imi de 


人 i=2 i 


i 2 
=#11 (= 十 » er] 


1 二 J 


十 > (9 - ns rida 


.2+ 本 


时 
mm 
二 (vr 十 > 入 
二 » (a | -au dowd 


人 二 党 


Far 


wl = RTde! + 了 二 de 


i 二 + 


9 名 二 车 整 是 沪 形 


则 有 
Y- Hirde dy = [Ww | YY hydedr, [1 有 8) 
iiji=1l i 
其 中 
i = i — 和 


11.3) 式 二 端的 部 式 不 再 宫 有 微分 dx, 并 日 rn -1 阶 和 矩阵 (yi;) 仍 是 正 
定 什 阵 . 继续 上 上述 计 各， 最 站 相 可 得 扫 [1.7} 式 - 如 闭 得 到 的 ] 次 徽 
分 式 组 fr 附 好 与 前 而 么 过 Sclznidl 正 交 收 得 到 的 草 位 正 交 标 架 场 
{6:] 司 执 此 对 惕 的 . 


342.2 黎 曼 流 形 的 例子 


在 可 节 ， 杰 介绍 若干 囊 见 的 黎 达 该 形 的 倘 子 ， 定 下 1.1 的 证 时 过 
释 实 际 上 只 出 了 证 光 谓 往 肛 |: 构 洁 瑶 坚 度 车 的 方法 , 这 在 型 论 上 显 重 
要 的 , 可 储 实 味 上 是 未 可 扒 作 的 , 成 者 涪 是 不 实用 的 . 在 实 昧 应 用 中 ， 
往往 点 通过 已 向 歼 和 提 病 形 i 比如 典 氏 空间 ) 的 获 避 诬 贡 诱导 出 所 讨论 
的 流 卉 上 的 数 电 座 明 .本 节 药 例子 主要 是 用 这 种 方法 得 到 的 ， 

命题 2.i 设 时 ,上 是 渍 个 光 光 流 抽 ， 了 :2 二 是 光良 映 射 ， 

t 如 时 客 二 襄 上 的 一 个 光滑 的 7[> 上 阶 协 变 张大 场 ， 则 在 时 
有 rr 阶 学 滑 协 变 续 基 扬 yw, 其 定 广 如下: 对 于 性 意 的 jE 于 内 居 
WT EA, 


fp a = help ple frp orl), (2.1) 
特 吊 地， 如果 sp 是 对 称 移 ， 则 产品 也 是 对 称 的 ， 如 果 是 反 半 
称 的 ， 则 产品 也 下 区 对 称 的 - 


[3 可 电站 是 浸入 ， 并 月 二 访 上 的 一 个 贸 蝇 度 仙 ， 则 w= 上 
是 对 上 上 的 雪上 曙 度 其. 


人 $2.3 净 要 流 形 的 齐 子 中 


进 时 ， 折 了 称 为 殖 骂 度 萎 闪 通过 了 本 虹 上 前 诱导 度量 . 

证 明 (1) 显 而 身 邱 ， 并 关 是 总 的 张 盘 扬 ， 只 需 证 昌 它 的 光滑 
竹 . 币 失 一 般 御 , 设 ? 二 3 Wp EE 对， 取 生 寺中 的 容许 坐标 潍 入 '; 让 
局 癌 fi 在 中 的 容 评 局 部 从 标 杀 (Fy, 使得 了 EC 下 ,他 


[i 


Pr = YD, vagy By f= ef leen, 
器 : 归 一 1 


刁 各 
: 一 一 一 , 一 一 | ，1 革 古旧 并. 
Pa 二 六 全 pe 证 


上 其 中 


则 站 ss 有 如 下 的 局部 走 再 : 


a Ta Nid 
(一 YF) 全 本 7) wd 
| 


ij 一 ] 


A | 
-之 BN 
- “人 (二 )， ( 忘 ))= dy 
工 六 or a 六 arr a 
-人 Br Oy? fo Or 训 ] fdr' a de 
- 克 8 ) os 
二 2 入 i 六 I 人 Br fy: i dr 


人 
TE 


2 :局 


市 六 和 | 世 的 光 语 性 ， 穿 易 看 出 wy 也 直 交 说 的 . 
上 出 上 ,内 需要 说 时 二 阶 协 变 斐 县 声 # = 产 二 是 正直 的 即 可 - 
让 玫 届 及 全 瑟 和 ; 根 扩 吕 的 正定 性 ， 


alpha a) = ,ft 2 0. 


其 中 竺 与 成 立 当 日 贷 当 天 (mw) = 路 由 于 是 浸入 ， 后 玲 等 从 于 由 
证 毕 . 
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利用 六 题 2.1, 可 以 得 到 许 窗 歼 蝇 济 形 疼 生 子 . . 询 入 = 人 0 和 5 二 人 ,0 一 9) 分 别 为 5"iw) 的 北极 和 责 
例 2.1 Br+l 中 的 直 曲 面 . 概 ， 人 入 
设 了 :Nt 是 二 维 光 消 流 形 在 有 + 中 的 温和 人， 通常 卸 | Ei = S90 {SY, CE = S"(aNNY 


(AN) 称 为 E*+! 中 的 温和 超 有 曲面. 假定 Rr+! 中 的 标准 内 积 ( 莹 坚 度 
量 ) 记 为 上 = 全 ,小 册 由 命题 2.1,9 = 天 天 许 交 上 的 一 个 禾 虹 度 芷 ， 
以 ，(Y, 人] 是 歼 基 流 形 , 车 设 人 ，…… ,wx"+1)} 是 可 +1 中 的 苗 卡尔 下 人 = 本 j 


+ wll? ”十 :1 十 


劳 别 慎 交 映射 DR 如 下 ， 


音标 过， 山 
标示 如 ntl a 1 1 他 站 二 tc 
n= 2 (dr) Tama) 
m1 


如 果 晓 射 入 有 sa 在 站 的 局 部 开本 时 (Ll) 下 有 局 部 志 达 不 难看 山 [ 若 看 第 一 章 寺 题 第 +4 题 ), ?+ 的 道 映射 由 下 而 的 式 子 网 定 : 


, 证 ,n+1 一 _ pi,: Ee) 


I fy Lan+l, - 

0 2 TY) 

而 有 + 0 + Dl 有 本 i 2 二 Te) 本 十 YE 3 
df df? 
sy|rr = » Dt ard ria Eh i ,ET, Fr] = wp- tir 2 Tt) 
tT . 

gz i (TE, ti? .- | 

‘+! i tl | 
例 3.2 Et" 中 的 款 准 球面 3 人 > 站 本 i 1 + 二 


六 如 二 四 
上 是 在 了 mm 有 局 羡 尝 杯 蛮 拓 


nl 十 1 
一 ie eR; Seo > 中 al arn 
和 (全 :六 】 二 汉 一 op 攻 … 4 一 (a ， 天 和 | ， 
二 ;合生 了 
则 包 舍 醚 射 宇 : 人 ) 一 ?是 一 个 嵌入 岗 射 ， 自然 是 注入 ， 因 而 cnt nn 
S*[w) 基肥 + 中 的 混入 想 籽 面 . 积 据 例 汉 1 2! 上 的 标准 度 长 天 在 (ED = pp ep 人 
gr fo) 上 的 限制 g = i 是 Sefa) 的 黎 呈 魔 最 ， 所 以 (5mta),g) 是 一 个 ; 
的 显然 ， 1 Pi 的 与 人 -二 成 了 入 避 ) 的 竺 件 的 局 部 从 
征 汝 -~ 方面 ， 通 过 球 做 摄影 可 以 得 到 5*16) 的 ~ 个 局 部 半 标 格 慰 梦 盖 . 机 于 R+1 上 的 标准 度 电 由 

谍 ， 下 请 络 出 度 其 9 的 局 部 坐标 疼 达 式 ， 将 也 可 以 视 为 在 Sial 上 引 册 
入 度量 六 的 一 种 途径 ， Sy 


和 第 二 妆 某 昌 流 玫 
它 在 {f+ 和 上 的 诱导 度 基 分 别 是 


时 二 全 did 的 一 did 


主 证 
其 中 
十 1 pa Bae atii 一 8 
tl ger Bat da?6, 6 


Hi 一 一 nn 
”te 


这 里 “上 = ei. 上 几 滩 验证 可 知 , 在 太 站 上 ， 六 = 遇 : 所 届时 和 
1” 软 出 了 球面 3 的 一 个 黎 曙 度量， 和 下 好 是 上 面 负 出 的 诱导 度 
三 = 让 

例 3.3 蚤 遇 空间 Hic], ee 由 

首先 在 了 +L 二 半 Lorentz 内 各 下 三 邵 下 : 


后 [ 了 :多 = {7, 1 = Sip — tl Wry e RT. 
记 好 然 可 以 看 作 寺 此 +， 上 的 一 个 非 号 化 的 ,对称 的 阶 要 变 张 基 格 . 
仿 9=11V76, 并 痢 店 芭 =1 中 也 时 双 肌 面 的 上 半 叶 
Fe 二 {r= NER, {a = i» 0}, 
出 器 ”本 中 的 半球 
Bo) = Tl EO EB YF) < ea] 
i 二 1] 
党 少 同 旺 . 


为 了 阑 几 这 个 事实 ， 上 首先 定 六 映 射 吕 :加 " B"Mnl, 使 得 对 汪 尾 
昔 的 【ol ，--， .ml) 亡 H™, 


1 Ee 
Ep 
弛 ! ,起 一 名 人 3 : 工 上 一 (3 -| 下 人 十] : 十 :+1 ~ 


和. 将 况 流 形 的 创 了 站 


风电 射 多 的 冲 个 分 节 是 光滑 尔 数 ， 因 而 是 光 讲 映射 、 可 以 相 接 验证 ， 
还 其 有 让 请 的 送 暴 射 wp, 使 得 对 于 人 尾 意 的 和 ED) ERnal 有 


人 
_ 2n3tl goer ale 人] 
EE mp Fe) 


因 贞 ? 旦 其 豆 " 到 Bm 移交 滑 同 凸 . 帮 时 , 蚜 射 x 也 称 为 从 "7 到 
瑟 "ia 上 的 “球根 投影 人参 百 本 音 习 题 利 11 题 ]- 

企 本 一 方面 , 候 谍 1: "BRI! 必 世 会 上 映射， 今 训 = ioy 则 
直面 药 推 异世 说 明 由 :Brn} 一 阳 *- 是 一 全 光 滞 媒 闵 .根据 人 辣 题 2.1， 
站 三 玫 下 是 吾 "fa 上 的 一 全 党 语 对 灰 的 二 阶 协 变 张 其 场 ， 岂 的 局 部 举 
新 表示 内 = si 四 7 时 ,其 中 的 分 此 

ge -Vy 闻 T _ DenTl rn 'l 
hl 


St BE Oe 
dod deis 
on AE) +e Dt 
由 此 可 刻 ， 3 二 汪 "h 是 处 处 正 尘 移 ， 因 而 号 Btal 上 的 一 个 黎 晤 度 
划 ， 攻 外, 由 于 如 下 其 滑 闻 肝 ， 人 本 后] 可 以 视 为 ?的 个 束 二 
华 球 系 ， 易 知 ， 说 有 = yp" 是 Ht 上 的 黎 晶 诬 址 ， 并 姻 gi; 在 区 明度 
基 站 人 关于 焊 标 系 293) 的 学 其 ， 国 此 ， 作 为 的 总 流 形 ， {HT", + 
二 [Etal,8 具有 完 金 相 问 的 结 攀 ， 它 们 是 同 -个 空间 的 两 个 贞 栖 机 
培 . 通常 翅 瑶 鼠 裤 撒 (B77iwY,0) 和 fH" ?hy 家 称 六 nt 座 相 曲 空 问 , 并 
用 Hi 来 表示 ， 

例 2.4 nn 维 实 射 晓 论 间 用 P” 

Ri” 是 指 m 一 1 准 巾 昌 室 癌 苔 + 中 一 礁 子 空间 所 组 成 的 集合 
l 驮 百 党 一 章 的 例 1 的 -如果 在 及 "1 和 介 } 中 引进 加 下 的 等 价 甘 系 ~: 
WE 要 AD 当月 公 当 存在 非 地 实 铬 4, 使 得 x =，.w 那 
入 

RP™ = (RT ， 


36 _ 音 二 章 效 王 流 形 


对 于 任意 的 了 E 上 凤 {O0, 用 后] 坡 示 所 在 的 等 从 类 ;同时 把 x+ 
有 E"+ 的 籽 标 他 1 称 为 点 各 ] E 攻 P” 的 齐 次 坐 怀 . 
及 PP 的 一 个 它 半 相关 的 任 标 贰 闵 必 {ila rs 1] 二 1}, 
其 中: 
DU 三 [fr ,TPR ]]; (ple .Tt 本 R11, x = 0}, 


lor 二 +l; 
想 射 po ; Us 二 了? 的 定 尺 为 
TL x! rl n+"l 下 十 1 
EE 一 习 ) 一 (和 5.… i 2 - 


万 一 方面 ， 可 以 蔬 虑 单 在 球面 5* 下 ?+1 的 开 半 妹 而 
Tax 一】 
全 一 于 了 ,et ER"+t!. De) 一 1， 并 日 了 ~ 1 ， 
3=i 
1] 十 1， 


很 明显 , 让 和 二 之 问 存 在 一 一 对 席 ga :Ni 一 Ty; 共 定 文 是 
Wad lf 1 "1 2 中 =:: SB tr - 1 ， i wtT), 
Zl 
失 中 Sgn ftw" 表示 a 的 符 导 ， 
在 例 2.2 中 忆 经 给 出 了 杰 : 在 5S" 上 的 诱导 度量 


要 十 1 
证 下 一 全 人 ds， i2.2) 
站 一 1 
其 中 和 8 一 本 + 是 包含 暴 射 ， 大 是 了 可- 上 的 标准 度 基 . 通过 
全 在 Ba 上 遂 导 出 一 个 歼 党 度 基 和 三 名 合生 
岗 于 一 ' 个 指标 阅 , 工科 世人 十 1 风 


(wl 2 一 Wa oF (El,. "" 二 


名 2 关 要 流民 的 加 于 97 


印 有 


一，1<8<a 一 1 
1+ le) 
zs ! p= 
1 + 2 #1)? 
Et 


全 十 1 志 宫 碾 扩 十 1 


te 


代 A [2.2) 式 就 得 到 度量 gy 的 局 部 嵌 标 表达 怀 ， 
Dd + De Ee — Ede)? 

(1 + TE) | 
苦 用 齐 次 举 标 ?5 ,I"t! 表示 ， 则 上 式 可 以 改写 为 

ad 
(Es) 
它 与 指 奈 a 的 统 法 尤 关 ， 因 而 是 定义 在 整个 光 语 流 形 及 Pn 上 的 黎 旬 
度 其 . 
例 2.5 黎 品 流 形 的 乘积 . 


恋 fn 各 [Ma, wn) 是 两 个 黎 旺 清 形 ， 令 = | x az. 则 对 
于 性 意 的 四 上 EE 旭 ， 


应 


Tp li = [helTp 轩 M1) 中 (oa rg (da 2) 


{ 见 第 一 音 习 是 第 18 题 ). 于 是 可 以 在 对 上 引信 黎 此 度 贡 5, 使 得 对 于 
芷 意 的 tp, E 好 ， 


= + 3), 


骆 。 半 二 章 净 里 流 者 
YE E TN, Xa, Fs € TA, 
共 中 
R= a) Fa [np ar). 


不 礁 计 明 : 5 是 时 上 的 一 个 获 冯 应 其 ， 称 为 度 基 站 和 gs 的 村 积 庶 
量 ; 相应 的 黎 曼 流 形 【后 条 为 散曲 流 形 1 六 和 人 ai 的] 的 积 ， 
或 称 为 生 和 Mo 的 又 虹 店 积 ， 

特别 地 ,单位 加 周 3 是 隘 六 在 虹 中 的 一 绯 散 并 流 形 ,于 是 4 个 
单位 阿 周 的 积 

了 一 9 
只 个 

交 于 乘积 度 基 二 一 个 nm 准 旭 党 流 形 、 称 为 2 维 平坦 环 面 . 

作 交 本 节 的 结束 ， 引 六 元 竖 流 形 之 知 的 等 此 映射 与 等 路 的 概念 . 

根 扩 人 辣 题 2.1(1), 对 汪 获 昌 流 形 之 阿 企 意 的 光 漠 峡 射 六 1, 的 一 
tN, fh 是 计 上 的 一 个 对 称 新 一 阶 协 变 张 蘑 声 ， 据 此 ， 有 下 述 句 
4 

定 藉 321 没 了 :人 对, 有 ) 汪 {NW, 几 0 是 黎 撤 流 形 之 间 的 光 请 映射 ， 
如 果 昌 = 六 即 对 于 性 意 的 世 虹 ,以 及 民 羡 的 记 呈 CT 椰 有 


后 二 中， 


则 你 了 是 且 黎 这 流 形 【 呈 ,月 要 人 ,各 替 的 -个 等 距 映射 

简 三 立 ， 等 距 喘 射 就 其 处 处 保持 更 虹 度量 次 农 ) 不 变 的 帅 射 .不 
玲 者 出 ， 等 啤 虐 射 愉 为 温 AA, 因此 , 常常 把 等 下 映射 称 为 等 距 温 人 ; 此 
时 ， 称 映射 了 了 ; [并 ,gg 地 [N.Y 内 (CY, 的 黎 归 【1 温和 人 1 子 流 形 . 

定义 33 训 果 了 于 村 格 一 人 9, 且 是 从 这 清 流 形 好 到 六 的 局 部 
芳 请 癌 肿 , 并 且 9 = 产 A 则 称 了 是 局 部 等 距 ,如 日 了 :用 二 [NN, hh 
焉 内 亮 滑 襄 形 站 到 六 的 兆 请 同 及 ,并且 0 = 下 让 称 了 是 葡 距 . 此 
时 ， 称 荣 虹 访 形 【 蜡 , 风 (二 :有 是 亏 相 等 距 的 . 


绊 .3 切 向 重 场 的 协 变 役 伟 。 9 


黎 另 流 形 (时 ,站 襄 它 自身 的 一 个 等 古称 为 1 个 的 -个 昔 距 变 
换 - 

命题 2.2 襄 六 : [站 一 全 ,向 是 愉 吏 旺 流 形 1 人 到 【有 
的 等 虑 晓 射 。 邵 困 在 每 一点 pe 时. 共 时 射 fo 有 于 二 Tim 忠诚 
性 同 构 ， 则 ;Wg9) 于 此 蚌 局部 等 拭 ， 

正明 留 必 练 习 . 

竹中 密 换 概 意 的 推广 二 如下 定 交 的 共 堪 挛 搞 . 

定 必 33 设 虫 三 从 黎 蝇 流 培 Lg 到 它 自 填 的 尖 洗 器 上 旦 ， 如果 
存 定 止 情 光滑 蚌 数 入 C ee) 使 得 时 -= 和 2 向 则 称 歇 射 理 是 从 青 
营 流 形 Mf 到 | 它 自身 的 一 个 共 形 变换 . 茹 蝇 流 形 {Mg 在 到 它 月 身 的 
由 生 共 形变 措 下 保 诗 沾 变 的 性 质 ! 基 ) 称 为 该 禾 癌 流 形 的 共 形 让 变性 
质 ! 共 形 趟 变 重 ). 


82.3 。” 切 向 量 场 的 协 次 微分 


闫 诊 结 枸 使 我 们 嘲 山 在 微分 流 形 上 富 炙 光滑 两 玫 ， 进 而 建立 相应 
的 向 积分 理论 ， 并 估 之 成 为 有 效 的 研究 工具 .特别 邮 ， 对 十 光 沿 流 形 
对 上 的 性 意 一 个 光 诬 函数 于 其 微分 df 是 有 意 广 的 ， 控 十 详 ， 让 对 
的 作 居 一 点 D970 是 切 宝 间 下 时 上 的 一 售 厂 性 施 数 ， 二 得 


tin) = uf) ,Yr € TM 


什 直 观 上， 微分 df 俏 熟 星 函 数 f 在 “元 限 接近 的 " 西点 的 函数 值 之 
差 . 若 设 六 注册 庆 :1-s,6) 二 届满 是 条 忻 


==P， 定向 = 三节 


则 有 
den! FAD 


fake ry +0 1 


(df tp = uf) = 


100 革 二 境 禁 是 法 形 
由 此 可 见 ， 当 | 对 充分 小 时 ， 
TOA) ~ Fin = + {dF + ot), 

其 中 of) 是 措 t 的 二 阶 元 帘 小 县 . 
假定 XX 量 光 江 流 形 对 上 的 一 个 光滑 切 向 量 扬 ， 一 个 自然 的 问题 
是 : 对 切 向 基 场 区 甬 击 进行 汕 节 ?了 奶 柯 求 它 们 的 六 分 ?我 们 知道 ， 


如 果 jf 是 欧 氏 空间 下， 那么， 消光 清 曲 线 tt 了 定 久 的 芭 问 奔 声 基 [t) 
可 以 者 示 济 个 分 世 画 数 


下 二 和 
HO 


开 的 守 娄 是 
区区 | 潮 寻 十 开间 一 于 的 了 9 革 ! 信 说 
di ato it 本 dt : ”出 二 ， 


和 然而， 对 于 - 般 的 光 背 流 形 时 来 说 ， 由 十 藉 侍 十 本 相 与 兰 交 从 别 居 
J 两 个 不 同 点 姑 的 切 空间 天 jiepanM 和 克 w 导 ,它们 不 能 相 减 ， 故 上 
式 是 没有 意 衬 的 . 有 监 十 此 ,省 要 引入 搜 向 其 场 二 的 基 种 ”微分 <. 必 
须 有 一 可 确定 的 方式 在 TragM 和 下放 之 加 建立 同属 ，-… 般 而 
言 , 这 相当 于 除了 江 谢 辣 构 点 外 在 村 上 再 附加 一 种 阁 构 [ 即 所 谓 的 
防弹", 参看 名 .4 和 加 辣 . 不 过 ， 对 于 黎 莹 流 形 来 说 ， 这 种 称 为 联络 
的 猎 如 和 东 怕 是 贞 其 将 遇 度 量 诱 导 并 唯一 二 箭 定 的 . 下面， 从 下”*+11 中 
的 误 人 超时 面 着 手 来 讨论 这 个 癌 晶 ， 

识 向 是 一 个 im 绯 光 谓 清 形 ， 瑟 三 基站 ,了 ;af 一 及 +! 是 光 语 
浸入 ,上 即 村 是 RT* 中 的 混入 超 曲面 . 根据 例 2.4 RE+ [的 肉 积 在 
寻 上 诱导 山 一 个 黎明 度量， 仍 记 为 汪 ,'， 对 于 任意 的 p E 对, 存在 点 
的 局 部 坐标 系 [有 ie 使 得 站 pr 区 一 本"+ 是 一 个 嵌入 ， 共 局 部 举 
杯 玫 下 谥 六 


1 -二 


加 -3 搜 前 到 场 的 协 变 拱 分 101 


上 是 ， 可 以 把 要 和 ft) 等 辣 起 来 ， 同 时 把 切 向 量 场 lw 和 了 (XIw) 
等 所 起来， 如果 


导 
和 一 i 
Ie = A 


则 有 


jo 
注意 逢 放 { 苹 |} 是 在 下 中 证 文 在 Fl) 上 的 切 癌 殿 场 ， 政 微 
才 蛋 呈 [二 | 是 有 总 交 的 . 但 是 ， 邵 果 用 六 表 志 FE 在 区 "+1 中 
的 尘 性 法 向 基 场 ， 则 在 一 般 情 襄 下 ， d(CXlw)) 不 定 与 六 处 处 目 
获 , 煞 言 立 , 它 玉 世 与 FI 相 切 . 海 了 | 得 到 1j FIt 相 
切 的 分 其 ， 仿 


DIfAXI) = 加 [下 全 的 和 = dF) ED), NN, [3.0) 


其 中 时 上 指标 “T*” 夫 示 从 E* 和 证 各 个 点 处 的 切 空间 上 的 正 
各 投影 ， 和 直接 计算 可 以 得 到 


dX) ae) 人 人 


,Hf 0 
= 一 一 id! .2 
人 dx + Hid Bye 89 


fr 
由 于 其 大 肌 是 信 BR*+! 中 沿 TIE 定义 的 问 量 场 ， 才 可 设 


Hf 入 
dr Bar} By r " (za ;) ta: (83 


共 中 各 只 的 第 -项 是 访 身 是 场 的 切 分 晤 ， 将 上 式 队 映 并 《过 ) 作 
内 各 ， 得 到 


名 oo afe /ae 8 02 日 
一 Oridni 有 DT Mrifni Dy’ Dr! Pt 


102 音 工 章 柳 间 波形 


3 
=Tt, (i (去 :i ( 庆 ) = TE, grt, 【341 


日 上 nl Bi df 1 
全) 人 坟 )- 旺 棕 知 ma 
起 RTH 的 区 各 通过 浸入 了 在 己 上 诱导 的 获 癌 度 基 的 分 基 - 


对 全 .5 下 求 偏 导数， 同时 利 贡 人 -和 二 可 以 得 条 
i -全 Of df af" fn 


二 下 一 一; | = Th + Ti 
rE Brirt ri dr pte ) 证 则 ; jk 


其 中 


巾 于 了 = 了, 从 上 式 可 求 读 


1 toy Do; dg, i 
臣 中 | 4 3. 
i Ed (党 drt drt : {: 出 


这 时 关 是 寺 基 矩阵 (tgs;] 的 道 王 阵 的 元 索 . 出 此 可 见 ， 函 数 1 由 旅 
导 庆 其 的 分 其 站 完全 碑 进 ， 岂 和 作 歼 品 度量 5 在 局 部 举 标 对 {Lx 中 下 
或 关于 自然 标 滁 场 {起 rh 的 心 hristoffel 记号 ; 沟 了 方便 起 见 ， 通常 
也 称 [5 为 度 其 踊 阵 [5i7) 的 Christolfdl 记号 . 

将 售 各 式 通过 好 全 及 芒 23 代 加 [3.1) 水 便 得 草 


二 
了 (tm = (0 + ITH dt) fs (去 ) . [9.7 


因 半 ， 可 以 迁 况 


要 二 下 二 门 i 十 AD pede ] 为 ni 


= =- (这 + KTS 由 吕 站 [3.8) 
不 难 验 证 ， 出 问 甚 场 区 通过 [5.7 式 定 这 的 切 向 其 划 NLX|w)) 与 
局 部 毕 款 条 的 选取 泥 状 ， 因 而 人 3. 纺 的 布 端 不 鸯 提 于 局 部 誉 标 双 的 选 
副 ， 所 以 ， 划 果 合 (Dw = 二 DIX 则 DX 在 邮 上 处 处 有 和 定时， 


3 二 向 醒 场 风 情 变 认 分 103 


上 碟 太 范 用 地 定名 在 如 上 上 的 是 ， 对 于 基站 天 Pt DD 是 六 清流 形 

MH a 1 次 微分 式 为 系数 的 切身 夺 坊 ， 也 是 以 妇 襄 二 为 值 的 1 次 得 
分 式 ， 邵 它 呈 证 铺 的 [1,1) 型 张 其 蕊 . 

对 于 欧 氏 室 间 Er11 中 的 超 曲 而 并 谭 童 ， 上 而 记 描 述 的 从 区 E 
芭 18 得 到 是 多 在 对 上 的 钙 日 瑾 光 讲 张 送 场 DX 的 过 程 生 Levi- 
Civita 首先 发现 的 ; 历史 上 称 DX 为 切 向 基 场 下 的 站 对 微分 ， 而 从 
胃 - -四 面 来 说 ， 从 Christoffel 记 叶 T 的 表 让 式 人 4 的 可 以 看 山 ，[3.3) 
式 计 引入 的 绝对 微 : 分 对 于 伍 意 的 笋 苦 流 形 仍然 是 有 意义 的 ， 而 不 必 慨 
定 对 星 欧 民 空 间 的 超 山 面 ， 

事实 上 ,假定 (gn 直 一 个 黎 晶 流 形 ， 共 度 基 9 在 宾主 局 部 坐标 
系 [tT 中 下 可 以 表示 为 

9 = gidr' de’, gy = [总 7) 

字 [= 则 出 个 的 或 可 以 得 着 度量 矩阵 [让 让 的 Christolfal 
记号 二. 近 证 明证 面 的 引 理 ， 

引 理 3.4 若 (7 天 ] 是 凶 最 访 形 得 的 另 个 疹 许 的 局 部 坐标 
系 ， 相 应 网 Chiristwffn] 记号 为 Tt, 则 当 严 方 产 天 外 时 , 在 刁 广 全 上 1 
和 区 满足 下列 关系 式 ， 


r= Tr BRP ir Hct | rk 
D9 ri Drs Ir tT Bripe ET 


{3.0) 


证 明 用 加 i; 赤 未 度 歧 张 基站 在 局 部 尘 标 系 1 3 十 的 分 最， 则 
在 殖 太 上 有 
,OE it 
Jii 一 pa Br Hr 


将 上 陈 两 证 对 = 求 仿 广 商 得 到 


yr Ming QE” OEn A - (, di Der Hr A ) 
一 十 gr 


ri Dir Drh Ar: Dari 站 


104 种 二 章 壮 旺 波形 


对 上 上 式 中 的 措 标 进行 思 措 并 御 迹 当 的 加 减 运 算 ， 可 得 
由 


和 
- (这 + iirg 各 ) DF TY HET 


Dzr Hr 
Bye TIA rt " 


BEs Air Bat | Hart Ori Ore 


把 上 式 代入 如 向 式 俐 得 关系 式 [3.9). 


定理 3.2 设 Li 是 一 个 mw 兹 甫 品 流 形 ， 对 EE 站 (对) 茵 时 
人 丰 财 的 一 个 窑 许 坐标 么 . 并且 丈 ijr 一 i 则 


D(X|e) =(dX! + Ti df) 区 过 


(ja 


Dt dri 
是 与 贞 部 坐标 系 的 选 训 无关 的 在 省 型 光 视 张 量 扬 ， 于 是 ， 曙 黑人 沪 
DX = OLE), 


加 DY 是 人 范围 地 定 训 证 邓 上 的 站 二 型 党 洗 毕 其 场 - 
证 明 由宇 [ia 是 对 的 男 - -不 额 许 赋 部 坐标 姑 ，: 井 旦 


必 
= TH 
“= rt 
风 当 NP 时 在 NG 有 
如 dm 站 - ;六 
Bei Br gir Be 80 
求 微分 Ya 并 将 (3.9) 这 代入 得 到 
5 1 i Bz 
中 芝 | rt rh pe 
站 和 di A DE 人 
一 省 了 | Ta n , 
由 革 一 Fr 十 冰 (吃素 a 3 肌 pr) {lr 


= (dX + EIT drt 1 和 


i 一 访 "Lz dz", 


”如 ,3 坷 向 量 声 的 坊 浊 向 分 。 105 


站 


2 站 
di TD dF = 
| 十 gr 量 节 ) 芍 Fey A 


[di 二 区 dt) 可 


证 毕 . 

定 妈 3 过 CM 是 mm 维 委 局 流 形 ， 革 6 先 (4). 由 定理 33 在 
身上 确 泪 的 并 ,1) 现 光 消 张 其 场 DX 称 为 光 消 向 其 场 了 的 协 变 微 分 
或 绝对 微分 ; 在 诬 的 映射 D : 半 LM) 一 沪 1M) 称 为 笋 最 流 开 (fg) 
上 的 苏 变 微 分 :或 绝对 微分 ) 算 子 . 

定 沈 3.3 设 1M 同 上， X,Y ERM Dy = 人 Ol DX) 
称 六 光滑 切 向 其 上 场 天 洛 了 的 协 变 导 数 或 协 变 微 商 . 其 中 Cl 是 指 张 
抽 场 拓 上 第 一 个 尼 变 指标 和 第 一 个 协 变 措 标的 第 并 运 工 . 

在 局 冲 些 慰 系 10; 下， EY 下)iw 有 如 下 的 局 部 于 标 表达 碟 : 


(DyX)|er = 7 人 + TIT Be [3,111 
由 此 可 见 ， 协 变 福 分 算 于 卫 及 可 以 视 为 映射 DD ; (MY x LY 一 


EM, 其 乍 交 基 : 对 于 任意 的 着 ,科研 六 DIE YY 一 Dr 三 天 0 

定理 4.3 映射 上: 甘 [ 和 地 x 关于 LM) 具有 如 下 的 性 岳 ， 对 
十 件 意 的 XYZ EE),AE 了 EC™I, 

(1) Dp rg = DyX+ /DaN: 

(2) Dy + AZY — Dy + My 2: 

3 Dra = YA + Flip Xi 

4) Dx — Dy [X,Y 

(DY ZY, 1) = {Da ,+ (Dy, 

证 明 性 质 习 Yi2) 和 各) 大志 部 坐标 表 计 式 由 111 的 直接 推论 . 

半 于 性, 沪 总 到 Cbristotfel 记号 rs 甘于 下 指标 此 对 称 的 ， 所 让 
从 位 .11) 式 可 得 


(Dx¥ 一 下 下 让 


答 业 2 百 
一 RR _ 人 
( 站 总 x 


这 就 证 了 了 性质 人 
为 了 证 明 虱 质 15), 首先 , 利用 1 美 上 下 指标 的 寺 称 性 得 知 全 .0 
区 等 从 于 


bg: 
3 = gl + guTs. [3.19) 
内 而 肥 
Zi Yl 
Bi 
= Br Y Y7) 


dg 本 i 


i HY | 
gg 他 F 并 机 Yi + Bii Nik oz E11 Yr) 


二 DN, Er 十 {A DaY rl 。 


定 友 证 些 . 


注 记 $.1 ”十 述 定 色 中 的 (1) 说 明 Dy 六 关于 自 变 重工 具有 
LW 想必 入 策 ， 即 DT :UM 二 LM 是 科 ,1) 型 的 张 基 场 : 而 


上 和 (和 则 窟 昧 着 , 对 于 枉 意 的 六 和, 贞 射 Dy :其 地 医疗 ] 
由 有 导 算 子 性 古 . 

推论 3.4 映射 也 :其 邮 ) x 于 LH) 一 关于 ) 具有 如 下 的 局 部 性 
质 ， 

1 和 扫 革 才 EEMY pC HH, 如果 tp) 一 2 于, 由 


(Dy Ep) = (DX ilp). 
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从 讲 站 写 了 EE Ez,5] 墟 导 上 闻 一 条 
证 澳 遇 如 ， 司 得 0) = pf0) = Z 甸 ). 如 果 于 wy = 了 yo 则 


{DzAlp) = (DzY nm). 


和 证明” 推 沦 中 匆 两 个 性 康 玫 总 局 部 尝 标 表达 式 导 11] 的 直接 椎 
论 ， 世 蚌 定 理 3.3 中 性 质 (1)~13) 的 推 沦 . 

注 记 3.2 根据 推论 3.4, 可 凡生 这 对 二 的 光滑 要 和 其 去 看 一 
点 卫 E 好 泊 菜 个 切 间 荐 PE 下 时 的 协 变 竹 数 ;同时 ， 对 于 好 上 首 - 
其 天 评 曲 线 * = 了 人 区 定 文 的 切 和 而 莽 塌 省 = 计 ( 的 ,可 甩 求 它 论 着 曲 误 
+ 的 协 蛮 导数 DD 六 , 而 不 省 在 登 它 在 7 以 寻 是 否 有 全 类 . 类 时 在 局 最 


坐 慰 系 {E5 2 十 ， 昌 线 ff) 的 参数 方程 十 zi[Y) = witj, 切 向 基 声 
世上 的 的 表达 式 巧 , 
XY = Kit | 
(0) = A a 本 
出 
Dax 
和 = Days 
= 二 0 时节 名 站 人 | - (3.19] 


82,4 联络 和 歼 受 联络 
在 巡 3, 已 经 引 A 入 了 黎 晨 流 形 {村 ,wy 上 站 清 切 疝 贡 场 的 读 变 往 
分 利 雪 变 导 数 的 定 习 ; 同时 还 讨论 了 协 变 微 共和 押 变 导数 所 具有 的 性 
质 ， 年 理 3.3 所 表述 的 雌 射 
D: ELMY x FLY oo EM 
的 性 质 关 示 我 们 答 出 紧 阁 的 概 富 ,下 和 面 的 定 艾 谍 [L Koszal 引入 的 : 


定 尽 41 设计 址 号 纵 泥 沸 流 形 ， 所 谓 对 上 的 一 个 联结 口 是 
省 满 中 下 到 条 伴 的 投射 :CY 区 车 ) 一 其 
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站 Dy lysX = Dy¥+ Dax 

12) DyiN + 2) = Dy + ADY2, 

人 Dy(fX)] = F(X + SDyX, 
¢ 其 中 Dy 人 X= DI YX TZE EM AER FECMM). 

根据 定理 3.3, 殊 显 流 撒 1, 人 ] 上 的 协 变 微 分 算 子 ]) 是 光滑 波形 
MM 上 的 一 个 联络 ， 由 J 在 满足 第 二 可 数 公 理 的 光 党 诉 形 时 上 歼 凑 度 
其 总 显存 在 的 ， 因 而 对 上 的 联络 也 基 存 在 的 . 麻 过 ， 一般 说 米 ， 省 沸 
流 形 上 的 联 纤 不 是 唯一 的 . 

指定 了 -个 联络 了 的 光 请 谊 形 14,D)] 条 为 -个 仿 射 联络 空间 ; 
在 这 样 的 宰 问 里 , 可 以 对 光滑 万 向 量 场 环 协 变 往 分 和 协 变 导 数 . 比如 ， 
对 于 任意 的 基 了 < (MM), 光 背 切身 其 场 Dy 无 称 为 切 向 其 场 总 洛 
Y 的 协 变 导数 (或 协 变 微 商 )， 

下 面 来 求 协 变 导 煞 的 局 部 半 标 衷 达 式 ， 

引 理 41 设 【对 ,D)] 其 一 个 仿 射 联络 空间 ， 芝 入 二话 ( 
加 举 可 起 着 的 一 个 利空 开 子 集 ， 并 且 臣 |e 写 [i, Fier = 这 jw, 则 


{Dy KY = (Dy Ys 

证 明 ” 引 埋 的 结论 等 从 于 Dy | = iD) 和 {Dy Er: = 
[Dz 区)ir 央 三 .由 于 这 商 个 式 于 的 证 明 丰 本质 上 是 一 样 航 ， 典 需 还 即 
其 中 的 一 个 即 可 ， 芒 如 让 明 : [Dy il = {Dy 训 Y|. 

首先 ， 当 蕴 = 习 时 有 让 = 访 一 龙 ; 开 根 据 联络 网 定名 ， 

DyX = Dy[X— EI= Dy Dye 

EF Dy = 

共 深 ， 性 意 取 定 一 点 p EW, 事 有 点 5 的 于 部 眶 人 ,使得 下 是 紧 
的 ， 并 且 六 C5. 裕 据 计 ,3 的 引 理 3.2 存在 fewLM, 使 得 


Fy 三 二， Far 三 肌 ， 
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显然 ， FF 一 汪 ) 一 由 因此 ， 
0= Dv{f Xo XA) = + Dr DyAX). 
将 上 起 限制 在 中 上 ， 则 得 (Dy 六 )|y = (Dy 六 )hv, 特 章 地 ， 
(DyX)p) (DrX)ln. 


由 点 的 性 意 性 ， 引 理 得 证 . 
引 理 4.1 刻 亲 了 民 络 D 的 局 部 性 . 
推论 4.2 渴 【 虹 了) 是 一 个 信 射 联络 空间 ， i 记 时 为 非 空 开 
能 , 则 了 在 世上 有 诱导 民 络 DP : 甘 [ 四 x 于 [四 .) 关 {), 使 得 对 上 性 
章 的 交 ,Y E 芷 [性 有 
Da = (Dx YF) rr 


证 明 证 人 YE EC 对 于 任意 的 pc 5 则 由 1.3 的 定 归 43, 存 
在 点 的 并 邻 域 ,以 怠 这 , 字 EE 竺 [MN ,使 得 全 = 六 yw = YY|w 
他 

(DF XN = (Dy Rl. 
由 引 理 41 可 知 ， 小 式 右 端 与 天 正在 好 上 的 扩张 区 , 了 的 琅 添 元 关 ， 
四 而 DS 在 FF 上 是 完全 玉 定 的 ， 且 处 处 是 光 清 的 .再 由 郊 的 任意 
性 ，DEA 是 在 忆 二 反 全 确定 的 光 请 切 向 基 场 . 
根据 了 省 为 好 上 的 联 猪 庄 广 中 的 荣 件 ， 不 难 验 让 映射 


D" ; EL) x EN) EL) 


直下 上 的 个 晓 略 ,并 且 满 是 推论 的 些 求 ， 证 音 . 
汶 方 便 起 见 ， 导 后 仍 热 把 D 证 为 卫 ， 
没 化 ;是 几 的 一 个 穿 许 局 部 玲 标 奈 ， 则 出 推论 4.2, 可 以 全 


p .9 


Ti 4.1 
Dut Bas ™ Ln gre’ (41 
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暴 中 湛 训 站 石上 的 省 数 I 称 为 联络 D 在 遍 部 些 标 系 人 3 下 或 
着 自 然 盾 架 声 {地 的 {联络 ) 系数 . 带 要 指出 的 无， 在 一 般 情 说 


下 II 关 J 下 指环 闪 必 是 对 称 的 ， 内 此 必须 叶 时 注意 下 指标 的 书写 
次 序 ， 对 于 任意 的 革 , 了 Ee 半 LWY, 如 时 


则 出 隘 络 所 满足 的 条 性 得 到 


而 AT 而 
， tT ~ _" 2 一 RR 
(Dr A =Dr, a, tt pr) =} 人 Bi ra ) 


i ni 日 
= | i | . 
-1 [2 he Th) rr 3 


这 就 是 联络 卫生 10?) 下 的 局 部 坐标 袁 达 元 . 
晓 阁 系 著 上 5 的 坐标 变 搞 会 专 如 F 得 可 :是 邮 的 另 一个 由 
部 坐标 系 ， 相 席 的 联络 系数 记 为 工 ， 即 


站 _ 
Di dz = Tn jar 


由 十 在 i 上 
D Bir 身 


rt ri En 


因此 出 [4.3 式 得 到 


0 -( Na” Da OE re ) 1 


Br Mri Dridrt Hrd Hri PD. Hir 
一 太 风 各 四 8T 站 
re 
站 
Er , 
二 _ i ST mT 
Th [43) 


J rk 
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这 三 名 3 中 的 澡 坊 式 昨 一 息 的 ， 
由 联 红 DD 的 局 部 坐标 表达 式 [和 .2 可 逢 ，D 具有 有 推论 由 主 所 述 的 
局 部 性 . 特别 地 ， 对 于 对 中 仁 膏 一 亲 闪 祖 曲 准 = 有, + E fa. 问 , 光 
请 切 辐 量 场 七 壮 于 时 向 了 的 协 变 导 数 D,. 开 是 有 意义 的 ,并且 它 
仅 林 考生 的 值 有 美 . 因此 ， 定 关 在 3 上 的 其 滑 切 疝 基 场 = 站 ) 
也 三洲“ 的 协 变 导数 . 具 栖 地 说 ， 如 果 (7;2) 是 … 个 局 部 学 标 系 ， 


四 
i 


T= R= 


H XI = DD), AD = XA 由 
,rt) 


DX di bY 和 


再 要 指出 的 是 ， 当 4, 办) 起 扫 莫 流 形 时 ， 所 讨论 的 联络 或 协 变 徽 
分 算 于 上 D 其 从 入 的 荣 党 度 其 9 诱导 由来 的 ， 此 时 DD 的 联络 系 束 工 ; 
谷 好 是 麻 量 定 儿 (站 的 Christofel 记 愉 ,但 起 在 一 般 情 形 下 ，D 的 
联络 系数 14 基 由 性 1 式 定 名 的 ， 它 美 于 下 指标 ji 未必 有 对 称 征 ， 
村 于 坊 射 聊 刍 室 闻 【好 ,五 ] 而 音 ， 共 联络 DD 的 桂 定 实际 上 就 纺 让 二 一 
个 容许 的 局 部 华 标 条 (Cz) 下 指 让 一 -组 光 沸 精 数 


YD] 


LEC, 1 iim, 


并 匡 凿 求 它 们 在 坐标 村 摘 时 浇 足 杰 搞 规律 (3. 注意 到 [| 式 趟 其 
旭 呈 型 张 基 对 其 的 从 标 变 氛 公 式 ， 所 忆 国 数组 IT 沾 晤 张 其 在 启 部 此 
杯 系 下 的 分 量 ， 这 意 昧 专 联 笋 D 不 是 对 上 的 张 最 场 ， 驴 外 ， 联 只 D 
所 普 足 向 条 件 局 也 了 旗 申 D 不 具有 张 械 应 溢 具 有 的 研 汪 村 1- 妆 性 性 
岳 ， 

定理 4.3 谎 11,D) 中 一 个 坊 射 懂 斤 空间， 对 于 任意 的 %,Y € 
于 [9 售 

了 下 = DxY — DyX [X,Y), 


11% 弟 二 齐 屠 荆 流 形 和 


如 了 是 寻 上 的 一 个 泥 请 的 由 2 型 张 重 场 ， 这 样 得 到 的 张 重 局 工 称 
沟 联 指 DD 或 售 射 联络 至 问 【时 ,D 的 后 素 张 量 . 

证 明 ”显然 ， 鼎 射 下 :人 [村 ] x 舌 [ 和 好] 一 下 时 是 区 对 称 的 并 线性 
玻 射 . 权证 明了 工 是 屿 和 量 场 , 只 村 证明 工 六 于 每 一 个 月 变量 具有 Lf)- 
线性 性 质 ， 对 十 住 意 的 了 E&Y[ 计 1 显 瞧 和 

了 (有 了] = DxY — Dylf AX) — [iE.Y| 
= fFDxY YIFN— FDyX FN] + YI 
fT, YY). 


由 于 了 的 反对 称 性 ， 怠 让 于 王 ,7 二 JTLX, 了 ,证 些 . 

定 浆 4.2 在 光滑 流 形 时 上 ， 共 棋 举 张 基 为 零 的 访 阁 了 称 为 无 
岳 歌 络 . 

在 对 的 局 部 开标 系 [L521 下 ， 有 


站 下 站 由 
7 (i) = Da -7 Ba = i Dy) Br 


尘 而 ， 工 = [TI 一 了 芽 ; 名 divi 名 dri. 于 是 得 到 下 画 的 命题 : 

命题 4.4 联络 D 是 无 找 联 络 ， 当 贞 仅 当 它 在 任意 一 个 局 部 坐标 
系 {Uf; 7) 下 的 典 络 系数 ! 点 英 二 于 指标 j,i 是 对 称 的 . 

在 村 射 联络 空间 (M4,D) 中 ， 联 络 DD 不 仅 可 以 用 于 求 光滑 切 向 械 
场 揭 协 变 导 数 ， 而 用 能 够 刑 来 定 文 对 任意 一 个 光 清 张 重 场 的 协 变 
导数 ， 事 实 上 上 ， 对 上 上 瑟 上 于 Cd), 已 有 了 映射 


XN CMI 和 Dax: ELM ELMY. 
汐 了 裔 述 的 方便 起 见 ， 扎 前 一 -个 帅 射 六 也 记 蜀 
Dy : CPL) 9 OEEMY. 


吾 把 Dx 的 作用 扩充 到 好 上 的 性 全 一 个 汉语 张 战场 ， 具 要 规定 ， 
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{1 Dx 在 尾 审 一 个 fr. 型 张 其 场 上 的 作出 得 到 的 供 央 星 一 个 
ir 型 张 最 场 ， 妈 Dx 在 张 黄 场 .上 的 作用 保持 张 基 的 类 天 不 变 ， 

上 Dr 对 于 张 晤 椒 的 必用 但 社 Leibniz 法 刚 ， 即 对 于 对 上 任意 
两 个 光滑 张 其 场 玉 工 有 


Dri 人 二 Dx 六 LL+ 碟 党 De; 


(3) Dx 与 怪 贡 的 篇 并 运 壬 让 可 这 措 .有 即 灶 于 时 上 的 张 工场 KK 


DreiotE)) = CCID x NY), 

站 完 ， 把 上 述 原 网 用 1 栋 微 分 式 ， 设 坟 E 起 [ 讲 】 = 六 性 40), 则 
Dxe 仍 热 羔 一 个 1 浇 微 分 式 ， 周 而 起 从 于 EW 到 CAA) 的 线 注 贞 
射 ， 事实 上 ， 对 十 怀 音 的 YE 革 (M， 

(Daxn)ly = Drw = ODY (YR Dri) 

二 Dytet i a 一 Dr) = Xr) — etyY). 
容易 验证 ， 上 式 右 端的 形 达 式 关 上 日 变 基 了 确实 是 局- 维 性 的 ， 
WL Dare e A MY. 

- 舰 地 , 设 7+ 是 对 上 的 fr.) 型 光 祥 张 鞍 场 , 则 7 是 -个 [全 寺 &) 
户 线 性 映射 
TA A x EY x EY OMY, 
一 一 
”个 a 个 
并 且 对 鲜 一 个 自 变 其 部 古 YI 禾 性 的 . 接 规 证 Dx7 仍然 是 从 
A wo A we TM) we ERNE 
一 
-个 a 个 
到 Ce 的 战 性 上 昨 射 , 它 的 定名 是 : 对 本 人 尾 窜 的 61 ,ar7 € A 
和 任 登 蜀 于, EE 区 人 | 


{Dx Tl ,-. J ， 生 1 罗 Jy 


114 。 革 二 坷 某 委 流 开 


一 TD 4) 


容易 验证 ， 训 此 定 习 的 Dxr 对 委 一 个 日 变 基 祁 基 CH] 线性 的 ， 
固 和 而 是 对 上 的 如 ,号 型 活 请 张 最 场 ， 

把 对 应 条, 站] € 党 3 下 G 吕 DTE 全 TOM) 所 确定 的 映射 
记 沟 

D :PMY x EM) 一 学， 

译 具 有 下 到 性 村 

(DI DvrvT = Dr 上 了 DrTi 

(2) Dxir + hr) = Dxr + ADxr; 

BI Dr = XN + Dxr. 
其 中 XY 站) TEA EE etm 摘 言 之 ， 了 D 本 
可 满 吓 联 络 的 条 件 ，Dsr 称 鸭 张 且 场 7 灌 切 向 量 场 了 的 协 变 导数 . 

全 TDP = Dx7, 则 性 硬 贡 ) 说 明 [DTHXY 美 于 趾 变 时光 有 
张 且 性 壬 、 国 而，Dr 是 光 衫 的 {7,5 十 1 型 张 丝 场 ,使得 对 丁 尾 意 的 
EA) 利 尾 意 的 于 和 天 三 革 人 站 有 


{Drlfed :站 是 1， | 一 加 yx7lfee ,ee ,站 和 1 " ss 


书后 把 Dr 称 汶 张 抽 场 r 的 协 变 微分 . 于 是 ， 呈 是 从 37 到 
区 4 的 映射 ， 起 必用 在 tr, a] 型 贡 清 张 直 其 二 的 协 变 微分 儿子 
现 企 来 求 Dr 的 分 基 表 这 式 . 这 (2 是 好 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 


很 泪 
2 


站 一 二 一 一， 
下 > mi 2 Ar 
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对 于 人 忆 可 设 得 | 产 一 x 则 有 
ri 


Ey 
让 
; 相生 | 
Xi 二 ET,, 
册 ; 3 
2 i 
1 Tf ~ i DrAor a dri" 
其 中 ; 
Y e x), Tle = Yo. 
wT 


设 e407 和), 则 有 


| = ii， 其 中 冲天 (二 . 
Dri 


根据 三 包 式 (4) 有 


9 心 9 如 
【Dr a) (去 ) 一 Di € (二 一 不 Ca pr) 


一 3 一 QT 三 apt 
特别 地 ， 
于 是 
Da dr, = —l di, D ae 一 ojiidzfi，Dryra 一 Tairdanv 


般 地 ， 半 于 5 LM) 设 训 的 局 部 坐标 表达 式 起 


了 | = Te 2 ym 


dl ri! nin 


pr ra 


116 。 可 二 入 有 波形 


出 内 [+4. 和 0) 式 得 到 
,= T1 -1 芝 dril a J 
说 
其 中 


i ‘En 


Ht 一 交 和 7 了 上 ia 十 1-…tr i 
Ti 汪 -+ 1 


旦 


fi E 
Th Li 46 
=] 
并 旦 
; ， 让 , 
Dvr = Yr er ee Rd 


通常 称 i 的 分 量 洁 洛 关于 地 的 胁 变 导数 ， 实 际 
上 ， 中 如， 是 张 世 Dr 的 分 大， 邵 


Dr 一 Ti 8 9 


Tt 总 四 责 人 名 人 的 .七 册 六 dr 


项 存根 证 【于 , 几 直 m 维 束 电流 形 ， 人 DD 是 好 上 的 一 个 联 猪 ， 想 
所 前 面 的 讨论 ， 对 于 任意 的 2 Ee 于 Lf), 协 变 导 禾 Dzy ec 各 ti 是 有 
意 兴 的 ， 并 且 


二 一 下 好, 了 


若 设 
下 四 
二 ii 
9 一 85dx 多 9 sa 区 让 
网 De 一 gd de 名 dz 共 中 


dy 
六 二 Bee — gaTis 一 GT 14.8) 
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定 基 4.3 刘 【, 外 是 种 诽 壬 避 访 形 ， 卫 蔡 暑 上 上 的 一 个 腻 络 ， 
曲 时 De = 山 即 对 于 任意 的 2 EE 竺 LH4》， 部 有 Dg = 放风 种 * 联结 口 与 
笋 时 度量 s 是 相 容 的 . 

根据 1 二 ，{ 对 ,中 上 的 联络 人 DD 三 席 虹 了 相 窜 的 充分 必 琶 和 荣 件 
是 


ZA = DsT I + yl De, VX YZE RY 二 出 


阁 用 营 城 米 表 示 ， 则 i 人 上 不 等 价 于 938 王 全 宣 ,j 了 时 3; 的 协 
变异 糙 民 为 零 ， 或 等 价 此 说 ， 位 .1 式 成 立 . 

因此 ， 宗 办 34 的 性 质 人 和 15) 说 明 获 党 流 形 (4, 8) 上 的 协 变 
微分 算 子 DD 是 与 庶 量 4 相 容 的 元 措 联 强生 要 的 是 ,这样 的 联络 是 中 
黎 押 度 戌 9 唯一 确定 的 . 

定理 4.51 团 界 几 何 的 基 术 定理 ) 设 1M,w) 是 mn 绯 黎 受 流 形 ， 则 
在 时 上 存在 唯一 的 一 个 与 虐 基 g 相 鹤 的 无 措 联 将 也, 本 为 [ 柑 ,9) 的 
黎 时 联络 或 Levi-Civits 联络 . 

证 明 办 .3 的 讨论 说 明 在 (MY,g) 上 存在 与 "机 窜 的 无 找 联 妾 D， 
它 是 由 4 的 Christoffel 记号 1: 通过 总 11; 式 确定 的 ， 而 Th 则 由 
汗 国 式 纤 出 ， 下 而 证 时 定理 的 唑 -性 部 分 . 

假定 方 是 Wf 上 男 一 个 与 大 号 》 相 装 的 苞 挑 联络. 在 局 部 坐 桥 案 
IE 下 ， 府 yg 
Ear rk 


启 . 再 由 了 与 度量 ? 的 相 徐 只 及 


D 


由 卫 的 无 撕 性 以 及 命题 4.4 了 = 


id5 式 得 到 
3 一 nh 十 ga 
由 此 可 以 求 得 
a dnf dn _ dg 
人 KL 一 本 证 一 
li = 可 (5 Tot Br 


118 。 革 二 说 茜 刘 波形 


这 说 明 ，I2 俗 好 是 [9,0) 的 Christnftrl 记号 II 所 以 也 = 了 D, 唯一 性 
得 让 ， 

定理 4.6 设 D,D 分 别 基 歼 基 流 形 对 好 上 的 得 名 联 绕 ， : 
计 一 好 其 等 听 ，p EE 村, 六 = 和 则 对 于 三 意 的 4 & 4, 计 , 纪 怪 性 
章 的 六 EEiaf), 都 有 


PelD, XY = Dp) 


换 句 话说 ， 称 此 昱 络 在 等 距 下 是 不 变 的 . 
证 明 六 作 媒 可 ， 训 毕 指 yt 看 作证 六 在 tpE 必 附 近 的 三 向 
二 声 ， 则 上 面 的 定理 对 于 坊 部 等 距 ;= 也 是 夏 立 的 . 


42.5 ” 黎 野 流 形 上 的 微分 算 子 


在 本 节 ， 和 假定 {Mj 是 mn 维 有 赂 黎 蛇 流 形 ， 我 们 将 借 朋 于 黎 总 
联 缚 全 在 寻 上 引进 若干 微分 算 子 ， 它 们 在 数学 的 许多 从 支 学 科 中 捞 
注 着 重点 的 骨 色 ， 

误 基 扎 玫 ,网 DN 是 对 目的 习 ,1) 理光 滑 张 县 场 . 将 人 DX 进 
行 缩 半 ， 便 得 汗 时 上 的 扼 滑 函数 ， 称 它 为 光滑 切 向 基 划 六 的 散 度 ， 
羡 记 逢 diy 天, 邮 有 有 div 扣 二 三 三 1. 

定 失 5.1 由 一 div 所 请 定 的 线 忻 怠 射 divr :于 [ 和 7 二 
fear 称 为 歼 蝇 流 形 Lg) 上 的 散 度 算 子 . 

为 求 散 度 算 子 iv 的 周 部 坐标 表 计 式 ， 根 定 i: 让 是 好 的 一 个 
同 部 上 坐 祭 对 ， 并 设 区 | = Xr 刚 有 


和 ; 9 9 . 


其 中 Fr; 是 i 的 和 hristoffel 记号 ， 于 是 


dir 志 一世 :一 SE. XFCE 


2 束 要 济 形 上 的 线 疗 亲 宁 li3 


可 见 ， 敬 度 得 子 div 是 作 册 在 切 何 量 场 习 的 耸 导 上 的 一 防线 壮 微 分 
工地， 

巾 ChristofTel 记 芒 的 表述 式 (3. 合 易 所 ， 
lo Las _ 1 EG 


Dis = 20 Beh = a er WE Br 
其 中 让 = 四 Pt， 于 是 
9 we 1 日 
+ 
现 设 eC) 则 由 Ed = 3 借 同 于 黎 曲 座 草 
外 由 对 应 着 好 上 的 一 个 光滑 切 向 县 韦 ， 记 为 司 得 对 于 任意 的 
七 甘 [47] 有 


diy 六 二 (3.1) 


vf = dX) = A. (5.2) 

切 向 基 划 YY 称 为 光滑 函数 f 在 区 凌 度 其 5 下 的 梯 座 . 有 时 ， 也 用 
gradf 驶 grad ,ff 表示 光滑 所 数 了 的 杭 度 

显然 ， 出 了 rm Yr 确 汪 的 陕 射 V : 吕 守 [) 一 闫 LY 是 作用 奔 光 
内 所 部 上 的 一 阶 妆 性 往 从 工 于 . 

定 光 5.3 线性 微分 痊 子 呈 Ceefd) 于 称 六 要 并 流 形 
,gg) 上 的 酉 度 算 子 . 

在 局 部 坐标 系 (Diz0 下 ， 记 二 = f= 5, 则 有 

df = Sd = = fdri. 


如 果 提 (VW 让 |e = Fr -出 [8.2) 式 得 说 


of HY 1 
fi— Dr ff( 训 )- [= 一 figi. 


所 以 产 = 只 后 ,因而 


(VA = fig™ (5.3) 


120 。 过 二 旧名 要 江 


把 神 度 媒 子 Y 三 向 度 算 子 div 复 台 起 来 ， 人 恒 得 到 一个 新 的 纤 性 
喘 出 


A=div 3 有) 


这 中 在 黎 旬 流 红 上 的 一 个 非常 重要 的 微分 和 工本， 
定 发 5.3 线性 映射 和 :CTEM) 一 OYLM) 称 为 在 黎 呈 流 形 
[从 上 [或 关于 妆 电 度 其 9) 的 Beltratmi-Laplace 掉 子 . 
内定 识 可 间 ， 总 是 作用 在 光滑 读数 上 的 二 阶 战 性 油分 算 子 . 在 下 
面 将 会 看 到 ， 它 是 了 欧 氏 空间 中 的 Laplace 算 子 在 黎 兽 流 形 上 的 推广 . 
把 个 .1 利 蕊 3 画 式 结 台 起 米 ， 便 可 得 到 A 的 局 部 华 标 表达 式 


1 ii of - 。 
Afiv =- 二 匡 ve 中) [3.4 
例 5.1 求 让 平 而 束 上 关于 欧 氏 度 破 g 的 Beltrami-Laplace 算 
于 友 
邢 fx 和 [rt. 全 部 别 表示 中 的 省 卡尔 直角 坐标 系 和 极 举 标 宗 ， 
吧 布 
T=7CO8, y= vin, 
8 MD 的 用 
Er + eng ， 占 .5 
BB Pr 站 部 站 i 时 外 下 
WB WE Wp tm 
甘于 好 上 的 标 并 区 氏 度 起 市 
# -去 本 1， 多 ?一 多 -s{ 闯 二 )} = 
11 一 := i= al 二 
Sr Dr dr hy (56) 


| ， 
834 一 日 €2 元 =1, =ilatgl=1. 


2.5 歼 间 流 形 -的 抵 舍 掉 于 12 


从 与 -号 让 及 可 得 
| 
H11 (= 1 3 一 的 1 一 贞 让 部 ) = 1 


= 9 9 _ ,上 业 富 2 
加 =9[ 部: 郊 ) = ,= 一 


从 二 和 15.) 式 可 以 求 汕 


m1! 二 人 一 1 gy 二 yg! 一 站 
=|] 1， = #1 = a -i 
于 是 ， 对 二 任意 的 fe CwYIR?】 有 
af | "97) 
Ve) 站 人 
9 2) | oa) 
| 本 
局 而 (vas vo Oy YS dy 
人 
Bear2 By 
同时 
van ll 2 3 ) 
sf= 4 小 ) + (VE 56 
8 (Van) + (VB 人 | 
"JE (V6; - "Em Vs - 
) 


用 
1 af 1 名 1 a 
Tr | Tr ( 二 盐 】 
上 10f 工 六 
一 本 Or EFT 
于 其， 及 上 的 Bealtrami-Laplace 算 子 A 在 直 前 坐标 系 [zx, 访 和 极 华 
慰 人 的 下 的 表达 趟 分 别 为 


a 上 扩 有 1 者 1 本 
+ A= a Fr 15.8) 


122 和 平 二 合 获 革 清和 


其 中 的 第 一 和 个 式 于 可 以 推广 到 任意 付 数 的 欧 氏 空间 可- 事实 上 ， 在 
RB 上 这 于 标准 庶 晤 的 Boltrami-taplawcc 个子 在 直 前 坐标 系 (ri) 下 的 
表达 和 陈 为 
二 D2 - 
六 一 之。 Br (539) 
这 目下 通 类 的 Laplace 算 子 . 
Beltrarmi-Tablace 算 也 还 有 另外 -个 来 源 ， 设 了 eCwEMY 则 
df e ALMY = .FoITM). 
对 df 求 潮 普 业 分 得 到 一 个 二 阶 苏 变 张 其 夫 ， 记 为 Hess [有 即 
less (ff) = Dlfy € SAD, 
Hess [了 称 为 沦 少 画 数 了 的 Hessian. 
定 光 号 4 线性 映射 Hrss UMY 一 0 称 为 各 明 流 形 
fei 上 的 HHessian 扯 子 ， 
着 基 看 出 ， Hess! 了 } 是 沪 消 流 形 时 上 对 你 的 ..… 阶 协 变 张 甚 场 . 
事实 上 ， 对 本 任意 的 革 , YE 下), 
tHess ANIA, 7) = (DAN YF) = DridA)[LX) 
= YdfX)) — (df NDr A ) 
= YX — (Dy XP 
={Y oR-DyA =iXoY -DrilN 
= (Hest tf 委 ), 
其 中 倒 歼 第 二 个 等 号 利用 了 散 曼 王 络 DD 的 讽 措 性 ， 即 
Dx — Dy [ 注 ， 21] 三 烽 . 


张 其 场 llesn tf) 在 局 部 坐标 系 IU; x1) 下 的 分 恒 为 


8 五 由 器 加 
(Hess (1))i; ={Hess (Ff)) (sr 7 ) = 有 7 (让) Ds 5 
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=fij. (5.10) 


命题 5.1 对 村 尾 辣 的 了 E CY A = 的 市 
证 明 浏 用 黎 拓 联络 TD 与 度量 f 的 相 容 性 ， 黄 知 
pik = 三 本. 
所 以 ， 
gif = (gs) = = af 

证 毕 . 

上 式 中 后 ; 二 97[Hess tA 有 Yi 杯 为 对 称 二 阶 苏 恋 张 量 场 Hess [站 
基于 麻 量 的 迹 ， 记 为 trs[IIesstP) 或 tr[Iess tf 用 )，J|: 是 ， 

点 了 一 trotHrnss tf)) = trfHess tA)). 


现在 来 证 明 染 最 流 形 上 的 散 度 定理 战 其 重要 推 花 ， 如 所 脱 务 ， 有 
向 整 曙 流 形 【 对 ,的 上 的 剧 笛 元素 dVwr 是 大 范围 地 定 交 诈 时 .上 的 民 
深 外 油分 式 ， 它 的 局 部 泽 标 表达 式 是 


{dvr)|er 二 wzl 员 中 re™, 


其 中 15 是 MY 的 任意 一 个 其 定向 相符 的 局 部 坐标 系 ， 局 = 
detigii]. 

下 珀 的 定理 是 散 庶 定型 在 票 狂 无 边 情 形 下 的 一 个 特 重 ， 

定理 5.2 设 (地 ,人 ) 是 有 了 癌 紧 铬 的 im 锥 无 边 笋 若 流 形 ， 刚 对 于 性 
意 的 邯 E 甘 [ 好 ) 有 如 下 的 积分 公式 

f [iy EY)dYnr =0, 
于 

证 明 对 于 与 宏 向 相符 的 局 部 上 华 标 条 (2) 说 


A 


124 杀 二 齐 痔 沉 ; 这 杰 加 


内 由 div 到 的 局 部 直达 式 和 5.1) 得 到 


{rly Ed = ea [站 


=Y lVEXY) A del A dri A Ade™. (5.11) 


[一 ] 


必 


iw 二 VGXida A A A .Ade™. 5.12 
yo ] ' 


容易 恰 广 : :2 的 表达 式 [5.12) 与 定向 相符 的 语 部 堂 标 系 (5; zx) 的 
选 隘 起 甘 ， 因 市 丰 太 范围 地 定 半 在 昌 上 上 的 到 一 1 工 次 让 微分 式 ， 再 由 
[5,11] 式 得 到 

tdiy Eh = du 


所 局 ， 址 撒 Stokss 定理 ， 


1 Liv EYdV = di = f w= 人 0 
hi MN 中 
定理 得 证 . 


对 上 上 紧 致 带 进 的 黎民 疫 形 有 于 为 精 闸 的 靖 果 ， 
定理 5.3 { 散 度 定 理 ]) 设 好 是 m 座 紧 臻 有 向 的 带 过 黎 基 流 形 ， 
是 Bi 上 指 癌 对 册 部 的 单位 渤 向 最 则 对 于 件 间 的 二 二 着 放下 


述 积分 公式 成 立 ， 
f laiv Kav = fo gfn, Xavoae. 
nt NT 


其 中 性 具有 了 从 时 诱导 的 定 国 ， dVYpw 为 WM 的 林 积 元 率 . 
证 明 根据 定理 52 的 证 明 , 需 点 指 war 求 出 来 ， 汐 上 比 ,， 取 日 定 
向 相符 的 局 部 举 标 蒜 由 zz 使 得 ND 关外 中 社 且 


UNBM = {EL IT 一 中 


:ea 


—. —. 名 5 素 烛 流 形 上 的 栓 分 备 于 125 


这 样 ， 在 NBM 上 ， 一 Ti 山 了 8 时 的 
与 请 时 定向 相符 的 局 部 坐标 水 ， 因 此 ， Bi 的 体 根 元 dTiw 证 维 标 域 
天 门 如 时 .| 可 以 表示 为 


Vonr = (1 Cd Am (5.13) 
其 中 = detfgnej lL <oaB im-l. 
由 2 物 局 部 表达 式 泪 .12) 9] 乔 | 
olan = (DT va A A de™. [5.14) 


作为 在 好 上 沿 B34 定 文 、 并 且 指 向 对 的 内 部 的 单位 切 向 基 场 ，n 
可 霖 二 为 


现在 ， ) ， 
{os | 


旺 企 下 B .| 与 Bf 此 诱 必定 向 相符 的 自然 标 轩 场 ， 由 卜 设 得 到 


: A ti 一] 


日 
yln, 四 gu 一 由 下 过 位 立 侧 一] 
4 : 


Th, Th 


于 是 
| 
二 并 tpt = 二 总 di 一 上 rn "i] = 一 一 — 


tt" 
即 aa 一 gr 邻 j 一 mm 得 a" = VGmm 因而 


oo 
特 上 式 局 [5.151 的 第 一 式 便 可 得 到 
A 1 dt 
Bh 一 me 一 pmm de 


126 第 二 二 荣 迁 流 于 


有 及， 
11 1 rr —] 1rr: 
{3 = det | . . 
dm mim ln 
ml ~ rr mm—l Brrr 
Wi 于 
一 rlet 机 gm | 
0 和 him 十 gm ' Hin 


: ot 
人 (gm 十 | 


jl _56 
一 gm [er 2 
说 ， 
vyG = [5.10) 
Tt 


归 一 方面 ， 恨 据 全 .15) 式 ， 


efL 时 mi 一 
gir 尘 } 一 于 (nx Be ) 一 油 得 人 rr 一 pe 


了 


侣 【5.181 ,15.14) 以 及 15.161 二 式 可 得 


ST 11 
wrmem 一 (一 DEV 一 dx 站 dr ! 
访 


a 


= — ql, YF- 


再 由 Stokes 定 坦 得 到 


证 毕 ， 

作为 项 庶 定 理 的 一 个 直接 应 用 ， 有 下 而 的 重 半 结论 : 

定理 5.4 证 【对 ,的 是 紧 致 有 问 的 tm 维 带 边 好 基 流 形 ， 2 为 
BM 的 指向 好 内 部 的 单位 法 向 量 . 则 对 二 任意 的 了 hE COM) 有 如 


加-5 禁 刘 波形 上 上 的 限 分 异 于 127 


下 的 积分 公式 ; 
hat -snore = f [Pa 人 — nt fd [5.17) 
| [ee 


Wf 
其 中 Bi 内 厅 从 Hf 诱导 的 定 癌 .全 17) 式 称 汶 Yeen 公式 
证 明 对 于 任意 的 六 只 三 Cw), 今 焉 = pWF, 则 有 
dv (XY) = Wi Wi +h 
Dm NY) = hv = FN) = Mnf). 
由 定理 5.3, 
上 oth, Vf dT 十 上 Raprdtpw = — f hant fdVaa. 
da dn ans 
导 理 ， 苞 有 
f ye fF Whe + f 了 点 Ad = — f frelh dy 
" Hd do 
把 上 面 两 式 相 虐 ， 恒 得 3.17) 了 式 ， 汪 毕 ，. 
特别 地 ， 如 果 站 Green 公式 中 令 二 三 1, 风 有 下 面 的 推论 : 
推论 5.5 假 让 间 定 理 5.4, 则 对 于 任意 的 了 Eeenit 有 有 病 下 的 
积 闻 人 必 式 ; 
入 抽 Ti = -|f nl flv (5.18) 
上 与 时 
笑 刘 地 ， 当 Ba = 上 时 有 
鱼 丰 Try = 0, 1.10) 
nd 
除了 上 面 讨论 过 的 拖 个 微 臣 算 于 以 外 ， 在 黎 坚 流 形 199, 人 上 还 
可 以 定 交 作用 在 外 微分 羽 上 的 Hodge 时 久 于 ， 巡 向 分 算 了 和 和 Hodg- 


[aplace 算 子 ， 它 们 在 香 曼 流 形 上 的 天 范围 分 析 理 论 中 扮演 疹 十 分 重 
要 的 前 色 ， 下 宣 对 这 三 个 章 子 作 简 票 的 介绍 . 
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妈 此 ， 和 首先 定 广 时 上 的 外 微分 式 的 内 可. 对 于 1 和 所 1m, 证 
六 A- 在 局 部 举 标 系 [Ux 下， 它们 可 以 表示 为 


1 | 
Pl = -中 共和， 15.201 
1 , 
中 = 林 负 下 六 天 dz 人 5.211 
a | 
记号 = pi 已 ' 征 阵 2 = 1 天 二 
] i] -- 2 
i [5.22) 
1 


其 中 pi 二 这 到 本 .22) 式 的 布 端 与 局 部 上 坐标 
系 [D; x) 的 选取 元 美 ， 因 此 好, 加 墟 大 范围 地 定名 相 对 上 的 光 衫 函 
Mh 惧 据 #5 的 正定 性 ， 不 准 让 有 明 ， 


1 
人， 2 一 RE i 之 0, 


并 且 等 导 成 立 当 日 仅 当 交 = 0. 于 是 ,在 于 是 紧 臻 有 辣 的 情况 下 ， 训 
以 在 ACM) 上 上 定 多肉 积 全, 使 得 对 于 尾 意 的 ph ATLM) 
{ps} = Fav {5.23) 


以 后 , 用 | 表示 wwE 二 1) 关 于 内 积 (-,-) 的 模 长 , wp||? = tp ;2). 

衣 梓 ,外 向 下 摊子 册 : 定 间 丰 一 站 0 成 为 内 积 空间 之 问 的 一 
个 上 纹 性 鼎 射 ， 因 向 存在 与 之 其 施 的 线性 映射 中 :A107) 一 A 
使 得 对 于 任意 的 对 < 4"t CW) 有 


deb, p) = (dip), Yip € ALI). 


六 本 求 出 夏 性 算 子 d* 的 表达 式 ， 需 要 定 交 Hodge 是 算 闻 * : 
A A 
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设 EA 人 对), 网 对 于 :Jf 上 与 其 写 向 相符 的 局 部 坐标 系 [0:2 
WW 和 局 部 坐标 表 村 式 


1 . 
wh 二 ind 起 er 


站 ， 
【raoj|rr = A 和 《231 


和 容 甘 台 证 ， 上 式 去 问 在 保持 迁 向 的 坐标 谈 换 下 其 十 变 的 . 因此 xs 昆 
太 范 围 地 壕 名 在 好 上 的 了 一 次 抠 分 式 ， 即 可 € A TM. 

定 灶 5.5 线性 映射 ACM 二 4m "iM 称 为 获 曼 琉 形 [i 
上 的 Hodge 星 算 子 . 

命题 5.6 调 m 维 紧 臻 有 国 黎 曙 度 形 CN,g) 上 ， Hodge 尽 章 子 
* 时 和 如 下 的 性 盾 : Vis, 中 EE AMM 

(1 pA = db 

[2 qd = 1, #1 一 dr 

站 wp) = (- Dt; 

[feet = Gp FE), 

征明 ” 刘 在 局 部 坐 永 对 [t,x 下， 与 灶 的 局 部 掺 标志 法 式 汐 
(5.20) 和 和 15.21}, 

先 证 站 1 根据 定 交 直接 计算 碍 下 : 

1 yo 


病人 二 一 
ON rtm 一 站 用 
A drirtl A A dei 


7 1 -TH 上 1 二 


ar 了 “jin 
rlrltm -EY i Fm TT 二 lr 


ee 


tl hh 


[> 
-YG ti 人 dr 起 
rlrl 


L30 弟 二 说 芍 蛙 流 形 


= ‘WOE 内 
= wd i. 
这 就 证 明了 1)， 
结论 全) 中 显然 的 . 
再 证 明 {外 ). 注意 条 
Yo 记 1 -mm 


WT Tm i 
即 
[二 2 外- 全 
因此 ， 


VG i 


sp) = de 


Pr 


A Im 


了 
【一 十 rm Tj VG | 1: ji i nm 
一 局 加 {fn i 1 dr A A dr 
lm | C DT relt tL pit i 
rl rl — r)! jm " 
Hp del A A dar 
Tim. r] 全 了 7 | im i i 
A i ik. 
Tl FTm — rl 
"tld! mn er 
i ] ， 上 - 此 


~ Pk Il A dr 
[一 Dr 


gh ii le! 让 


+"! rl 


， ， 1] 
上 mi TI . i411 - - - 


Es :: 


上 面 的 第 五 个 竺 号 利 玫 本 行列 式 的 计算 公式 其 中 和， 


| 1 ) PELT 十 T 已， 


| 
大 | 


现在 证 明 { 届 . 由 性 质 昌 


让 1.…m 的 ~- 个 图 定 的 排列 }: 


tL' 1.-rr 十 1-…mn 


) 和 (3) 可 得 ， 
(rep) = frp av = f sp A [st] 
NH BT 
= CD f weav= f Wau 
Mi ni 


pavs 三 { 征 ; 帮 三 人, 提 )， 


市 置 得 让 . 
例 5.2 求 Hoder 星 算 子 #* 在 dz? A 
解 由 于 


六 dz™w 上 的 作用 ， 


dT A A drei = dl A dr. 


眼 上 24) 式 叫 布 


U PT i FI, 


-由 四 Er 一 一 一 
) Pr ~ FY! KI 


机 [了 所 ，， 


- Ptr hp 1 1 并 下 
JJ= 
WilkKl J pls 
G a 
二 一 一 一 一 一 hm 
本 TY 一 站 和 2, i : : 
由 1 rik1 ink 
加 可 下 上 4 六 - _- 下 tr 
Ik 和 
二 了 lin - ， 
加 VO 2, A :pe ' 1 
ey tr oe 
bg 


dtr A 


82.5 区 芝 流 形 上 的 检 分 亲 于 


LD i ] 大 1-… 岂 i 
0 Tg ， 1 rim 一 二 1 je 


ll1 
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定 愉 16 设 ff 是 外 有 向 扣 此 流 形 ， 线 性 映射 

H= [modo#: A = A TM 

称 为 好 上 的 祭 微 分 排 子 . 

野 煞 ， #5 上 5 二 由. 

定理 57 设 1 六 是 吕 锥 紧 到 的 有 向 节 曼 水 下， 则 外 微分 算 
子 d: dr0) 一 由 fd) 与 条 油分 算 耶 二: A720) 全 本 1 美 十 
内 税 [.,') 是 也 为 共 辆 的 开 性 映射 ， 即 证 = 本. 

证 明 设 加 EC 遇 E 直 于) 则 


有 Hf 三 十 一 1 
= dpA# 1 


一 中 站 站 # 了 下 一 深 南 机 直下] 
中 Stokes 定理 每 天 
ap)= f dpasp = f phy) = (po0) 
时 Pe 


证 毕 . 


定 久 5.7 设 1af, 有 是 种 绯 有 向 复 颖 流 形 , 映射 六 = do#+50d: 


df A 称 为 时 上 的 Hodge-Laplace 算 子 . 
下 面 考虑 Hodge-Laplacc 算 于 起 让 个 (时) 二 直上 的 作用 . 
由 上 的 洽 半 易 知 ， 对 于 生意 的 EO 二 0 所 以 


R= id) = drdf Afdhy = 本 = —d*df. 


论 [2 ) 是 种 上 与 其 江 条 相 特 时 局 部 坐标 系 ， 刚 有 


， af,, 
dfirr 一 ri 总 
Ei 


rE 1 .Th i i 


"de i Be 


8 让 联结 暴 式 3 


TI 
= VD DC de 丰 
[Se 


因而 ， 
fdFr|r 二 一 di#dF lr 一 一 gr (Vo 过 | del A A dr 
一 一 妾 GPa 


所 以 和 = 一 总 站 . 这 说 明 -二 在 Cseptfy 上 的 作用 殿 好 是 前 而 所 定 光 
的 Enltromi-Laplace 算 子 和 A. 


32.6 联络 形式 


对 于 给 定 的 mH 叭 党 语 流 形 对, 除了 出 局 部 坐标 系 【Fr: zx) 确定 的 


然 标 锅 汤 {过 外， 人 们 还 党 省 合用- 般 的 局 部 标 架 声 fed: 其 
中 的 每 一 个 后 部 定 文 在 对 的 某 个 开 集 4 上 的 沪 涝 切身 量 场 ,并且 
对 十 性 意 一 点 EE {es 和} 是 切 室 间 再 于 的 基底 、 用 {wi] 表示 与 
fei 半 侦 的 某 切 标 课 库 ， 即 中 = wei, pe Wl 央 看 又.1 的 晤 后 一 段 }. 

假定 DD 是 光 清 流 形 对 |] 的 一 个 联 纵 ， 则 存 宪 1 上 的 一 组 下滑 郑 
烙 Th, 使 得 

De,es 二 Lek. 

计 组 光滑 画 数 [I$; 称 为 联络 D 在 局 部 标 辑 场 Te 下 的 联络 条 数 ， 今 


4 Lt 
2 = Li, 


则 :由 是 定义 在 5 上 的 一 组 1 深 微 分 式 ， 满 足 
De; 二 wes. 


这 m2 个 1 次 自分 式 [3] 称 为 联络 D 关于 标 架 场 {6:} 的 联络 形式 
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如 果 信 :} 是 辟 上 的 另 一 个 局 部 标 桨 场 ， 与 其 对 个 的 余 切 怀 梁 场 
记 为 忆 路 , 则 存在 光 清 函数 中 E em 了 5], 使 得 


Gi = ej;, OW = bu 


[a 


其 中 ( 司 ) 越 征 阵 4 = Lei} 的 族 鬼 隆 . 
设 D 在 标 架 场 {5] 下 的 眶 络 系 数 及 联络 形式 分 别 记 为 伟 , 入 ， 
即 
Da, Ee; = Tien 
那 笃 ， 由 虞 铬 满 足 的 菜 件 得 到 


上 _ 产 上 
2 二 上 - 


| 
rale; = = tie = Dé; = do: tei 十 术 uk et = (lui + it ej: 


因此 
cet = da! + i tb.1) 


iQ.1] 式 买 可 虐 写 为 

二 及 day 十 配 ooeey， 震 , 多 
个 .1] 和 iB.2) 0 
式 ， 还 可 以 把 上 式 改 写成 全 阵 表 法 式 : 迹 忆 一 避让 让 = 人 让 是 市 
次 向 俘 式 构 威 的 wn 阶 方 阵 规定 此 怀表 下 和 娄 i 考 )， 
则 和 .1 与 所 3 式 等 价 于 


= dt lu. 6.1} 


特别 地 ， 如 果 {es} 和 fi} 分 别 是 局 部 坐标 系 [D3) 与 tC 计 )》 所 
著 庶 的 自然 标 举 场 ， 且 


i 
则 征 阵 & 加 是 局 部 学 标 变 换 的 Tacobi 起 陡 ， 即 有 有 


_ fo 
i 
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趟 淮 看 放 ， 玫 时 前 (6) 式 和 红 4 的 (4 式 是 -下 的 


定理 6.1 设 1M,D) 是 一 个 mm 维 仿 射 腾 络 空间 ， {ei} 是 定义 在 
并 子 柴 到 二 奸 上 的 局 部 标 哥 场 ， 与 之 对 个 的 祭 扫 标 加 场记 为 {1. 


加 困 {3} 是 中 关于 {63} 的 联络 形式 ， 乔 
qd 一 Ac 一 5 ha [6 


其 中 了 是 D 的 指 率 张 其 了 的 分 其 ,， 即 了 = [ejy, er》). 
证 明 根据 第 -… 章 的 并 理 ?7.2， 


Co A ey ery = Prtaier)) — peter les)) — ef[ey, ex]) 
一 [esi [er) + i {ert [e;) 

= 一 中 [et 十 ae 让) — wrtles, ee]) 

一 -Eeet 

= wt{D rt — Drees; — {ey et]) 

= oTe ee] = Ti. 


定理 得 让 . 

定义 看 1 2 六 让 客人 攻 式 全 = dui 一 ww wo 称 尝 联 络 也 在 同 部 
标 染 声 {ef] 下 的 挠 率 有 形式 

推论 86.2 说 [MH,D) 是 一 个 mm 维 答 射 联络 空间 ， 则 对 于 车 上 村 
意 个 局 部 标 凌 场 {ei 人 ip E PE, 挠 率 张 荐 了 可 以 表示 六 


了 | 一 dt 0 


即 对 于 竹 意 的 X,Y € 宇 (M), 了 (下 ,lb = ,Yer 
出 此 可 见 ， 联 络 的 无 找 性 等 从 于 i = 0, 1 1 m, 也 就 如 


ti = 3 Mie 
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当 [4.9) 为 葵 曼 流 形 时 ， 令 gi = gleisey), 则 联络 卫 与 度 基 Y 相 
容 的 条 人 性 成 为 
. dgiy = wt ty 十 bik 16.5) 
特别 地 ， 如 果 {ej] 古 必 上 的 单位 止 痰 标 训 扬 ， 则 85 = 6;, 于 是 相 答 
计件 全 .51 成 为 

bj 十 wd 一 小， 

这 样 , 殖 总 联 绕 的 存在 唯一 性 {定型 4 就 成 为 下 述 定 理 的 直接 推论 ， 

定理 63 设 居 m 绰 光 清流 形 订 的 开 于 集 ， 世人 是 党 区 在 
5 上 的 一 个 对 切 标 里 场 ， 则 在 U 上 存在 唯一 的 一 组 1 次 向 分 式 忆 ， 
1 所 记 ,fj 所 1m 往 足 共性 


du i wl 十 i 二 人 中， ‘(6.6} 


证 明 首先 证 明 灌 是 定 理 变 求 的 wi 是 唯一 的 ， 人 证 兰 关 由 是 2 
次 站 微分 式 ， 厅 晤 褒 


中 心 = Jade A 让 i 一 —ai, 
由 荣 件 (6. 人 6}, 
A @ — 5 =0. 
根据 Cartan 1 于 ,让 履 .1 存 在 党 涟 务 数 如。 = 尼 ) 使 得 


. 1 ， . 
i i 


因而 有 ] 
wt 一 3 十 Dip. 【7 
结合 条件 起 十 中 一 0 可 得 谭 


1 ， ， 
二 有 二 一 + Atp), 
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1 


. i . 
hi; + bi = 3 tai 
| 1 - 
丰 I ， 


把 上 面 汪 个 式 巴 的 前 两 个 相 加 ， 再 减 去 第 三 式 ， 并 利用 具 ; 关于 下 指 
标的 对 称 性 相 ;江上 下 指标 的 克 对 称 性 ， 不 难得 到 


2 本 二 i 十 [8 
因此 ， 光 滑 函 数 丝 世 。 直 出 oi; 唯一 确定 的 、 代 入 (6.7) 式 ， 则 得 
i 一 5 yat 一 cr 十 oa { 关 , 员 
上 


因而 ,满足 宣 理 茶 件 各 .6 的 1 次 微 分 翅 wi 至 乌有 … 组 .容易 验证 ， 
出 滞 . 人 0 式 定 六 的 这 组 1 次 鹤 妇 式 确 空 满足 条 性 全 外. 证 毕 . 

定型 6.3 为 我 们 提供 了 用 活动 标 架 种 外 微分 法 求 课 曼联 结 的 一 条 
途径 ， 此 方法 既 方 便 允 有 效 ， 坛 有 十 分 重要 的 实际 意 立 ， 

例 6.1 求 单位 球面 57 = 37[1) |- 黎 芝 联 黎 的 联 纤 还 式 和 联络 
系数 ， 

解 设 5 拭 Sr 上 的 南极 ，5 = 5 和 {5}. 遂 过 球 概 投 影 建立 
上 的 局 部 坐标 系 [El 骆 腹 本意 的 策 2.20. 则 87 的 度 基 了 在 忆 上 网 
限制 沟 


一 + 
a 
GD 
3 20 
“1 


刚 dd 一半 ,t3， 所 以 ， {w] 是 如 上 的 单位 正 交 休 切 标识 声 ， 与 其 
对 但 的 单位 正 变 标 染 场 Te 大 


1 alo 
Gi = G25 Be 1 


1 中 荣 二 章 茜 理 波形 


在 男 一 方面 ， 直 接 计算 得 


站 :一 一 


4 了 nd 
人 十 了 


-人 


25de 
1 + 2 le) 


= Yh 
2 


2cide' ) 


1 + BE 


由 定 怀 分 3, 性 单 世 正 变 标 黑 fei} 下 的 琴 缚 形式 是 


= 


了 


由 


a 


+ 


所 


2 po 


车 要 求 D 福 司 部 坐标 标 [5 下 的 联络 系数 ， 具 可 注意 到 


yf de 
1+ ort 


{1) = i 一 Eee 


2 


并 利 由 联络 D 所 满足 的 笋 御 ， 恒 可 得 到 


EE 


TT ley 


1+ Ee 


1 


. 
De" 


于 是 D 在 局 部 坐标 条 [i; 5 下 的 联络 系数 其 


Tt 


中 


昌 
十 


(ti 


— Eijip + Edy). 


节 


= : Ee 
= Tr 6 + Er dg)dE Fer 


F) 


[- 2 dd 
| 


i 


9 


32.7 平行 移动 


福 前 面 首 划 ， 忆 仅 伴 细 地 讨论 了 闫 带 流 形 上 的 联络 的 意义 和 功 
用 ; 这 一 节 特 给 出 联络 的 几何 描述 . 

定 藉 7.1 变 CM,D) 是 一 个 mm 纵 仿 射 联络 空间 ， :让 二 六 
是 早 中 的 … 茶 光 儿 曲线， 三 E 知 1 如 果 沿 蝎 碾 * 有 

和 点 一 用 ， 有 到 [ea， Bl, 
加 称 毛 向 虹 场 疼 沿 曲 线 是 平行 的 ,或 称 瑟 是 放 曲 线 的 平行 向 
量 场 . 

鉴 丁 鼎 阁 所 具有 的 局 部 人 性 夺 ， 对 于 注意 的 光滑 划 向 其 场 %, 协 变 
导数 有 nn 王家 与 二 福 曲 上 线 7% 上 的 全 有 关 . 了 及 以 ， 在 讨论 切 向 且 场 
区 测 兴 调 曲 占 Y 的 平行 性 时 ， 可 以 假定 并 只 是 漆 站 定 这 的 切 向 莽 场 
节 三 去 全 ， 

冲 果 T 落 在 某 个 局 部 坐标 村 {Cf; 2 内， 并 乳 居 = 闪 [ 直 基 洪 Y 定 
芯 的 学 宰 切 向 其 场 ， 令 


时 
=oyt), 1 Eism XH=Y XU | 
2 EY sin 
则 阅 引 一 局 过 二 从 而 
在 di 他 二 
了 = 一 和 达 ( 芝 + | 和” ty tl ) mk tl {7.1Y 


因此 ， 世 向 量 场 号 瀑 4 平行 的 充分 滞 要 条 件 是 飞 的 分 所 有 ?I 满 
足 徽 分 方程 组 


A 
dX DTSX 四 至 四 二 0 所 志和 mm. [7.2) 


140 种 二 伴 殖 要 入 形 


为 了 其 后 应 用 的 方便 ， 在 此 引入 分 段 光 祖山 强 的 概念 ， 


TI 


Yo Wm 
周 1 分红 沾 谤 晶 蜗 吕 且 于 碾 利 转 用 

定 举 7.3 证 [可 一 对 是 党 讲 济 形 虹 上 的 一 条 连 姓 曲线 ， 
如 时 存在 记 何 [a, 嫩 的 一 个 划分 = 本 垃 有关 挟 丰 -1 二 让 一 避 妆 
得 村 于 每 一 个 锐气 主攻 si[Ea 二 一 村 是 更 上 的 光滑 曲 
线 ， 刚 称 站 和 共 蜡 二 的 一 菜 苍 段 光滑 曲线 . 此 时 世人 员 
称 汶 曲线 Y 的 顶点; 二 dm [由 与 Lin tt 之 同时 类 用 丈 汶 曲 牙 
7 在 顶点 Yt] 处 的 转角 ( 参 独 图 1). 

上 证 定 交 中 的 划 全 称 为 画展 泊 请 曲线 了 的 一 个 光一 划分 ， 

坝 设 3 起 对 上 的 一 条 分 辟 光 请 曲线 ， 革 二 媒 上 沿 曲 感 % 定妆 


的 连续 切 向 量 场 ， 如 果 存 在 站 的 一 个 汽 清 划分 : 
年 一 划 袜 王 -人 = 


局 得 正在 每 一 个 小 区 则 [ti-1,4] 上 的 限制 都 光 请 好 依 束 于 自 变 量 + 
则 称 半 足 沿 出 线 * 定 文 的 从 段 光滑 (要) 向 量 场 ; 如 时 对】 任意 的 守 


| 
和 


2.7 平 共 臣 动 。 1 和 


Xx 洛 光 泗 昌 线段 ?| :5] 部 号 平行 的 ， 则 移 扫 向 盾 场 x 沿 + 是 平行 
的 ， 或 称 和 着 港 + 的 (分 段 光滑 的 ) 平行 向 晶 二 

定理 7.1 设 (4,D) 是 一 个 mr 维 伪 射 联 当空 间 ，p € My; 
吕 二 -好 是 从 点 了 = TID 出 发 的 一 条 盆 段 光滑 击 线 ， 风 对 于 任意 的 
ETM, 沿 曲线 存在 叭 … 的 一 个 分 妖 光 滑 平 行 向 量 场 不 一 号 人， 
满足 初 纺 条 件 区 {0) = 

证 明 取 定 区 间 加, 避 的 一 个 光 潮 划分: 


d= 


使得 对 于 每 个 a, 1 < uN, 曲线 段 it 包 会 在 点 Ytt,_1) 的 
某 个 局 部 举 标 系 [i,; Ti1 内 ， 
为 方便 超 帆 ， 记 fo = 区 慨 定 


: 有 蛤 ; 
了 | 一 ” 一 上 
~ dr ,oy 


并 县 了 ln 在] 下 的 局 部 坐标 表达 式 是 


所 Tyg 


m= lidm. 


根据 人 加， 放生 加 全 阶 线性 齐 次 常 入 分 方程 组 的 初 导 问题; 
二 Xi 0, 
0 


出 汇 性 齐 深 节 微 分 方 得 组 解 的 在 在 唯一 性 定型 , 得 到 满 直方 程 组 {7.3 
的 难 :的 _ 钥 光 搬 函数 


X= A, 


好 -中 
| 


中 
从 而 得 到 一 个 测 4pmn: 的 平行 向 一 场 
,和 
XD = 2 XD 


0 


1 和 各 二 于 可 间 流 形 


同时 确定 了 了 向量 下 = 冯 全 ) ET 和 时, 然后 在 曲线 用 je ts] 上 重复 
上 上述 计 程 ， 记 终 可 以 得 划一 个 冰 阅 壮 况 的 。 评 袜 足 壕 理 要 求 的 分 段 涪 
涡 切 问 量 场 互 ， 证 二 ， 

根 时 定理 7.] 的 证 明知 道 ， 请 嘱 识 守 的 六 行 向 量 场 在 “的 每 一 个 
光 宰 区 和 间 上 是 闪 济 的 ， 

得 明显 ， 一 阶 秦 性 齐 深 常 微分 瞩 程 组 六 .3) 的 佣 构 成 一 个 向 量 空 
则 ， 并 所 它 的 每 一 个 解 基 出 五 闻 中 的 无 于 思 唯 一 确定 的 ， 因此， 语 
分 盘 认 涓 曲线” 的 平行 癌 基 场 的 集合 构成 一 个 三 喇 好 右 构 的 向 主 宗 
间 ， 特 别 虹 ， 对 于 任意 乒 定 的 所 昌 三 t 研 玉 讲 六 的 绊 行 向 景 场 朱 出 了 了 
欠 下 时 到 下 上 邮 的 总 必 同 构 局 : 工 革 二 工 革 ,和 杭 痪 社 曲 六 7 从 
上 = 习 到 的 平行 穆 动 这 样 ， 由 切 向 量 训 E TM 确定 的 讲 曲 部 * 
平行 的 向 其 声 六 可 以 表示 为 


Y= BXn), OSt<h 


音 之 ， 竹 区 清流 形 上 内 要 指定 六 联 妆 ， 就 可 以 访 站 于 行 秘 动 的 帮 
仿 ， 反 过 来 , 下面 的 记 理 说 明 ， 切 向 基 场 的 协 变 导 攻 [ 联 洛 ) 也 可 以 卉 
助 于 平行 米 动 来 得 到 . | 

定理 7.2 设 MD) 是 一 个 m 维 念 射 联 插 空 间 ， ;由本 二 这 
是 对 中 任意 一 茶 尖 滑 半 此 ， 则 对 于 任 襄 的 下 E 甘 {Mf) 


Dn li 下 atAoa3f 本 和 9 一 二 3 的 他 
tt ht + 


一 耳 
[2 


证 明 记 b= 230). 在 到 3 中 取 定 一 个 基底 fa 并 用 设 
ett = Tiea), 
鸯 Ei = ro 而 用 区 基 消 * 的 平行 庙 量 场 ， 即 有 


Lentilt] 三 上 . 
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由 于 nt : Toa 一 Td 丰 辣 性 同 构 ， 研 {crit)} 是 Tn 的 基 
底 ， 二 扰 ， 半 在 ?了 工 的 限制 可 以 圳 示 为 
XA = 3 XDeld), 
i=1 


其 中 的 i 在 的 光 注 蜀 数 .所 以， 


Dy tt = (NY ett XR De 


= 和 二 的 


4 一 1 
在 荔 -方面 ， 因为 下 :Ha0 星 “af 是 同 森 ， 所 以 


Dra i Lit 一 立 划 有 =P! li 十 总 作 ejy 全 + 入 
= + 二 向 


内 而 


Ta ot 二 直人) 一 Xo It 二 一 
人 


令 3 10 则 得 


训导 


jy Paral orl AM) — X of) 
二 二 .站 站 
et) = Dyin td). 
公式 1 由 告诉 我 们 ， Di 总 是 切 向 其 场 xX 在 邻近 十 点 汐 ， 
:下 十 当 肯 的 值 之 闫 与 At 的 商 的 极限 ， 只 不 过 和 全 全 十 和 人 时 对 在 
+ 让 十 当天 处 的 切身 量 , 必须 殿 弗 于 同 构 Pi。, 把 它 变 为 在 让 处 的 切 
向 量 过 后 ， 才 能 与 区 人 的] 机 减 。 【7 起 的 当 一 个 解释 是 : 固定 + 的 
芝 , 把 At 作为 参 散 ， 则 当 A 变化 时 ， 关 a 入 05%t 十 让 是 Tey 
中 闻 过 Xt+[ 由 ) 的 一 茶 曲 线 , 而 Diiwy 玉 恰好 足 该 曲 厂 本 点 芋 i 人 )] 处 


叶 切 向 基 . 


td 菇 二 痒 敌 昌 波形 


定理 7.3 设 (对 ,0 是 一 个 m 挫 丈 曼 流 形 ，D 是 它 的 村 曼联 络 . 
假定 X,Y 是 沿 光 消 曲 锥 7: [6 是 五 对 平行 的 两 个 光 谓 切 向 基 场 ， 则 
它们 的 肉 积 gtX. 了 河曲 线 7 为 常委 . 

证 明 中 于 黎 虽 联络 D 与 歼 姓 度 基 9 是 相 容 的 ， 利 用 交 ,Y 的 平 

Txt A YD =pt Den X CYR, Y [YA)) 
十 中 和 人 De = 路 


最 后 一 个 等 号 是 国 为 世族 其 平 行 的 ， 因 此 ， 
懂 王 个 的 ] 站 站 入 = 闪 数 ， 


定 二 得 证 . 

作为 定理 7.3 的 推论 ， 藻 曲线 * 的 平行 移动 保 打 切 庙 量 的 长 度 各 
磋 前 不 变 ， 换 名 话说 ， 对 于 蓝 昌 流 形 LW, wg) 的 黎 昌 联络 古音， 半 行 移 
动 PT 于 二 i 村 直 等 眶 线性 问 构 . 


#2.8 ”向 量 众 上 的 联络 


联络 的 概念 可 以 推广 到 性 意 的 向 其 堆 ， 而 着 潮流 形 上 的 联 绍 情 好 
是 访 流 形 的 切 众 上 的 联络 ， 向 其 内 上 的 联 绍 提供 了 对 向 其 直 的 入 演 光 
语 截 面 求 微分 的 手 展 ; 同时 ， 平 行 移动 的 概念 也 可 以 移植 到 癌 量 其 上 
来 ， 因 此 ， 向 且 夫 上 的 联 绩 已 痉 成 汐 现 代 稚 分 几何 中 最 重 鉴 的 甘 本 器 
仿 之 一 ， 有 着 十 分 广泛 的 应 用 . 本 节 将 对 则 量具 上 的 联络 理 沦 作 往 要 
的 介 细 . 

定 突 昌 1 请 二 :至 一 对 是 将 清流 形 村 上 的 个 向 量 妇 ，TiR) 
旦 访问 其 以 的 沧 滑 裁 面 的 集 侣 ， 所 谓 向 莉 战 上 & 上 的 一 个 联络 DD 是 措 
哑 射 


DTIEY x EM + TLEY, 


* 
i 
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Em 王 } 上 二 DE A) 一 Dxeé, 

并 上 且 满 是 以 十 茶 件 ， 村 本 任意 的 E YE EM jETIE), AER 议 
FEC™IM), 

人 Dxrrré = 了 十 了 De 

(2 Dy[s + hm = Dxyé + Den: 

(3 Dxtfe) = XIE — FDxt. 

此 时 ， Dx# 称 为 光滑 截面 £ 关上 将 的 协 盔 嘻 数 ， 条 忻 (1) 表 
明 Dxé 人 二 日 变 基 天 有 张 量 性 质 ， 于 是 可 以 把 联 纤 D 看 作 上 映射 D : 
TE) 二 TIE 总 TT* 对 ,使 得 


DENA = Dat YEETIE), X € XM). 


Dé# 称 咨 光 语 裁 面 & 的 协 变 被 分 . 

例 8.] 切 此 和 人 切 且 上 的 联络 . 

设 1 轩 .D) 是 一个 仿 射 联结 空间 ， 则 由 定名 知道 ，DD 是 对 的 切 战 
TH 上 的 联结. 

在 另 一 方面 ， 对 于 任意 的 meETIT ad = did 是 有 上 的 一 
个 1 党 让 狂 分 式 ， 根据 4 式 的 定 祥 ， 圣 于 任意 的 六 EXUWY,a 美 
十 * 的 协 变 导 数 Rse 由 

Daj) = XtatY)) ~ alDrY), YY ex(M) 


定 总 , 竺 易 验 证 , 市 fo, 天 1 嘻 D xwe 髓 定 的 映射 DD :TII* x 和 (NN] 二 
TrtT*3) 是 休 切 如上 的 一 个 联络 ， 称 为 切 上 上 的 上 颈 第 避 在 与 其 对 倡 的 
人 寻 切 站 上 的 诱导 联 绪 . 

引 理 8.11 联 结 的 局 部 性 ) 设 卫 居 庙 其 夫 7 : 玉 二 导 上 的 一 个 联 
洛 ， En ETIE), 革 ,Y Ee 革 [M), 5 是 MH 的 开 保 .如果 


sly = rr | = |, 


146 第 二 不 禾 要 流 形 


则 (Dxallr = 人 rr 

这 对 引 理 的 证 明 与 引 理 4.1 类 向 ， 留 给 读者 作为 练习 . 

谨 夺 : 上 加 全 时 下 一 个 穆 海 m 的 向 量 战 ， 珀 是 对 的 洗 意 一 个 非 
天 开 子 灌 ， 交 是 二 在 xi 上 的 隐 制 ， 则 有 辣 直 具 


和 : El 一 TIE .7 可 


它 是 向 重点 是 症 上 上 的 限制 ， 科 用 晓 络 的 局 部 性 水 玲 庆 道 ， 届 EF 
上 的 缮 第 DD 可 以 请 导出 Eltr 上 的 说 旗 ， 区 果 在 LU 上 存 六 好 的 局 
部 切 标 银 声 {ee 1 后世 以 其 向 量 旧 疼 卉 总 上 上 的 局 部 标 棵 场 
fs 1 之 所 nn]. 那么 对 于 七 革 [MM), 5 ETIEY, 可 以 二 


天 | = Wie le = £80, 
其 中 人 2 6 中. 根据 联络 的 荣 件 有 
加 和 = Dx (te) = 下 De 人 ea 一 下 et 人 se 十 Dassn) 


假定 De,sa = Tgp, 大 中 E Ce 称 为 联 乡 D 在 标 架 场 {ei} 
及 {ss 下 的 联络 系数 ， 则 


(Dx = Xi (esl) - FT) (8.1) 
这 就 是 协 变 导 阁 Dxf 在 局 部 标 架 场 下 的 央 达 式 . 若 记 
3 = Tg 
则 Dye = ws 并 月 由 (3,1) 式 得 
DA = dE + Eg [8.2) 


这 此 协 变 油 寻 DE 证 局 部 标 这 场 1 下 的 表达 式 . 
在 局 都 标 汪 场 {ss} 下 的 联络 形式 . 


9 称 为 联络 D 


| 
/ 
1 


{iti 


和 2.8 向 重出 上 转 联 络 。 14 


车 {i} 是 向 量 从 加 在 U. 上 的 号 一 个 局 郁 标 架 场 ， 设 


Sy = a8s, Da, = ei, 各. 汪 


则 崇 Eestoy) 并 旦 在 珀 上 的 三 一 点 处 dev[a3] 关中 由 联络 的 性 质 
得 到 

Di, = dar gs + edly 一 {dad 十 a es. 
本 (8.3) 的 第 二 式 相 比较 ， 本 得 Da? = dog 二 ae 好 


i HY ,To 
ut 一 hs dn 和 tw Hi! 名 出 


其 中 (五 ) 是 算 阵 a = fod 的 道 矩阵 ， 司 直 卜 寿 联 刍 堪 式 在 局 部 标 殷 
通 变 搞 下 的 变 搞 各 总， 与 胎 .6 一 翌 ， 如 时候 定 


则 18. 所 此 可 表示 为 


ZH=a tda ma tn. BB.51 


一 个 自 热 的 向 题 所 :在 向 基 具 上 ， 如 定 8.1 所 描述 的 联络 是 舌 
存 征 ? 干 面 的 定理 肯 由 地 回答 了 这 一 个 癌 题 , 

定理 8.2 说 蜡 其 满足 第 .可 数 公 理 的 mm 罪 光 清流 形 ， 则 在任 
意 一 个 配 宙 器 的 向 量具 天: 百 王 上 必定 能 角 指 定 一 个 磋 纤 . 

证 明 要 在 癌 基 朴 王 上 构造 一 个 陪 乡 ， 再 要 用 到 逢 分 访 形 论 中 的 
单位 作 解 定理 . 流 形 好 江 羡 第 二 可 数 公 坚 保 证 了 在 好 上 单位 分 解 的 
行 并 性 ， 丁 是 ， 有 时 的 局 部 有 限 的 坐标 枝 党 


名 = {i A EN}, 
由 慌 认 属 | 骂 的 单 科 分 秤 {5 避 (MN], 张 据 证 六 ， 


Supp fs EU DE <l, 


1 单一 全 知 归 流 形 


并且 2,141 不 类 一 般 往 ， 术 可 以 和 根 定 ， 对 于 性 意 的 >E 起 同 量具 
EE 有 局 部 半 凡 化 


ea Wo 
在 本 中 取 定 一 个 基底 {5。}, 并 月 设 
snip) = palpda), Vee Dy, locn 
则 1s} 号 向 其 具 瑟 在 坐标 城 可 ,生计 上 定 必 的 局 部 标 课 声 ， 同时， 


对 于 每 个 轿 定 的 入 E 忆 设 DA 是 限制 中 Eo, .上 的 平凡 有 联络， 使 得 
对 上 1 上 的 自然 切 标 染 声 {| 有 
站 


Does ED liem 1 Aon. 


挽 言 必 ，D? 是 FE .上 后 {a24 成 为 平行 标 旨 场 的 联 阁 ， 
对 十 任意 的 上 ET 本 设 直 mm 三 开交 sa 则 有 


DIE 1 = D* (Fee) = 


4 


对 每 一 个 问 定 的 EK 佛 
falpl -Dé DD) Yh el; 
0. vp Ee MU, 


(faD én) = 
fe eTtE gia, FH Supp tf Dé) Ct, 
令 
D=Y FD’, 
入 
刚 DIB 志 TIE 各 TT*'), 或 等 惟 地 ， 


D :TER) x Fld) 3 TE 
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有 是 向 量具 世上 的 一 个 联络 . 事实 ,上 , 对 于 任意 的 了 E CT £ eTIE) 
有 


Do PD = hidf -s+ ID 
和 而 
= | (df tO DY = df Ds. 
入 和 


关于 职 阁 的 共 作 菜 件 显 热 其 满足 的 因此， 上 面 听 定 映射 DD 梢 实 基 
怠 上 的 一 个 联络 .评比 . 

设 DD 基 问 二 上 5: 巨 二 时 上 的 一 个 严 络 ，p Ee 并, 则 由 了 的 司 
部 家 达 汪 [8.2] 可知， 对 省 杆 意 竟 Ee T(E), wv €E 1M Dt EL 
是 有 定义 的 ， D,# 称 为 光滑 鹤 面 5 在 p 点 沿 切 向 量 革 的 肉 变 导数 . 
丸 外 ， 对 于 对 中 的 光滑 曲线 了: 加 是 一 和, 如果 ETIEY 汪 时 


Daan 一 和 WEE [0, A, 


则 你 应 注 裁 面 £ 沿 曲 三 ? 是 平行 的 . 当然 ， 此 时 只 需要 5 沿 7 有 定 
训 上 且 可 类 梳 于 信 射 腾 络 空间 ， 对 尾音 的 yc 并, 还 可 以 定 必 向 量 

E Er 加 沂 底 流 带 村 上 从 PP 浊 发 的 党 语 曲 内 + 的 平行 移动 ， 从 而 
得 色 在 两 个 不 同 点 史 4E MF 处 的 好 维 二 各 -tf 和) 之 间 的 线性 问 
构 ， 伟 同 佛 与 迷 搂 py 的 光 清 曲线 有 有关 这 种 推广 是 显 而 易 岂 的 ， 
在 此 下 再 监 壕 . 

便 83.3 拉 回 詹 上 的 诱导 联结. 

设 [MD) 是 n 维 仿 射 联络 空间 ， 好 器 m 维 泥 江 流 撒 ， 了: 
一 于 二 范 请 映射 ， 财 根据 第 一 章 的 髓 9.2, 可 以 构 利 所 识 的 拉 回 其 
TTN oH, 它 感 车 下 的 获 为 nt 的 各 其 具 ， 共 i 六 请 ) 截 上 而 称 为 六 
中 络 让 定名 的 ! 强 请 ) 向 量 场 ， 人 借助 于 典 络 了 D 能 句 站 TN 上 引入 堪 
阁 也, 具体 构造 如 下 : 

对 于 导 意 的 ETERTN) 各 EH, 取 训 在 点 ftp) e 的 开 邻 
域 上 以 蔓 在 点 的 叙 域 5 使 得 了) CV, 并 在 W 上 取 局 邦 标 雇 


1 和 0 ”部 二 半 获 灵 波形 


甬 全 则 在 者 域 避 上 志 看 以 表示 让 
El = ea， 
其 中 圈 二 后 全 站 侍 基 二 关 各 对 十 任 帝 的 寺 © 和 调任 
Dxf= XS)eal tp) + ED rpnea ET 的 


则 上 式 语 并 写 局 部 标 架 场 {ea1 的 选取 无 关 ， 训 麻 互 二 如 时) 网 上 式 
质量 的 了 Dwx# 是 拉 回 具 二 : 产 TIN 二 孚 的 光 语 截面 ， 上 足 ， 得 艺 歇 射 
DDTN] x EO 兴 看 出 ， 也 和 东 DD 满 怎 证 立 有] 的 
所 有 荣 件 , 因而 是 向 量 从 TN 上 的 一 个 眉 和 将， 称 为 在 拉 回 从 上 的 诱 
导 了 联结 ， 

注意 害 ， 半 于 性 音 的 大 二 并 站 六 人 ET 二 项 齐 假定 次 
是 获 昌 党 形 ， 五 世相 应 的 吏 吕 联 绪 ， 剧 根 识 联 猎 有 的 柯 造 以 总 和 章 
联 猪 卫 的 性 夺 ， 家 易 泪 昌 下 面 虎 个 时 等 式 /参看 本章 习 是 第 52 题 )， 


DaflY) Dy BFP AY eM) 
NE = {Dak EE Dr, VA EFL), En E TI TNY. (8.3) 


和 注 记 .1 证 ;1 上, 相 二 型 是 想 射 腾 络 空间 WD 上 的 正 测 站 
消 临 此 ， 即 切 如 虹 六 相处 下 为 轮 ， 由 在 局 部 上 十 殿 入 ， 因 此， 对 
本 任意 的 和 EITMY, 并 伍 局 部 二 二 上 多 打 向 其 证 曲线 下 的 
限制 , 国 而 成 变 导 数 Bjyiwy 六 处 处 有 意义 {医者 中 之 的 捧 沦 了 41 和 注 记 
3.2), 碟 据 诱导 蜡 络 夏利 Dong 的 正文 未 难 知道 


Da DinX, VX EL ITM). 起 -多 


据 此 ， 六 容 曲 吉 * 是 下行 阿 基 涤 的 条 件 可 以 此 写 沽 Dy> 扎 1. 竺 别 
地 ， 足 训 地 各 “二 DY = 小 
例 8 总 联 并 的 自 有 与 张 基 积 ， 


| 
上 
i 
| 
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设 DD 是 向 重 岳 mi: Bi 二 让 上 的 联络 ，i=1,3, 由 甩 和 本 B 可 
以 构造 向 量 内 的 直 和 上 后 币 EE2 和 张 基 积 三 公 束 (学 看 第 一 章 的 情 9.4). 
现在 要 说 明 Dt 各 DO 在 这 两 个 向 其 研 上 有 自 樵 的 诱导 联 徐 . 

对 于 任 意 前 瑟 和 于 世 及 Wi ETIBY, 1 二 1,2, 定 交 


了 人 中外) 一 Dte, 是 Dlg, 
Dxf& 多 站 ] 二 D6 洛 和 十 在 名 DD 凌志. 
直接 验证 可 知 , 上 面 定 祥 的 向 个 映射 满足 定 交 8&.] 的 条 件 , 因而 此 向 其 
如 下 车 瑟 并 瑟 帮 本 上 的 联络 . 分 旭 记 为 DD 和 DD. 

例 84 设 (好 .D) 是 仿 射 联络 空间 ， 则 对 十 任意 的 非 货 莹 数 ra 
让 六 张 直 只 TTLM) 上 有 请 导 腾 络 ， 

事 尖 上 ， 移出 了 切 册 了 邮 和 休 切 上 TI* 上 联络 ， 而 此 量具 
了 有 7 个 了 MY 与 个 和 有 构成 的 绒 量 各 向 量具 [大 站 第 一 章 的 
例 生生 所 以 由 税 R3 了 在) 上 有 和 白 然 的 香 导 联络 Di; 此 站， 对 
于 必 党 的 r E TITTEMYY 一 加 革 时] 全 站 天 人) 与 上 述评 导 联 插 了 
相对 点 的 协 蛮 导 玫 Drr 具有 与 部 表 法 式 导 . 站 , 细节 和 留 始 读者 作为 练 


- 计 ， 
习 题 二 
1 设 名 a 各) 共 柳 瞎 疲 形 ， 赴 第 一 章 导 题 第 18 者 ， 对 
于 任意 的 fp E MM x 4， 
pol < Ma) = ta)ep{ Ty ML B fea) tT M2). 
对 上 的 琵 积 度量 = 四 x 各 定 必 为 


ens 二 Ml I A rr 2) 
二 [和 11 下 a) ~ ql , Fal, 


1 于 二 襄 称 于 流 形 
EL Na E TM, TY € TM. 


证 用 ，g 是 流 形 M1 x az 上 的 复 昌 度量 . 

2. 设 | 昌 ;从 是 二 如 有 向 获 基 流 形 ， 全 ) 是 屠 的 与 坷 定向 相 
震 的 局 部 泽 标 系 ， 仿 

8 一 明 (去 二 ) 1 GC = dotlgy); 

征明， xm 深 外 微 合式 dy = Vr A dem 与 局 部 人 举 标 村 [5 ;让 
的 取 法 无 闫 ， 四 而 是 天 范围 地 定 六 在 村上 的 mn 这 外 微分 式 . 

3, 设 对 , 对 是 有 向 光 少 流 形 ， 了 :二 对 怀 光 请 同上 肘 ， 加 果 
把 时 的 定向 出 射 为 好 的 定向 ， 即 对 于 任意 的 疡 E 王 , 避 帮 本 对 上 
每 ,个 与 定向 相符 的 基 虎 {8:}, {fortes)} 必定 是 与 Tre 上 的 定向 相 
符 的 基底 ， 则 条 了 是 保持 定向 不 变 的 . 证 昌 ， /保持 定 同 干 变 当 且 仅 
当 了 在 于 和 班 的 作 意 两 个 与 定向 相符 的 局 部 华 标 系 下 具有 恒 正 的 
Jarnbi 行列 本- 

4 证 9S* CR 是 标 阶 奈 面 ， 站: 39 二 81 是 对 径 点 映射 , 如 
对 十 任 浊 的 hp E57, Atn)] = 一 p. 

忆 ) 证 明 : ”加 是 等 距 . 

上 纯 定 文 自 煞 投 影 = :597" 一 RP" 如 下 : 


各 记 了 人 Tp} = [ry, 


其 中 [p] 基点 亚 在 此 1 入 {0} 中 的 等 价 甘 t 乱 看 本 童 的 讽 3. 小 . 试 利用 
结论 人 在 了 Pr 上 直人 黎 虹 麻 基 ， 全 得 映射 二 成 为 片 部 敬 出 . 

5 例 2.4 绍 六 本 实 射 影 空 间 有 Pa 上 的 一 个 繁 蝇 麻 直 ， 试 间 ， 在 
有 REW 上 停 各 匹 喜 证 和 否 有 总 六 ?为 什么 

0, 投 1 和 册 是 计 维 有 向 区 品 意 括 ， 革 E 基于 )， 对 于 与 定向 相 
入 的 局 部 上 坐标 条 尼 '; 3), 令 


w= YT A A 
1 


t=| 
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技 中 四 = detlgs), gij = (让: 二 二 df 证明; 

[三 局 部 坐标 系 L5; i) 的 可 法 无 六 ， 因 而 中 在 对 上 幕 健 定 
区 的 中 一 工 演 外 微分 式 ; 

(9) 刘 虹 起 5r 是 6 的 体积 元 索 ， 则 有 HEJdRir 二 ,此 中 六) 
的 是 艾 可 缆 在 第 一 章 可 题 第 泽 题 ， 

7. 说 站 9 :位 :站 一 监 县 光滑 函数 ， 1 一 合生 天 由 下 天 让 堆 


王后 
其 中 = > 由 定 记 贞 射 史 : 有 一 咯 如 下 : 
Pv = fu eo, fiu) 区 如 下 fv], 人 全 全 


5 二 pl 是 用 Orz 半 面 上 的 曲线 上品 CGO,3f 晓 Oz 攻 旋 转 一 
夯 所 得 到 的 旋转 曲面 试 正明 ; 

{ 刘 是 谋 入 ; 

区 路" 在 号 上 诱导 的 诬 量 日 美 二 局 部 坐标 系 避 , 的 分 量 尼 


1] 一 大 8 一 有 三山 2 二 FY 十 1 


8, 设 对 ,并 二 各 性 流 形 ， 了 :于 一 蜡 忠 冲 设 (大 看 第 一 章 的 定 
浆 和 有 ,对 于 江 均 的 让 E 村 | 记 卫 二 7 闻 , 下 = 了 -Lp) 称 为 注 设 在 
点 必 E MH 或 授 过 点 前 的 妊 维 . 

[中 证 明 ， 对 于 任意 € 虹 , 纤 徘 玉 是 得 的 民 和 信子 流 形 、 对 十 
性 意 的 天 E 记 , 我 们 把 邦 ( 朋 = Tp{ 卫 ) 称 为 总 设 在 点 方 的 铝 委 切 
空间 . 它 在 TsMM 中 的 正 变 补 空间 Ht = 【瑟瑟 久 称 为 畜 没 计 在 点 下 
的 水 平 切 空间 : 剑 { 四 币 Hs{ 了 ) 中 的 向 量 分 别称 为 沥 设 了 在 点 六 的 辐 
垂 切 向 量 和 水 平 切 向 量 . 

(全 如 日 对 寺 尾 意 的 六 E 于, 以 基 任 间 的 水 平 切 向 最 证 五 ， 
二 天 人 与 二 的 长 度 机 等 ， 则 称 站 : 邓 一 条 为 黎 曼 淹没 . 证 归 ， 
和 js 的 殖民 习 币 1 1 x ndfa[ 基 看 例 2.5) 到 和 ,J 的 六 然 扒 影 


Rl] : i] 庆 bee 一 个 MD, TT MT] We oa 一 小 中 Ta 


18d4 第 二 革 舟 尼 度 形 


都 中 获 号 温 设 . 

9 证 下 是 了 梧 的 子 梨 ， 895] 兰芝 认 } 是 定名 在 站 上 的 到 
个 连续 阔 数 ， 使 得 对 十 民意 的 x*E 二, 矩阵 fgi,[7z)] 感 对 称 的 证明; 

上 如 果 4[2) 入) 分 别 太 第 阵 tgif2)) 的 最 小 和 最 大 特征 上 值 ， 
则 >、 种 汪 者 是 皇上 的 连 颖 两 糙 ， 

全 如 果 不 居 紧 茅 的 , 并 有 对 于 任意 的 zE 并, (giy (zj) 是 正定 的 ， 
则 存在 正 靳 < 和 所 二 得 对 上 必 意 的 zE 万 和 尾音 的 ful YE RT 


都 有 
sy yy? Yt 6 ty), 
: 1 1 


10. 玖 曲 宅 间 的 “ 球 报 投影) 证 站 > 由 站 二 人 


及 全 


.Duy 大 


五 二 { [全 1 | | 1 E Bi-1, 全 1 十 -十 tn)? 加 (el): 
=—a, rt! 0), 
Bf{u) 一 起、 1 ,本 0 亡 Rt+: ; 可 入 一 --- 十 人 二 a 


对 十 性 避 的 == fl 扩 "p 和 六 渍 点 博 定 一 条 直 战 ho- 
以 二 的 交点 ， 丰 扑 ， 该 交 
品 落 在 B"Iw} 肉 ， 汪 下 有 可 道 映 射 :五 " 一 有 "af 风 同 ， 取 二: 11. 

对 人 慎 兰 的 [2 让 EHm, 舍 [Y= rl 
证 明 : 


1 


dr 

J 32 有 202en 
RY Ey 
a 


a — 
Lt. 证 加 前 超 2.2. 


第 10 题 图 
12, 说 时 是 由 入 在 Er+1 中 的 起 曲面， 1 是 月"%*+1 中 的 直角 
坐标 系 . 半 二 尾音 的 点 PE 对 ,存在 了 在 珊 "+1 中 的 开 亏 域 ,使 得 
A NU 有 雪 娄 表 示 : 


和 上 这 玉芝 和 二 上， 人 和， 


其 中 是 是 RR” 中 的 开 攻 域 
[1 证 明 ， 时 上 的 单位 波 库 量 场 的 分 其 足 和 4 = 全 417 作 ,其 中 


一 -一 - 


1 ，。。 -Nm 5 
伍 二 [4 人 * * 4， I ) 计 二 (Fer | : 
如 


Hil ,ee a) 


区 求 由 "+ 站 对 上 的 请 导 蓝 吏 席 量 ! = gid uidui, 并 证 昌 ; 
C= etigy) = HW 
1 证明， 的 体积 元 素 跨 


de — ENE A Adri) | ng. 


13. 在 各 中 引进 等 昼 闫 系 如 下 : 设 [wun), [yy ,un 
Br 公关 存 在 个 整 娄 gt, var 


L586 于 二 车 可 放流 彩 


十 得 


WT CO— vo! ~ da, ] 下， 


命 T" 一 加 mw 记 天: 隔 一 了 为 御 然 投影 , 并 且 把 fa] E 本 
的 -- 等 价 奖 记 鸭 [W ,ml 

[1) 给 出 T* 的 光滑 结构 ， 并 日 在 T* 上 定 习 和 歼 妈 度 基 ?使 得 : 
Ra 二 TT? 是 局 部 靠 原 . 

{3 定 实 玻 射 ;了 Tn gm 恒 得 


pih ev 


将 个 看 成 "证 明 : ”yy 是 等 虹 觅 射 ， 由 此 可 见 ，. 涉 题 所 以 名 的 兆 
工 访 形 [T",g) 就 是 例 35 中 所 迁 久 的 9 维和 下 址 球面 . 
1]4, 设 磁 是 到 中 的 十 半 平面, 即 


E 一 Ltr, 其 EL > 人 
对 J 性 这 的 ff, E 罗 , 定名 诺 y ED 认 (到 , 桂 得 
joalt) = rE 


令 
‘or 一 {ifr {x,y) 所 下 ]， 


它 美 于 从 开 . 诱导 的 光 清 结 和 同和 复合 运算 构成 一 个 2 产 李 样 ， 如 果 把 
好 和合 等 辕 起 来 ， 其 单位 元 素 是 c= 的 ,1 
并 设 5 是 电 , 上 的 在 和 不 变 魏 曼 度 量 , 即 有 


Lal’g = gE 


共 中 La 是 在 避 上 的 卉 移动 【 务 看 第 - 章 避 题 溃 村 题 ;. 记 


由 几 BH 怕 
m= ( 计 ' 训 }， oz=o = 人 (二 , 吕 外 ， 
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| (六 训 ) 
二 闻 dy’ By - 


证 明 ; 车 认 单 位 元 加 处 设 DLL1 =— jy 一 1, yd 二 B32] 二 G. 可 去 丁 性 意 一 
1 二 上述 向 最 诬 基 就 是 所 
谓 时 罗 谎 几何 中 的 度 基 . 

[全 2= (m= 二 ZT 十 YW-1y, 并 没 abedER 上 一 加 三 1 证 
明 : 由 


雏 册 的 变 挨 让 从 全 到 自 导 的 等 距 . 

15. 蔡 例 说 明 : 黎 冯 流 形 之 间 的 局 部 等 吧 不 是 等 价 关 么 - 

16. 设 如 其 蛇 至 的 mn 维 过 通 李 和 群 

上 1 让 明 : 在 全 ,上 在 在 非 零 的 ww 次 左 不 变 外 微分 式 . 即 存 帮 w & 
4 关 昨 人情 得 对 寺 导 总 的 站 拓 怕 人 [= 这 里 有 是 安 上 
的 开 移 动 :参看 第 一 课 习 题 第 44 是 1 

[2) 慨 蛮 忆 是 马上 的 二 总 霸 咎 变 针 徽 分 式 ， 证 明 ， 局 也 是 厂 趟 
变 外 铀 雪上 忒 ， 即 对 丁 任意 的 4aE 训 ,有 (ww 二 ww 其 中 训 是 如 上 的 
右 移 训 ( 佑 看 种 一 革 习 题 溃 世 题 )， 

[3 设 1 足 安 二 的 一 个 下 不 变 药 晶 麻 其 ， = 是 妇 上 的 :一 个 非 
地 的 寺 旋 下 不详 外 慌 分 尼 ， 让 关山 了 安 的 定 则 . 定 关 【其中 的 汪 是 积 
分 变 基 ! 

(al = Goljaawt， 
下 全 
WE 

证 旭 ， 上 而 定 尽 的 1 是 起 上 的 观 不 变 黎 曼 度 是, 四 95= 1) 导电 
于 的 对 称 止 定 的 一 阶 协 变 些 考场， 并 于洋 呈 

Lo=y, Ry=y, YeCo. 
( 双 下 挛 黎 蜗 诬 车 的 存在 泪 的 入 一 个 证 明 方法 可 以 人 着 戎 省 文献 [14 
第 245 页 ].) 


15R 第 二 章 条 第 流 笨 


17. 证 卫 是 得 昌 流 形 Mf 上 的 笋 幼 详 络 , 证 明 ; 对 十 性 总 的 富有 Z 
所 竺 [Nf), 


DDYY 2 =A 2 YS NY SI 
和 村 荧 ， Fl, 十 ‘2 A ], Yn 一 :| 2|, 


反 社 来 ， 由 上 式 确 定 的 陕 射 口 ; 甘 (2) x 革 () 一 守 人 下 好 上 的 无 
挠 联络 并 与 度 基 :) 相 容 . 这 个 习题 给 出 了 丙 曙 联 牛 的 存在 哄 --" 性 网 
再 的 另 一 个 证 册 ， 

138. 设 D 中 榨 群 全 上 上 并 下 收 不 变 魏 曼 诬 其 gl 若 看 小 革 计 其 弟 16 
题 ; 的 整 曼 联络， 让 明 : 

上 对 于 如 上 的 接 一 个 碟 不 变 | 时 其 场 二 ,有 了 三 心 

伺 ] 对 于 妇 上 的 任意 两 个 亚 趟 迹 问 其 划 区 , 了 ， 


1.... 
DxY 一 了 [小 


14. 刘 了 三 并 别 星 黎民 流 形 ., 划 工 的 吾 曙 联 委 ， 二 :对 一 导 
旦 局 部 等 匠 ， PE 对 ,名 = 中 , 证 明 ， 村 于 任意 的 2 E 于 以 琉 任 
阁 的 天 EEEINTN. 有 


FDyN) = Taste 下 


因此 , 局 部 等 肥 保 持 煞 芭 流 形 的 欢 坚 联络 由 Levi-Civira 联 清 ) 不 变 . 
如 时 措 题 则 中 的 茶 件 “局 部 等 虐 ” 近 为 “等 旧 漫 A" 绪论 趾 洗 成亲? 
为 什么 

20. 设 虹 是 吕 锥 区 请 吝 避 ，8 相声 是 电工 的 两 个 区 二 庶 直 ， 
刘 果 存在 光 清 的 正 画 数 E 2 全 得 症 = 说 9. 则 59 和 生 称 为 
共 形 的 黎 曙 度量 , 简称 为 共 形 度量 . 

[1) 假定 {全 ;wi 是 贞 的 春 许 局 部 学 标 对 ， 证 肯 ， 苞 形 的 再 旦 庶 
其 5 梓 5 的 Christoffel 记号 ,I 了 满足 如 下 的 关系 起 : 


- ， 如 四 
TE =TE 十 训 二 7n 和 十 瑟 SA 一 gu Ftln 3 


特 则 考 ， 刘 草 和 二 二 :六 站 尼 基 间 和 下, 则 上 起 成 为 
_ Bn Bp 
k Tk 和 k 中 
I 一 I 十 Pt 一 1 Dr 于 Met 
人 区 阅 和 半分 由 是 黎 号 麻 量 和 M9 国 Boltrami-Laplave 
答 子 ， 和 几 11) 的 结论 证 朋 ， 


BA A ti Dwi TH), ve om). 


21. ! 共 形 度 量 的 联 绪 ) 点 MM 是 微 仙 这 增 ，g 与 避 此 和 上 的 天 个 
了 风暴 挫 的 莹 蝇 度 革 ， 划 有 兆 请 函数 PE MEM), 由 得 站 = 人 ro 很 
设 吕 和 5 分 别 足 时 二 基本 和 的 逆 明 联络， 证 昌 : 


DrxY: DyY — SIN.TY, FE, EX. 


其 中 


SLX A Yio — oi, era A); 


利 册 本 题 重新 证 明 上 画 第 20 题 的 结论 (21. 

22. 洲 9 是 光滑 流 形 对 上 的 一 个 光 漠 、 对 称 的 阶 协 变 张 其 场 
外 如 类 5 越 非 进 尼 的 ， 风 称 #5 为 切 黎 学 度量 ; 特别 地 ， 正 定 的 的 当红 
堪 熏 归 足 通常 的 黎 曲 度量， 有 具有 指定 的 卓 获 此 虎 破 了 的 洛 良 流 形 好 
称 汐 伪 狐 最 流 形 , 并 训 为 040 业 果 对 上 的 甘 嫩 卫 和 的 黎 曼 诬 量 3 
波 足 导 伯 式 ， 则 称 卫 是 均 袭 昌 虚 其 的 相 容 联 结 . 

i1) 证 其 : 蛮 苏 歼 训 了 形 【1 站 上 存在 唯一 的 --… 个 与 g 入 容 的 无 
控 认 络 ， 杯 为 和 上 有 的 的 黎明 联结 ， 

在 区 1! 上 上头 总 


gl, 1 一 tn, 1 一 riy! 十 ren er Ep _ ct yt 


人 


Wr — fe 


则 4 是 如” 上 的 均 黎 最 度量 ( 称 为 Lorents 度量 ;, 因而 【+ .7) 此 
一 个 区 黎 曼 芷 彤 ， 称 方 芋 .1 工 绯 开 srernts 空间 , 记 次 各 或 L721 证 


160 ” 菜 二 症 区 电流 开 


明 : 如 上 的 平行 秘 动 司 本 "+1 上- 关 丁 标 闪 牧 晤 度 其 的 平行 移动 是 
-- 拖 的 ， 

324 迹 二 号 于 唆 称 相 流 形 4 的 一 个 非 空 开 子 第 ， 互 三 美 [L771)， 
ptt; 各 是 市 王 确 是 的 局 部 单 套数 灾 换 峰 (参看 敌 考 交 献 13, 定义 3.3， 
第 140 页 |, 或 114 第 19841135 页 | 即 对 十 任意 的 pE 对 , pit,9) 直 钉 
上 值 问 题 

ee Di = Klien 

的 解 . 加 全 二 于 任意 的 昌 围 关上 着 加 = 号 到 前 圳 的 映射 wp; 者 是 
等 啤 ， 则 称 大 好 上 的 一 个 Killing 向 量 场 (或 无 穷 小 等 距 ). 

{和 诈 二 其) 让 明 : 是 Kining 向 大 蕊 的 元 个 攻 旧 茶 件 下 


FP = 


Dy EZ DN 0 whe LN. 


上 述 方 程 丈 为 KKilling 方程 . 

[3 洲 时 ,克基 区 本 入 形 ， 2 一 六 为 等 险 ， 瑟 二 关 0d 证 
明 ;， 交 人 1 是 就 上 的 Killing 向 苹 场 生日 术 当 半 丰 村 上 的 Killing 
问 基 塌 ， 

i 变 关 E 季 ,下 是 本 上 的 一 个 Killing 向 电场 ， 并 日 到 全 闫 小 
让 遇 ， 存 齐 点 了 的 一 个 高 部 坐标 系 人 ix 必得 黎 曙 度 基 了 在 (人 
下 的 系 束 i 与 4 无 美 - 

17 求 同上 的 Killiag 向 其 场 ， 

时 设 MI 和 Mi 是 两 个 获 颇 流 形 ， DO 和 D2 分别 是 时 和 
af 上 的 禾 雪 联络 ， 伪 诸 = 好 x 和 昨 艇 闸 积 流 形 ( 佑 看 本 六 次 便 
2.5). 诗 【Bi 是 和 M0) 的 月 部 坐 相 对 ， [Fi 如 是 证 的 内部 坐标 和 
由 ny 号 MA 总 8 pa 性 


二 ri 一 和 re Dt 有 自己 Du 


于 是 到] 中 时 工 黄 一 个 局 部 开标 和 片 兰 杯 课 为 


(po 2 
md du [rt ur lire 


I 


~ 
本 
: 
1 
+ 
下 
鼎 
上 
Er 


可 是 二 1E1 


其 中 对 于 什 间 固定 的 了 ET， 
由 


号 
ee 一 [el )。 ) | 
Bip A 了 


9 
对 于 性 已 冉 全 的 pe， 
) 


| on 人 
dv pa due 


上 面 康 用 的 记 叶 可 以 参看 第 一 章 习 题 第 18 题 . 证 明 ， MM 的 允 受 联 
络 D 由 下 列 种 式 给 出 ; 


站 上 由 所 
有 2 = (Ts WT 
ji 9 
Drs Bos = (RY omg 
导 所 
忆 一 一 局 一 一 一 澳 . 
nu 站 it a un 


25.、( 艇 曙 涤 没 的 联 绪 ] 设 了 :上 一 时 入 笋 如 沉没 (参看 本 章 习 廿 
第 8 题 ), 5E 地 . 易 族 ， 切 宝 间 下 虹 有 如 下 的 直 称 分 钙 : 
i150 = (Ty WB (TM), 
其 中 的 傈 5 时 科 和 位 5 加)" 分 别 是 对 在 六 点 的 水 下 切 空间 和 铝 垂 切 
访 间 ， 计 6 站 [加 无 在 时 中 的 玉 平 提升 指 的 是 革 上 的 本 平 
切 向 量 场 互 ; 往 足 某 件 
友信 = Kye EH. 
(1) 证 有 明 ， 每 一 个 光滑 向 量 场 站 寻 昨 ] 有 孜 一 的 水 平手 升 元 二 
EE); 
上 站 设 卫 和 和 五 分 别 为 导 积 证 上 的 黎 迪 联络 ， 证 时 ， 
DyY =IxY + [X,Y, YA, YY EEN) 
1 县 指向 其 六 的 出 淮 分 基 ; 
全 [证 ,有 的 侣 与 六, 以 以 下 [前 相 Y[ 交 有 甘 . 


162 叮 二 章 莹 办 流 开 


26. 泛 了 了 对 ,也 )】 是 信 射 联络 空间 ，sw 是 性 到 白 身 的 微分 同上 且 ， 如 
果 对 于 任意 的 到 :科研 出 [ 计 ] 有 Dp,ixyPrt 了 一 ptDxY ， 则 称 吕 大 
对 上 的 一 个 优 射 变换 . 假设 也 是 欧 氏 空间 本" 关于 标准 度量 的 黎 曼 
联络 ， 试 求 (下 " ,Di 上 的 做 射 变 捧 . 

27. 设 {MD) 是 情 射 联络 空间 ，{fei] 是 邮 上 的 忆 部 切 标 矶 场 ， 
{w*} 是 与 立 对 但 的 余 切 标 架 淘 ， 即 wit#,) = 癌 , 证 明 ， 齐 果 症 是 无 措 
联 响 ， 则 对 于 WW 上 任意 的 饮 秆 微分 式 昌 有 


d= wi A Dot. 
+ 


28. 设 [1 Di) 是 仿 射 联络 空间 ， 站 E df 证 明 ; 划 果 请 二 无 
搅 联络 ， 则 对 二 性 意 的 人 1 ;pl 本 和 tM, 


7 十 1 
(PKL Kept) = DDD i Nr). 
til 


29. 谱 生 己 民 是 单 全 球面 ， 他:] 各 谍 中 的 直 骨 坐标 
示 ,， 王 度 十 定 必 三 个 的 交 衫 切 占 其 声 如 下 : 


(1} 证 且 }; [已 1 ,总 2] = Bg, [2 所 3] 一 了 号 ] ， [Xs; 交 1] 一 2 
上 全 


必 | 一 su Ra 一 ss， 3 一 > Xalss, 
证 明 : {faeuses} 是 丰 范 团 地 定 六 在 5 上 的 省 滑 标 架 盛 ， 皇 且 有 
[ets] = es [eacs] 三 本， [est] = fo. 


(3) 把 {e152,.83} 者 作 间 位 正 奖 标 架 场 和 在 人 9 二 确定 了 一 个 各 
如 产 基 9 试 求 ?的 Levi-Qivita 联络 . 


FE 


_ _ 习 光 二 18634 


30. 设 (时 有) 是 内 疆 有 向 吾 虹 访 形 ， 书 E 本 Ta) 慨 定 在 与 定 问 
相符 的 局 部 坐标 对 [iri) 下 ，w 具有 如 下 的 表达 式 


1 | | 
|r = 7 i dr A A lr, 


证 明 ， * 的 定 详 式 他 -24) 的 右 端 与 局 部 坐标 希 {U7; 1 的 选取 无 关 . 
31. 人 R 上 的 直 前 椎 标 标 (zw,y, 2】 与 球 淮 标 系 (7,yy, 内 之 阿 有 妨 下 
的 变 巾 公式 ， 


T=rcoswmtop, y=rompring, z= ruinig, 


试 求 Beltrami-Laplace 算 子 A 在 球 举 标 系 下 的 洪 达 式 . 

中 .设立 和 总 | 雪 别 是 Rm 和 5m 关于 标准 度量 的 Bettrami- 
Lamace 亲子 ， 如果 位 1 ,gm 是 R41 上 的 蔓 卡 尔 青 币 坐 标 系 ， 
傅 


并， 


则 下” 上 的 光 澳 函数 fx, zt 可 以 表示 为 fir .p1, 其 中 PE 
3"™. 证 前 ， 当 + > 时 ， 下 述 美 杀 式 成 立 ; 
Hf mdf 1 

Br 
在 这 里 ay 是 把 fir .pi 和 作为 pe Sm 的 画 数 所 求 的 Laplacian. 

433, 在 Re 但] 中 令 

_ 定 : LT1 二- 十 
Uri 十 :十 Ei “ 

求 *6 并 证 朋 *r 足 闭 往 分 式 ! 居 : 在 第 一 章 习 其 第 风 题 ) 

34. 洲 jf 是 mm 维 有 向 黎 蝇 流 形 ， ai 是 4 的 位 积 元 ， 瑟 上 
车 让 有 Jr E dM) 里 玉 与 mm 洪 外 微分 式 本 的 内 避 (类 
看 第 一 章 习 题 第 54 题 ), 即 


OE LL, 1 nl1) 一 pe, 六 ] 站 全 站 


1 


104 。 第 二 看 禁 竟 流 形 


是 1 [4 了， 


证 明 ， dy = div (XE) AViw. 
35. 设 fd 有 是 有 向 笋 此 流 形 ，D 是 好 上 的 称号 联络 ， 
1) 芭 些 fei 是 好 上 的 一 个 定向 相 符 的 局 部 光 清 切 慰 架 塌 ， 
#4 高 i 二 9len ej], 矩阵 [99) = 005) 证明: 余 补 分 儿子 上 可 心计 
示 为 


je = 一 滞 全 Dao，waE AT™IAT), 
即 对 于 任意 的 太 ,A 革履 )， 
[让 放生 1 四 一 一 了 [Dr 全 和 天 


(2) 对 于 任意 的 = E 4+L( 对 ) 利用 上 |: 面 的 表达 式 进一步 写 出 jn 
美 于 对 侦 余 切 标 架 场 {6 } 的 表达 式 
(3) 戏 于 任意 的 世 E 半 1), 设 as 是 由 下 式 确定 的 1 次 微分 二 


如 全] = RYE ERUM), 


证 明文 的 散 度 di 这 = -Sex 

36， 证明 如 下 的 Hopf 定理 : 设 好 是 紧 致 无 所 的 可 定向 连通 袭 噶 
流 形 ， 如果 ECYOM) 是 下 上 的 次 调和 轩 数 , 即 满足 去 7 宇 员 则 J 
为 常 值 函数 ， 特 别 地 ， 电 困 上 是 时 上 的 调 秃 数 ( 邮 往 / = 出 , 则 了 
是 常 慎 阻 数 . 

37, 设 半 是 mm 维 节 其 流 形 ，pE 季 , 坟 三 天 本] 井 且 二 全 天 由 
如 果 { 严 太 天 ,ro 是 班 在 靖 点 的 一 个 局 部 泽 标 系 ， 使 得 


X= dvr = gdt A dr A A tr™, 


证 明 : 
i = dr A -Adr™, 


并 由 此 说 明 divx = 9 


可 题 二 105 


38, 设 {etl 是 黎 导演 形 fF 上 的 一 个 单位 正安 的 局 部 标 架 场 ， 
[ 证明， 对 于 任意 的 FE Cl = einyet 


只] 让 明 ， 对 于 性 吝 的 七 1M, diy 六 = VD x ei) 
(3) 利用 (1) 和 他 重新 证 明 等 人 | 


dv (WA) = A YECTLMY, 


其 中 立 夺 Hodge-Laplace 算 子 . 

39. 设 LM 是 属 到 的 歼 癌 流 形 。 dd 和 杀 放 分 别 是 对 上 的 外 徽 分 
主子 和 余 微 分 算 子 ， 本 = 由 二 由 是 旺 上 的 IIedgeDaplace 算 子 .对 
于 忆 E 人 4 人们, 癌 昌 = 站 则 称 吕 是 时 直 的 > 次 调和 形式 . 该 百 " 
电大 上 的 r 沈 圈 和 形式 的 集合 ，(,*) 是 由 45.33) 式 定 灸 的 内 积 ， 则 
A 荡 于 内 积 人 ,有 如 下 的 止 交 分 艇 (liodge 苍 解 定理 ) ， 


A = UAT BAH AMY) Hr'. 


上 过 Hodge 定理 的 详细 证 明 可 以 参看 参考 立 献 [由 ,第 223~225 页 ]. 
山 证 明 ， we 下 (地 ] 是 调和 形式 当日 仅 当 de = ji = 
好 ] 证 明 ， 友和 = dd 一半 计生 村 本 0 从 而 根据 上 
而 的 Hodge 定理 ， 下 述 的 分 解 臣 万 立 : 


A = SAT BL 二 47 和 让 全 本 [出 下 


4 售 3237) = 二 = 只 .利用 Hodge 个 解 定 即 评 
明 ， Zrfaz) = 开 " 思 放生- ny 

41. 简 用 定 印 1.3 证 机 得 虹 联 猪 的 存在 哗 … 性 {好 定 理 和 .后 . 

要 设 喇 中 是 面 8:mr=mf 的 第 一 、 第 -一 基本 形式 务 别 为 


2 
了 一 > gd dt ， 并 二 » 和 didar 


t,1+—1 fi 一 1] 


166 。 并 二 说 办 要 流 开 。 


全 
一 Qi =D, 


wd 二 Dt chs , RA = > brdr, 
7 
一 一 2 gd 
其 中 TJ 是 度 最 系数 gj = ( Ber Be | 的 Christolfa] 记号 ， 拭 阵 
四 人 = 人) .如果 约 定 1 所 二,R,C < 3, 试验 让 
(1) 第 一 组 结构 方程 dw = wt A wh 是 自动 成 立 的 ， 


[2) 弟 二 组 绪 雹 广 程 dw = 站 WB 性 寻 是 南面 好 的 Gamiss- 
0 


odaurzi 六 标 . 

43, 要 时 是 有 向 菜 明 流 形 ， Bp,9E 好 ,YY 是 连接 py 侈 点 的 一 条 
光 滞 由 线段 ， 证 明 : 消 T 的 平行 种 动 忆 ;了 2 呈 一 了 对 是 保持 守 癌 的 
等 中 线 竹 回 均 ， 这 里 节 遇 和 在 旺 的 定 计 对 别 出 并 的 绑 条 所 确 宕 ， 

44. 讲 车 基 可 中 的 止 则 用 上 曾 , 让 具有 诱导 黎 县 度 荆 7T :区 :可 一 
好 是 好 中 的 -条 光 谓 由 线 ， 甘 二 总 [昌吉 在 和 灶 上 沿 3 定 交 的 光 尘 
切 向 其 其 . 臣 可 以 看 作 光 请 由 射 王 ;[a 红 + 区 

[ly 证明， 基 是 洛 六 的 平行 疝 基 场 当 且 促 当 它 在 耻 中 的 普通 袜 


1 < ij < 


商 [a 说明 上 述 结 论 对 于 下” 中 的 起 
曲面 也 基 成 立 的 ; 


好] 假设 基 握 营 基于 中 的 单位 球面 ， 7 是 芝 上 芍 一 个 大 加 ， 
并 忆 弧 长 ! 为 玫 雪 ,证 明 [地 沿 "的 平行 向 量 场 . 这 个 结论 对 下 
中 的 草 位 球面 5* 直 吾 成 让? 
45. 考 上 中 上 半 半 曾 
BR = {tr EER: yO 
弄 是 上 宗 必 灿 蝇 妊 节 5, 使 得 征 准 标 系 [zx,w) 下 ， 


1 
Hl 三 y= 2 二 人 
uv 


(1) 证明， 度 匡 5 的 Christeffal 记 避 为 


1 ， 1 
[i=14% = T=0 TH= yy IT1; = T3s = 本 


[2 设 宇 = 站 有 是 脱 在 点 (0,1) 处 的 -个 切身 贡 ， 从 是 由 
tb 人 移出 的 范 请 曲线 ， 区 = 四 i 是 语 的 平行 向 基 划 ， 定 足 
天 = vw, 证明， 从 # 轴 的 正 向 剂 芝 [ 熙 的 有 阿 击 举 上 一 

46. 设 4 是 电 中 的 单位 球面 ，% 是 续 上 的 一 个 小 加 ( 则 下 条 
加/ ， 忆 是 5 站 % 上 一 点 Pp 处 的 奶 向 是 ， 斌 给 出 入 座 守 任 行 散 动 哲 
殖 观 斯 过 . 

7, 证 记性 笋 最 流失 好 工 的 一 点 ，? :四 本 一 时 是 取信 汶 哺 的 
常 秆 曲线 ， 基 对 于 性 意 的 t€ [人 本 Y 科 = 受 攻 三 第 消 芋 定 广 的 
光滑 问 量 场 ， 即 它 孝 拉 回 是 TM 的 -个 省 请 载 耐 (参看 第 一 齐 的 例 
3.21. 此 了 时， 蕊 也 主 以 看 必 光 消 里 射 半 : 有 a, 是 下 而 如 ,证 眶 ， 如 果 D 
基 拉 回 些 站 时 荆 附 请 异 奖 谢 ， 册 有 

d+ SE dt ' 
即 话 导 联络 全 与 了 时 上 的 癌 通 向 分 吝 合 ， 

48. 设 Lif,9) 旦 殖 冯 流 形 ， :区 时 一 邮 是 凡 寺 的 切 革 .条 
用 下 面 的 太 法 可 以 在 切 具 了 对 上 上 引入 效 骂 度 生 ， PE TM 内 让 
TV WE TEITMY). 取 了 MM 上 的 尖 计 曲线 


二 Wf) 和 宙 = 二 轴 ] 
使 得 如 扩 二 ww 的 二 耳 , 计 了 且 六 二 名 的, HW = ww (0). 出 内 今 
TH = ont}, Hs) — To itels). 


则 由 和 ts] 分 别 是 好 上 活 光 消 明 线 3 定名 的 向 基 场 - 用 也 问 
时 囊 示 时 上 的 蓝 司 习 阁 在 拉 回 上 -了 对 和 和 8 上 的 诱导 联 绍 , 中 
六 

PE 人 yp - Te (R03 Du 人 ) 
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其 中 


证 明 ， 上 而 定 衬 的 肉 积 1 让) 与 曲线 村 和 如 后 的 选取 和 无关， 计 
且 给 出 了 基 太 在 上 的 个 如 品 诺 量 ， 称 为 切 及 上 的 诱导 度量 . 

9, 设 站: {天 , 到 二 LM, 和) 是 更 品 滞 油 (参看 本 章 习 量 囊 9 二}. 
lt) 是 对 上 的 -… 薪 曲线 ， 如 果 对 于 任意 的 过 (和 谢 谴 设 了 在 点 
jtt) 的 求 平 切 向 其 ， 则 和 浆 才 为 淹没 fF[ 在 对 1" 的 水 平 曲 线 ， 现 设 
r :了 时 一 邓 是 黎 虹 流 形 好 的 切 研 ， 了 中 人 中 邮 荆 的 诱导 度 基 (和 盆 看 
本 章 习 题 第 机 题 ). 王 蜗 ， 欠 投影 57 是 种 没 让 是 : 

(1) 尘 于 性 意 的 上 BETH ET 全 名) 如果 直 儿 和 玫 贡 向 其 ， 风 
和 

a = gl ks 
是 果 下 是 求 于 切身 量 ， 风 有 
下 有 gm Te] 


因此 ， 从 投影 = 基于 诱 针 度量 唐 是 笋 品 注 没 { 锭 看 沾 章 习题 第 8 题 )- 

[27 YE 中 的 曲 庆 wit 大 求 平 的 当 且 仪 当 vi 在 玫 对 中 的 曲 站 
7 三 机 的 直行 向 量 声 . 

(加 如 时 3 的 其 Ti 中 的 水 平 晶 总， 则 si) 和 owtj 其 有 相 癌 
的 弧 长 ， 即 w(t#)} = Li 2 [#2)). 

鸡 , 证 明 引 理 8.1. 

51, 恨 设 同 纲 8.2 斌 说 明 井 辣 式 的 大 问 与 局 部 标 太 场 {#1 的 选 
联 雹 闫 ,并 且 签 证， 内 名 前 式 定 芝 的 屿 射 


D: TINTN) x FU 2 THATN) 


满足 定义 .1 的 所 有 汝 性 . 
82. 证明 18. 和 过 多 式 ， 
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53. 在 出 8.2 中 用 任 意 的 向 量 是 mr :百人 一 站 代替 切 上 了, 定义 在 
对 上 的 拉 回 从 产 吾 , 并 存 号 上 具有 扇 族 的 情况 上 下， 类 已 地 引入 向 
其 从 5 |: 的话 导 联络 . 

5 设 D 二 是 向 基点 说 :时 一时 上 的 左 络 ，1i = 1.2. 试 从 别 求 
出 诱导 瞿 络 DU 和 肆 二， 利 卫 避 世 万 宙 的 联络 系数 和 联络 形式 . 

55, 设 [ 庆 .DD) 是 做 射 联 煞 空间 ， 证 明 ， 关 于 D 在 张 基 吕 Tr(M) 
| 的 诱导 隘 销 ， 其 蛮 导 数 公 式 凤 . 生 成立 . 


第 三 章 ” 测 地 线 


§3.1 测 地 线 的 概念 


测 地 线 是 欧 氏 空间 中 的 二 线段 在 歼 曼 流 形 或 一 般 的 仿 射 联 络 空间 
中 的 推广 在 欧 氏 空间 中 ， 直 线段 被 看 作 是 方向 不 改变 的 明 线 ， 换 言 
之 ， 设 : [6 相互 刀 是 一 条 曲线 ， 并 是 丫 人 区 天 总 则 * 为 直线 最 当量 
忆 当 站 的 切 向 量 x 基 常 向 直 :后 癌 叉 等 任 于 


pyaoY 由 = 二 CO 的 一 的 = 


即 yt 的 切 向 量 (和) 沿 曲 线 目 身 是 平行 的 切 向 县 场 ， 不 难看 出 ， 对 
于 一 般 的 仿 射 联络 空间 ， 上 述 条 性 仍然 是 有 意义 的 ， 因 而 可 以 用 来 定 
候 地 【对 ,DJ 是 一 个 in 维 仿 射 腾 线 空间 ， 了 是 及 中 的 一 个 区 间 . 
定 共 11 仿 射 联结 空间 [M.D) 中 的 一 条 兆 语 曲 总 54: 了 一 对 称 
为 测 地 线 , 如 时 它 的 切身 量 站 的 独 ? 是 半 行 的 切 向 基 场 ， 即 
BE) Dor =0 (1) 
下 面条 出 测 地 线 李 局 部 举 慰 对 下 所 注 呈 的 微 介 方程 .为 紫 ， 对 于 
尾 意 的 bE 1, 取 对 在 点 p= tin) 的 局 部 型 标 系 [U7 则 有 后 在 
f 中 的 邻 域 ,使 得 iti,) 5. 于 是 在 上 ，7T 可 以 用 局 部 毕 标 囊 
示 为 
T=wt, lim, 
并 耳 
deff) 由 


(0 dt Br? 


Tt 
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令 1 民 联 斩 了 在 局 部 坐标 和 仙 ; 7 站 下 的 晓 络 系数 ， 即 
8 ,8 


二 Lo 
ai A irr 


则 


Dy Y fy 二 


drtlt) ri (t) dari (tt) 
( a WA) Or tn 

所 以 ， 曲 钱 段 + 由 ， 是 淹 地 钱 当 日 忆 当 #7 三 下 的 ,1 < 中油 足 广 
程 疆 ; 


2 


上 面 角 讨论 可 名 归 绩 为 
定理 1.1 设 和 :了 导 是 人 坊 射 联络 空间 [WDY 中 的 一 条 光滑 
有 级 ， 则 ?时 ftD) 中 的 测 凶 比 当 县 公 当 对 十 任意 的 如 三 了 工 由 在 
点 号 7lto) 的 局 部 坐标 系 1 区 及 真 在 /中 的 辑 域 有 :本 得 
>To ET 井 且 了 的 局 部 坐标 表达 式 到 一 5 性] 满足 此 微分 方程 组 
{1.2). 
引进 新 的 术 知 函数 六 = 一 ~ 


刚 方 程 组 科 .2) 可 其 慌 呈 为 一 险 生 


微分 方程 组 
dr i 
0 | [1 
i 


由 | 上述 方 得 组 的 右 问 是 wi, yi 的 江 请 消 数 ,根据 党 补 分 方程 的 理 
讼 ， 对 于 任意 绍 定 的 初 值 而 鸭 昨 有 = 全 站 引 玉 唯一 的 一 组 光滑 
地 仿 培 ]- [0 vin) 范 数 

省 二 


站 .和 


i 
1 
上 
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潢 足 方 程 组 站 .对 由 刁 初 全 条 性 
Flt; Ti, yn) = 3 Vit rn yn) = 各， 《上 -号 } 


定理 12 说 1 Di 是 二 绯 售 身 联 猪 市 和， 刚 对 丁 性 意 一 点 


PE 计 , 让 开 呈 扣 的 开 人 孝感 忆 忆 本. 以 胆 切 肌 TE? 中 的 -一 个 开 于 和 集 


和 3 雹 全 > 是 和 光滑 陕 射 了 人 机 帮 革 党 一 时 ,使 得 对 于 每 -个 
国定 的 他 ,后 三 营 
二 

点 漂 中 啡 -一 多 一 条 测 剖 斌 ， 满 总 柯 始 菜 件 wD) = 9g, 和 = 

注 记 1.1 定理 中 的 叭 -一 省 其 指 ， 如 果 训 让 [一 向, 而) 是 中 
中 的 一 某 测 攻 戌 ， 并 册 利 测 地 线 和 = tg 浓 是 辐 一 级 初 妨 条 伯 

TI0] = TO = vy, 

则 大 【一 站 1 站 有 不 前 上 必 有 年 一 站. 

证 明 以 点 p 的 一 个 韦 部 坐标 系 fi;2), 考虑 常 微分 方程 组 (1.31. 
形 撕 蓉 手 分 广 标 理论 ( 怠 有 有 僵 者 次 献 8, 第 10 及 村 2 中 存储 点 
人 四 的 开 邻 威 洛 ， 以 及 占 > 0, 他 得 村 于 任意 的 (g.1 5 各, 户 程 组 
红 1 册 有 从 一 的 一 组 解 

天 pt i wii], FE [#6), 
潜 昂 机 值 兴 忻 : 
ni gn 二 

并 后 这 鹿 国 数 光 消 几 依 球 二 放生 机 让 前 六， 因此 ， 志 数组 
2 名 是 韦 介 站 要 


rt tir 上 一 省 
di dt dt Ti 


ws 二 [1 .6 


和 at 
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的 解 . ， 
假定 :一 人 一 5 好 是 在 5 中 由 套数 育 程 
rit = (t,t 
定 立 的 郊 请 曲 谍 ， 风 出 宇 理 1.1 得 刘 ? 是 汕 地 线 ， 并 且 满 足 初 始 某 件 
0 = 9g, FO = 
以 后 ， 把 读 测 地 线 记 为 了 后 六 站 则 它 是 从 [下 的 x 笋 歧 淹 好 的 沧 
滑 映 射 ， 且 满足 定理 的 菜 件 . 讲 毕 . 
推论 1.3 【Di 中 :条 正则 测 地 线 辣 :工人 一 并 [ 凤 潢 显 杂 件 
JY 天 作 的 测 凶 线 ) 的 参数 上 被 贿 定 到 至 条 相 养 … 个 仿 射 变换 ， 即 ， 
纠 上 典 717 有 便 新 参数 化 ! 谷 数 灾 挤 ) 
£ = = 了 
梧 得 二 :上 二 请 然 引 CN,D'Y 中 的 测 地 线 ， 则 有 # = 4 十 中 球 中 
为 请 数 ， 且 4 关 习 
证 明 因 沟 证 f) == [i 抽出 
Die ttt) 一 Dent tte)) . t'{n)} 
= 0)) -A) + Drewyy 人 la 
= 


若 $1w) 个 如 品 08,D)] 中 的 测 二 线 , 则 De 党 = 国 汶 [村 关山 
虎 有 af) 三 由 因而 


tf = 十 看， 址 天 站 - 


推论 1.4 若 出 地 线 “全 2 芷 区 间 上 测 提 上 有 定 尺 ， 则 对 干 任 
意 的 正 数 X 测 地 线 ?和 ae] 在 [一 #3, 丰 和 上 有 定名， 并 且 对 于 性 
启 的 tel 一 8513,d1A 有 


全 
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证 明 对 市 地 线 了 后 = 如 员 作 参数 变 找 
ti= A Era 


并 尼 对 = [34:6 可， 则 由 推送 1.3 可 知 ， 半 是 定妆 在 【一 下 站 本 
上 上 的 视 地 上 贱 ， 并 县 } = 人 全 是 人 所 以 ， 


+0) = 0 = PD = A 0) = ar. 


这 意味 着 定 wi 拭 经过 如 以 加 注 切 可 基 的 漳 地 线 ， 帮 由 肉 一 性 得 
河 
Tu = A = A, EE {dA dm, 

定 妈 1.3 设 1 寻 四 是 in 强 黎 加 流下 ，D 是 它 的 笋 明了 联络 。 计 
上 关于 人 D 的 袜 地 绕 称 状 各 癌 流 形 1{ 针 ,9) 的 测 邮 线 . 

定理 1.5 说 交 是 黎 吕 说 彤 【 邮 , 的 中 的 一 准 止 则 测 地 更 ， 而 其 
搜 向 共立 站 的 长 度 是 常数 ,并且 丰 在 常 莪 4 80, 使 得 8s = af+2 
为 了 的 弛 长 登 亚 . 

证 明 利 抽 歼 营 恢 黎 与 虚 基 的 相 容 性 ， 


TD) = DD 2D =0 


因此 ， 下 
下 二 下旬 [= ax{ 正 常数 )， 

于 是 ， 太 常数 ,上司 得 := 由 十 t 证 毕 - 

室 兴 1.3 设 7 的 襄 黎 量 流 形 【时 ,站 中 的 一 菜 测 籽 比 ， 如 涉 扶 切 
向 基 wt) 大 单位 辣 基 ,到 yf 三 上 则 称 它 是 正规 玛 地 线 . 

换 骨 之 ， 正 规 测 地 总 5 是 以 弧 长 为 盘 数 的 测 地 线 . 

注 记 1.2 对于 黎 最 流 形 iM. 9) 来 溢 ， 定 理 12 全 欣 尽 成 立 的 1 
此 时 ， 开 子 集 多 可 以 芒 体 地 版 为 


= EM Et eT Ell < 
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其 中 避 是 态 p 的 一 个 开 独 戌 ，5 是 一 个 正装 . 

定理 1.6 设 间 :个 一人, 且 是 歼 关 流 形 之 问 的 局 部 等 距 ， 
7 三 YD 是 计 中 的 测 地 认 ， 出 寺 = wo7% 是 六 中 的 测 地 八 ， 计 卓 
LT) = LiY). 

证 明 设 吕 和 吕 分 草 是 对 ,六 的 敢 节 联络 ， 国 为 ww 迁 局 部 入 
件 ， 上 所 内 由 雪 的 定 翌 知 


FE = A | = | | = |, 
), 古 男 一 点 面 ， 根 据 第 一 章 的 定型 4.8， 

Ds 一 Din pt) 一 P+ Dy) = 
所 以 ， 闻 二 6 是 六 上 的 测 地 线 ， 证 毕 . 

在 求 测 地 战 时 ， 除 了 按 儿 定理 11 解 带 微分 方程 组 侍 -3) 或 1.3 
外 ,在 某 些 特殊 情形 还 可 以 采用 一 些 特 薄 的 方法 下面 冶 衣 商 个 有 美 
的 傅 顾 : 

命题 1,7 设 了 :1 村 有) 一 是 ' 是 等 距 混 大 在 欧 压 空 问 喇 中 的 兽 
纵 艇 曼 芒 形 ， 则 光滑 曲线 T: 工 .+ Nf 是 表 司 流 典 [了 H, 加 中 的 一 条 测 地 
线 ， 当 旦 权 当 

df etd) 
( di ) = 

这 虫 丁 表示 从 台 到 对 交 划 空间 的 正 交 投 详 . 


证 明 设 和 6 兰 [M), DD 是 1 上 的 克 加 联 漠 ， 国 此 (上 盆 看 第 
一 章 [4.1 式 和 弟 七 章 的 11.5) 式 ) 


Dot = (NG) ， 


因而 Lf5) 一 


特别 是 


df fd ef) 
六 Dn ty 一 (2 一 (i ) . 


3 
# 
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所 以 ， 了 尾 油 地 线 当 昌 仅 当 王位 TY) 电子 流 形 [fT) 的 法 向 量 
吕 ， 了 了 征 让 地 线 > TE 泪 1 避 重 . 
命题 1.8 设 站 = (0, te 是 繁 显 流 形 (at,g) 中 以 弧 长 为 参数 
的 光滑 曲线 ， 如果 存在 好 到 其 自身 的 等 中 y, 使 得 9 的 不 动 点 集 怕 和 好 
是 曲线 4 上 的 点 枸 成 的 集合 ， 则 7 是 (对, 和 ) 上 的 -条 正规 测 地 线 . 
证 明 由 慨 识 ， 对 十 任意 的 te 了 2 时 二 7 罗 , 从 而 有 


二 
任意 取 定 一 点 二 设想 满 由 
Rto) = ty), tty = tu) 
的 测 地 弘 ， 则 由 定理 1.6, 5 也 是 担 地 鲸 ， 评 且 滥 足 初 妨 条 件 


Petty) = pont — mito) ~ Pltoy, 
Pal to)} = pet (to)) = {tn) = Htto). 


根据 测 地 总 的 唯一 性 ， 奔 在 i 的 都 域 ,, 化 得 对 于 任意 的 +5 ji, 有 
pA) 三), 二 四 是 交 的 小 动 点 . 恨 据 概 设 ，3(t) 落 企 7+ 上, 内 而 
汪 是 的 重新 大 数 伍 ， 出 于 是 了 和 中 的 师长 参 茹 ， 旦 Ti = 站 
帮 

?rm 二 下 na 
所 以 ?是 测 地 哉 ， 又 由 于 如 是 了 中 的 任意 一 点 ， 定 现 得 证 ， 

例 1.1 成 到 空间 如 中 的 测 生 钱 为 育 线 或 其 一 部 共 . 

中 空 上 ， 配 ' 中 的 协 宣 微分 就 是 辣 其 场 的 普通 微分 ， 由 济 地 线 的 
定 艾 ， 酚 中 一 荣光 滑 曲 线 志 测 地 线 当日 充当 它 的 切 向 其 是 机 辣 苦 ， 
这 正 龙 直 此 的 特征 . 

例 1.3 球面 5* 上 的 测 地 线 中 大 回 或 大 回 的 一 部 分 ， 

事实 上 ， 设 中 = 厅 门 5 是 3" 上 任意 一 个 太 圆 ， 其 中 下 站 过 球 
心 的 一 个 二 礁 平 面 ， 候 定 > 是 梧 + 中奖 于 贡 的 反射 变换 ， 下 在 各 


1 芝 三 于 列 地 线 


上 的 限制 是 3 到 其 自 车 的 等 中 ,并 且 以 3 轴 其 不 动 点 集 . 于 是 由 傅 
题 1.8. 呈 中 5 上 的 尖 地 线 . 在 另 省 面 ， 由 于 在 任意 -- 点 消 任 意 的 
一 个 切 方 | ， 都 有 一 个 太 回 通过 该 点 并 且 与 沪 方 向 相 妇 ， 恨 霹 测 地 绒 
的 准 一 性 ， 5" 上 的 猎 地 线 员 能 是 大 圆 成 其 一 部 分 ， 


另外 , 普 设 大 加 31 的 称 数 方程 是 + 全 { 是 绝 长 尾数 , 于 是 |Y 划 | = 
* {球面 5S7 的 半 知 ) 必 的 =1. 将 此 两 式 对 上 求 导 得 到 


= 
中 于 站 的 全 痢 医 在 痒 面 械 内， 故 %*[ 划 与 “ 们 共 线 ， 妈 
人 人 二 站 


于 基 ， 根 据 命 是 1.7.7(t} 基 测 地 此 . 
全 1.3 腺 几 宇 问 中 的 训 地 斌 - 
根据 第 : 章 的 例 2.4, 如 曲 窑 间 的 定 沁 下 


2 , 1 
fn 一 rl __ .rn 十 1 ++i . i tt1"2 一 二 ， 二 ] 
Hr) ie ,TE : Cr NE > 


一】 


之 0. 
现 在 来 炒 H™ic) 在 点 了 三 人 , 0. Tv 一 向 的 测 地 线 ， H"ite) 有 一 个 
大 范围 定义 的 侄 杯 么 { 吾 *frh Pi 的, 其 中 站 是 从 月" 到 权 ' 中 的 开 
从 
也 了 一 如 ， 一 让 _1 
a (5) -es < :| 

的 微分 辣 且 ， 它 的 定 交 为 

上 


_ zl nT ) 
一 
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Hm{e) 上 的 庶 二 9 出 取 +1 的 标准 Lorentz 寺 积 请 后 而 得 ， 它 的 局 部 
坐标 表 枝 式 是 sata 
dy da) 

= ee 1.7 

te 和 


对 于 任 八 的 满足 条 件 Ti) 1 的 让 e 囊 , 省 虚 H*(e 中 由 


ett = tn (2 ,1 一 司 苹 写 0 

定 的 曲线 +- 容易 看 出 ，% 由 二 光 统 长 大 数量 有 -0 = 下 面 证 明 
+ 是 独 地 揣 ， 注意 到 ， 在 B" 11 jw 一 #} 中 国 比 原点 的 性 何许 转 都 避 持 
诬 世 生字 不 变 ， 因 而 由 定理 16. 可 眠 假定 

v=, d= 
定义 三 柳 划一 五 "全 全 得 
名 人 
则 韦 难 在 出 ， 也 是 五 2 上 的 “个 等 此 , 并 电 上 的 点 刚好 是 半 的 不 
动 点 ， 由 痊 题 18 “下 丹 wir) 的 止 规 测 地 线 ， 表 由 测 地 线 的 叭 性， 
吾 "[ 辣 在 于 点 的 制 地 织 部 是 这 样 的 膨 斌 或 其 一 部 分 ， 根据 任 杯 电 射 字 
的 定 避 ,me 中 通过 天 点 的 任意 一 条 测 地 线 者 是 允 - 中 沽 计 :r+ 
疆 的 一 个 一 竖 平 而 与 HNie) 的 交 线 - 
与 款 面 的 情形 灶 仙 ， 利 用 五"Mie) 土 的 联 铺 草 眶 ”中 的 联 皆 之 癌 

的 关系 世 点 命 殴 17 可 以 证 明 痊 革 站 与 丁 一 中 通过 点 点 ,用 包 冶 业 
时 向 某 { 即 淇 足 亲 位 各 站 的 向 草 记 的 -: 礁 平面 的 变 线 是 Hic) 
下 的 测 地 剖 ， 


83.2 指数 映射 


恰 理 1.2 腑 育 ， 对 十 任意 始 宗 的 多吉 二 全 于, 区 有 室 峡 在 一 亲信 


180) 冲 三 章 测 地 镶 
上 的 测 邮 起 ;内 = Yq 还 足 


中 一 全 的 -a 


住 半 一 方面 ， 推 论 1.4 吾 诉 材 们 ， 同 一 条 测 地 总 可 以 到 不 间 的 大 教 全 
司 得 妇 数 +t 的 取 慎 范围 扩 太 或 绒 小 ， 岂 谈 尼 的 袖 靖 切 向 械 需 以 一 个 迁 
当 移 倍数 . 囊 草 只 对 吏 量 让 开 【二 , 田 此 情 堪 迹 行 讨论 ， 尽管 下 能 的 
当 射 联络 空间 {DY 上 也 有 类似 的 竺 论 - 冯 污 ， 对 上 条 的 开 集 产 占 
蝇 下 类 5, 定 光 了 12 中 的 并 地 集 


w= {eT ve ven mi, H |t| < al- [2.1) 


其 目下 = 辣 生 时 所 ， 各 是 7 中 雪 截 面 监 一 个 开 色 域 . 
定理 3.1 过 ;1 是 机 维 菜 总 流 索 ， 由 对 于 任意 -一 点 首 三 对 ， 
必 存 在 天 点 的 开 人 起 所 正 束 二 届 丽 尖 消 映射 


2 [51 
1 让 六 本 区 和 间 【一 2 
、 二 潢 中 :初中 六 半 Yi 业 = 9 Y0 二 昌 叭 一 的 一 条 和 措 地 载 . 
证 明 和 将 定理 1.2 再 上 黎 关 请 形 (加 则 对 汗 伍 总 一 点 PS AN 
若 在 8 点 的 并 邹 域 让 己 计 , 正 诅 5 愉 刁 下 滞 几 射 


人 


由 得 对 上 上 特 一 个 国宝 的 同上 这 扣 站 一 宁 丰 外 站 是 在 午 中 定 六 
在 【- 二 各 上 、 汪 中 初 内 妆 件 $0 = 个 [= + 的 叭 ~- 的 - 荣 济 地 
恨 据 推论 1.4， 


. di 2 
Tl 二 pe 


WE 


| 
并 且 扎 定 奉 潍 在 9c 访 刘 过 让 有 |251 引 <2 上 有 定 问 ， 国 比 ， 三 
油 培 1 
定理 得 证 - 
利用 定 则 2.1 中 租 到 的 由 射 +, 可 式 在 工 节 的 着 子玉 党 ”上 定妆 
学 谢 眩 射 exp ;六 好, 醒 洱 对 J 和 仁 疙 的 全 说 和 区 :有 


Exp 2 i, [2 
特 下 地 ， 固 主 :点 PE 并 设 
1 人 和 .4) 


则 中 [) 证 23 中 国 原点 为 中 心 ， 
暴 射 exp, : Bpi5) -了 娄 司 得 


以 5 沪 半 径 拘 杆 壤 ， 于 是 自 光 滑 


expolt = Explp, Lt) = Lp Mu E Byirl, {2.5) 


定 信 2.4 设 4 让 是 mm 内 各 蜗 流 形 ， :CTM 和 BI 了 
药 意 总 加 上， 映射 exp : 是 时 蒜 尖 在 划 且 卫生 的 计 集 敌 ? 上 药 
指数 映射 ; 映射 xp, ; Bia) 一 好 称 为 这 在 8 点 的 指数 映射 ， 

定理 2.2 设 人, 让 是 mm 叭 获 盟 流 ， 则 对 本 性 襄 的 pC 入 ,在 
Tht 中 存在 原点 的 开 邻 战 ,使得 林 数 映射 xp 是 从 * 到 型 中 的 
井 嘛 己 -esp 上 了 的 籁 从 可 且 ， 

证 明 根据 太 呈 数 定 埋 , 只 秽 要 说 明 txTn 在 谅 点 0e 4 处 是 捞 
六 . 事 宝 |- 出 指数 映射 的 定 光 席 状 推论 1.4, 于 十 任意 的 二 & Bnla) 
J = DT, 纪 如 1 有 

gx 人 站 一 全 代入) 三 人 太 二 二 

即 expuftu) 是 通过 DP 点、 并且 以 4 为 初始 划 向 量 的 测 地 线 ， 十 是 


laxpy, ott) = = Shot 一 一 vt; py = 站 
一 看 


182 某 三 便 测 池 这 
wm Ee Ble) C TM. 


这 这 味 首 切 野 射 ‘cxpp}wo 是 梳 同 映射 ， 由 此 可 知 ， exp 在 原点 0 的 
个 开 邻 城下 二 了 位 上 区 流入. 注 宪 到 全 各 对 有 相同 的 绯 数 ， 起 
由 到 两 数 定理 | 或 第 :- 章 证 理 2.11 得 知 存 在 床 点 入 的 开 竺 域 下 C 全 ， 
届 得 exp, 在 站 上 的 限制 是 外 下 到 expaftE 时 的 光 祁 乓 肝 定理 
得 三 . . 

注 记 2.1 恨 定 ED 并 ,于 且 expsiw) 有 总 党 ， 内 坝 

了 [下 CE 二 | ， 

所 以 从 帮 何 上 看 ， 指 数 陕 射 axp 把 转向 最 ee 卫星 映 到 初始 条 件 光 
i 的 测 地 谍 上 只 点 5 二 起 的 电 必 等 于 wl 的 点 ， 

例 3.1 欧 丰 空 简 了 上 的 指数 映射 ， 

若 拒 扶 于 襟 间 由 与 它 在 康 尺 处 的 雪 空 间 隐 代 "1 等 回想 来 , 则 此 
帮 喘 射 cxps 就 是 恒 辐 时 射 ， 一 般 地 ， 对 上 于 意 的 6E 有 B*, 不 难 春 出 ， 


Xp 人 = pv TE Tp iR™”) = RY". 
例 2.3 球面 Sn 上 的 指数 了 喘 壬 - 
设 we sa 则 sp 在 25" 上 处 处 条 定 立 . 对 于 尾 症 的 了 5". 
0 基 曲 .存在 唯一 的 一 条 通过 ? 点 、 及 与 相 切 的 有 国正 纪 测 地 线 【大 


忒 1%. 于 是 ， expyfo) 大 此 这 茶 测 地 妇 上 从 靖 点 基 起 的 避 长 上 距 交 汶 加 | 
的 点 ; 入川 地 ， 设 二 是 企 意 一 个 非 芮 整数， 则 当 | = 3kw 时 ， 


eu = 
当 | 一 总 +117 时 ， 


oxpottil 一 是 闻 贞 的 访 入 成 ) 


m1 


MT: 


ET eT ELL a 
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83.3 中 长 的 第 一 变 分 公式 


在 欧 氏 空间 中 , 任意 画 点 之 间 的 直线 共 旺 违 接 这 两 点 的 最 壹 钱 ; 
找 颁 人 古 漠 ， 陈 氏 室 间 的 刑 地 浅 具 有 最 得 性 i 语 程 性 ), 在 般 的 歼 总 流 
形 中 ， 测 地 线 上 只 有 喇 部 的 最 短 性 ， 为 说 时 这 个 问题 ， 普 先导 山 曲 哉 红 
区 的 第 一 灰分 公式 . 

定义 3.1 说 :可 一 对 是 广 分 清 形 好 中 - 某 拓 滑 虹 线段 ， 
车 有 5 顽 0 雇 六 和 泡 补 映射 十 ; [和 fs 一 过, 满 中 


重信 攻 -站 ( 关 ， 吐 |, 划 ， 


则 称 肌 射 更 是 卓 线 + 的 一 个 讲 分 : 加 音 + 的 亦 分 由 请 中 
Tm = ra, Tit tt) = I wu E22), 
则 称 再 是 + 的 -个 具有 固定 端点 的 变 分 . 
现在 候 秆 和 是 光 清 曲 数 2+ 的 一 个 变 分 ， 于 十 每 一 个 几 定 的 E 
[一 #,5), 定 实 光 儿 曲 贱 眉 4: [日 -好 得 
了 一 于 人 让 ]， 
为 方便 起 见 ， 通 党 竹 曲 线 mm uC El) 贞 恋 分 曲线 特别 地 ， 广 
“0 = 让 是 怀 ， 变 分 曲线 旗 4%} 着 请 籽 传 业 寺 委 束 ww EE -ss ， 轩 
时 ， 要 作曲 经 的 一 个 变 苍 ， 实 际 上 就 是 把 ?了 嵌 大 到 区 请 地 合 赖 上庄 
参数 % 的 - 蔷 曲 线 中 去 ， 或 等 狂 旺 说 ， 让 此 况 Y 在 它 的 附近 作 一 个 广 
小 的 抠 询 ， 
在 另 一 方面 ， 件 普 辐 定 +e 加, 问 , 立 有 光滑 曲线 a :1 一 ,一半 ， 
使 得 


vt Ee [a,. [14.1) 


mt = ht, 1 


这 样 得 到 的 一 旋涡 滑 曲 汪 fo,? 莹 神 地 使 圈 十 参数 t+ E 汉 , 昨 稀 汐 变 分 
下 的 横 截 曲线 . 


WE (5, £) {3.4) 
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对 于 ”的 才 一 个 变 苍 亚 . 可 以 引入 沂 种 定 尽 的 区 捐 辐 量 马 


, 9 - 各 
= | ( 绚 9 [ 一 is) (元 1 (3.31 


厢 汪 与 刘 分 荐 是 变 分 曲线 族 fi 和 和 模 堆 曲线 族 {m? 的 雪 辕 量 场 . 
未 礁 看 出 ， 当 至 布 略 定 病 局 时 ， 对 了 什 这 的 玫 二 轩 E 引 1 有 


Lfa, 也] = Ef ul 一 


对 天 任 意 的 写 E [a 本 ,坊村 = 宪 村 四, 则 得 到 沂 昌 线 定义 的 
光 证 向 莽 声 访 = 如 sn; 称 海 变 委 重 的 变 分 向量 纺 . 特 草 地， 如 果品 
有 周 定 交 端点 ， 则 Et = 区 = 0 

从 证 交 可 知 ， 是 5 是 变革 生体 处 (人 = 处 ] 的 线 
性 化 ， 或 者 说 ， 它 是 变 分 种 在 * 上 暂 - :起 处 关上 和 目 变 有 量 a 和 玫 Taylor 
殿 开 时 的 -和 阶 近 项 专 一 个 人 个 确定 的 变 分 向 其 场 ; 而 下 面 
的 命题 则 告诉 我 们 ， 让 Wf 上 沿 曲 战 + 定 广 的 得 一 个 光 谓 切 向 草场 山 
是 的 某 -个 变 分 的 变 俘 问 旺 骆 ， 

命题 31 设 [,0) 是 笋 晤 流 形 ，*: [a 是 二 于 是 条 上 的 一 菜 
北 潍 出线 。 本 [Ui 是 深 * 定 广 的 光滑 向 三 增 ，WD 二 开 四 时 
四 在 下 + 的 一 个 理 分 种 四 习 为 其 昌 分 向 其 场 . 

证 明 的 在 TM 的 罕 截 而 的 种 域内 有 措 歼 映 
计 cxp， 由 于 芭 回 [a,Y 的 蛇 煞 性 ， 必 存 在 <> 册 使 得 对 于 任意 的 
[ty G [ob] x ee 

Expirlty UT EXE luli i)! 
有 有 室 必 ， 于 昆 得 到 人 潍 滑 映射 币 : x [一 35 一 过 性 得 
hit nn) = exptyit), vt, VE G0 x ,411 

容易 看 山 ， 台 届 ;= ?0 并 月 对 于 每 一 个 面 定 的 EC :让 旧 闭 


TE 


“uate 


办 和 强攻 的 荣 一 齐全 全 各 15 
是 审 若 菜 件 当 和 的 本 的 的 漂 地 线 ， 由 此 可 知 映 射 更 是 人 区 所 要 求 
的 束 分 ， 证 各 

定理 3.2 地 :0 四 二 杠 是 莹 友 流 形 【7 让 上 的 - :条 洛 许 用 

闭 ， 其 佑 数 1 与 融 区 天 娄 成 此 帘 ， 厢 困 量 ; | 有 i251 一 是 
的 一 个 下 分 ， 役 in) = mY 是 曲线 ,的 张 长 ， 关 1 一 #5,575, 则 有 
， dLiw b— * ， 

L't0y = 本 = 一- 已 ,| -| En Da dj [3 


.一 必 


其 由 = 工人 0 是 果 线 六 的 手 长 ， 严 三 种 的 变 分 而 荆 荔 ， 了 中 时 上 
的 区 上 功 联络， 

公司 式 称 为 强 长 的 第 一 变 分 公式 . 

证 明 绩 了 呵 性 若 别 址 由 合计 式 硼 定 的 可 量 场 . 栋 据 晶 到 强 长 
的 计算 公式 ， 对 于 位 意 的 El se) 有 


Li -上 it= fi 他， Trt 


为 了 方 全 起 见 , 也 用 了 表 示 村 上 的 黎 昼 联络 在 拉 四 向 红 夫 和 了 对 

上 上 的 请 导 联络 ( 舍 看 第 二 达 的 例 8 2) 在 此 竟 多 下 , 刻 果 窒 县 岂 同 定 ， 
训 也 化 为 接 同 向 三 检 iu 关节 上 的 诱导 联络 . 根据 第 一 章 的 8, 习 式 
可 知 
， 加 站 1 " dD Ei 了 1 
= 上 Df Er 


再 由 第 章 的 党 站 式 


lf. 13. 


12 着 T+D 中 六 一 币 ， 部 | 一 省 上.71 
化 A 全 蕊 得 到 
L'il) f Dy DD 1 [3 
名 | 上 二 二 一 te. 站 | 
站 {Ta | 


1806 贡 忌 齐 测 二 灌 


根据 定理 的 很 设 ,参数 上 与 晶 线 + 的 弧 长 参数 碟 比 例 ,所 以 中 | = 
常数 ， 于 是 
出 
1 = Ly) = j pilat = {6 — oll 


即 有 
1 


hoa 

另 奸 ， 当 龟 = 上 时， 全 昆明 训 的 田 向 量 ， 芭 了 中 = 个 . 
在 避 司 式 丙 端 到 = 再 把 仿 昌 上 碟 代入 祥 且 利 由 第 二 章 的 全 .9) 

起 向 .90) 式 ， 可 得 


IY| = 


3-8} 


1 b 
i 二 1 Dat yd 
Ah 


证 毕 . 
从 变 分 全 过 全 梧 可 得 如 下 的 推论 ; 
推论 3.3 假 民 辐 定理 3.2. 如 时 而 是 曲线 ” 的 有 国定 端点 的 变 
分， 则 有 充分 公司 


Lf 下 一 上 
+ 0} = Se = 
特别 地 ， 若 了 是 调 地 线 ,， 期 ? 基 是 在 它 的 任意 一 个 有 国定 央 点 的 变 分 
下 亚 医 经 玫 的 棉 江 点 . 

遇 线 的 密 分 以 划 呈 长 的 第 一 变 分 作 式 可 以 推广 为 存盘 洛 带 曲线 的 

分 段 范 滑 变 分 世 及 相应 的 强 长 各 -… 变 分 公 碟 . 
定 导 4.2 这 站 :上 让 一 型 是 光 铀 清 形 时 | 的 一 某 分 自净 池 曲 
线 ， 币 :[a 可 xf 并 是 -个 连 疆 映射 ，< > 0 如果 存 谋划 线 


山 
上 (ED dt 位 匣 


1 
的 一 个 沁 请 划分 [性 看 第 二 登 的 定 叉 7.2) 
R= 


二 得 对 于 语 = 1 ,NN, 电 在 [1; 嫩 ] x 1 一 2, 让 上 的 限制 是 光滑 时 射 ， 
且 = 条 重量 的 (分 段 光滑 ) 变 分 . 

相应 地 ， 通 过 各 3] 式 济 昌 徊 币 定 实 了 阿 基 场 王 和 向 其 场 ,以 
及 蛮 分 向 直 场 已 = 可 wm 它们 关于 变种 4 其 分 嫩 光 潜 的 . 

里 奸 ， 不 雄 证 明 ， 他 题 3.1 六 于 分 段 光良 曲 小 也 臣 成 也 的 ， 让 明 
外 作 玉 可 . 

音 定 理 3.2 用 十 分 段 光 宵 吊 线 “可 泌 得 到 下 面 的 辣 论 ， 

推论 8.4 没 T: 9 可 二 对 是 歼 员 流 形 这 四 上 一 淋 分 不 东兴 
上 涂 ， 吞 数 + 与 其 昕 长 秦 娄 成 比 柚 ， 训 果 和 于 :了 [下 一 竺 起 
的 一 个 芬 段 光 清 变 俘 ，W 基 相 应 的 变 分 向 其 场 ， 则 灶 于 * 的 任 间 一 
个 光滑 芭 分 ， 二 要 三 tw 一 也 让 如 下 的 党 一 变 尖 公 丈 : 


. ™ 呈 岂 
1 1 
Li) 一 dL = bn 》 Cy -| tt Dr dt 
du it 0 ji 一 1 1 十 和 


上 一 1 
= 二 | (D+ Yi 


[ i 一 | 


册 
- 上 人 De 
也 


特别 地 ， 如 果 对 大 + 的 一 个 有 同 定 端 点 的 变 分 ， 则 
Ln] 一 ds DG 一 站 一 六 到 pu ， 
| 1 了 | “ 
(3,11) 
定义 名 3 拱 富 ; [6 自 于 村 晤 要 显 访 形 C4, 四 中 的 _- 荣 当 眉 共 
消 川 线 ， 和 如 果 对 于 3 中 连接 Ya) 和 (9 的 任意 - 茶 分 段 光 济 川 训 
93, 孝 请 (之 上 47), 则 称 * 是 连接 Yiu 和 ?的 的 一 条 最 短线 
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定理 343.5 设 7 Ew, 有 可; 是 瑶 怪 流失 1 用 中 的 一 末节 菇 划 
语 曲 澡 ，t 写 于 出 长 几 数 成 比 讽 ,如果 址 连接 Fi9) 种 5 的 - 菜 
藤 千 绕 ， 央 字 必 二 一 条 测 地 烧 . 

证 明 考虑 = 向往 记 一 个 有 辣 注 端点 的 挛 分 


;|a, th x ioe, sl NM. 
棋 沁 已 理 的 霸主 ， 


Lin; = LE | 


上 


所 避 ，= 妖 是 光 尘 机 者 王国 = 互 的 卉 小 值 坟 ， 因 昨 ， 呈 和 = 
根据 已 ,111 式 ， 
mW—] ， 

Yt i} f HD di = 0, 12 
ii 一】 
趟 中 了 屁 ? ST 业 时 Im 所 场 ， 中 if 变 区 省 的 任意 性 以 肥 便 题 3 1 nj 
3.12] 村 于 铂 守 写 训 的 性 次 一 个 清 旺 ie 一 了 的 内 的 分 段 光滑 应 
其 扬 忆 = 世 油 帮 旺 成立 的 

最 定 玉 强 y 区 个 党 清 时 分 总 和 全 二 下 天 此 让 千 小 的 
正 数 迟 得 中 二 intt, 一 让 -1 可 于 扫 一 个 夯 定 的 并 过 了 芝 遍 . 浊 
正光 小 hy C1， 起 得 


1 


i = 、 
ty 
ee 
< 
Uj 他] 一 ni [0 TD [nl! 宁 人] . 


将 可 代入 全 12) 式 得 到 


四 Ti 
让 ， 


ty 
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因 蛙 ， 
hit) - :Dr | 一 0. ti 芯 + i. 


棣 据 的 定 避 ， 当 ttE€[ 直 让 年 时 ， 和 ==1, 因 庙 
[Dw -0 
再 全 4 一 贝 下 得 
四 全 人， 三 村， 并 衬 略 ， 1 3 


同 此 ， 对 于 每 - 个 j, 量 线 最 Ta; :1 古 测 地 线 ， 症 外 ， 全 131 从 过 
说 明 积 分 
| Dy lt = 1), 


于 是 ， 各,121 虑 成 汉 
.一 上 
Yr ty = 0. (3.12) 
1 一 上 
为 了 说 明 YY 的 违 普 疼 ， 涡 要 徇 造 个 适 六 的 分 毁 光 请 由 亚 分 揣 
量 场 Witi. 全 得 也 = i 友人 0. 有 有 
Ct) = ll 


为 此 日 的 ， 首 先 用 本 从 表 六 身 量 闻 全 -并 ) 让 昌 线 * 作 平行 移 
动 所 得到 的 分 段 光 福 向 莽 场 ， 并 取 止 数 


1 
而 min | Co £1l. 
Ti 


再 取 大 Ei 和 一 1 上 ,使 得 0 所 1, 并 二 


1. t= #;. 
kit] 一 
站 工 一 和 | 衬 机 ， 
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念 
El) VAD, telt Sit LicN-l 
1 
= 4 0 ‘ea (Utrin -0] 
i=1 


LJ im-_1 十 让 ] 是 - 
显然 ,这样 构造 的 各 时 场 的 满 是 我 们 的 要 求 . 
失 这 个 向 其 场 太 代 A 六 13.12 式 个 得 到 


上 一 1 


A ed 
i 一 1 
即 古 
了 全 上 [4.14) 


此 式 说 邮 入 具有 坟 癌 的 切 向 其 场 '. 前面 已 经 证 明了 ;在 好 一 个 小 区 
癌 -1; 刀 | 芋 的 根 制 足 滑 地 线 ， 现 在 知道 YY 在 区 间 [a, 引 上 是 进 续 
的 ， 世 以 直 测 地 线 的 存在 唯一 性 得 逢 ? 是 证 亦 在 [ww 引 上 的 测 地 上 线 ， 
因而 是 范 袜 的， 证 毕 . 

仔细 分 析 定 理 3.5 的 证 明 这 程 ， 可 以 得 到 如 下 的 推论 ， 

推论 3.6 一 条 分 段 交 浊 井 线 ” 是 测 地 线 当 吕 仅 当 Y 是 在 它 的 任 
总 一 个 有 辣 证 绢 点 的 些 分 下 的 对 长 放 函 的 临界 点 - 


#9.4 Catss 引 理 和 法 坐标 对 


存 儿 河 学 中 ， 为 了 能 驶 前 单 明 了 地 描述 一 个 凡 何 对 集 ， 选 取证 当 
的 艺 标 系 是 至 关 嘻 要 的 . 对] 区 总 流 形 来 说 ， 最 证 川 的 局 部 淮 标 又 就 
征 听 丧 的 洁 苦 标 条 ， 它 是 价 助 于 指 雾 映射 建立 的 ， 本 节 将 引入 法 坐标 
条 的 慨 窜 ， 并 在 这 种 特殊 的 坐标 钞 下 研究 艇 员 联 站 的 性 质 ， 为 此 ， 秀 
到 对 辕 2 所 引 大 的 捕 数 映射 作 进 一 步 的 讨论 ， 
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定理 4.1f 人 auss 引 理 ) 必 (,9) 赴 mm 维 歼 蝇 流 形 ， pp 科 ， 
1 E TT 好， 如 果 指 歼 映 射 exp, 在 4 点 有 定 关 ， 则 对 十 任意 储 世 
TM = TI 有 
Huxpplrete) : texp,,) out] 和 pp :人 {4.1) 
证 明 任 屯 wc TM 向]cxps 芷 处 有 证 只 ， 斌 有 = > 使 得 
对 于 任意 的 许 , 记 加 ,了 ] x [一 52), cxpy tt 十 Nw) 有 意 总 因此， 得 到 
范 沿 上 映射 出 :0.1] x [一 2,8] 二 寻 , 使 得 


Bit) = orp tt + umm, Wt EID, Dx (ee. 


显然 ， 对 于 每 -个 #1 一 ;二 ,二 而 人 ,| 贞 刘 地 到， 扩 订 证 蔽 ， 畦 
是 制 地 线 ” = 的 一 个 测 地 变价 ， 相 厨 的 举人 妇 向 其 场 六 为 


站 
lt = so C3 二 (exp eit tn) 


= tlexp -tf OLEl. i 
在 另 一 方面 ， 曲 线 y 的 导向 基 划 为 
站 , | ， 
wt = (六 ) = [expaleial il. 


地 信人 有 | 计 汶 式 居 入 强 长 的 第 一 安生 式 总 5 风 绎 
dh) ] 站 ! a | 
| of Ene 


hr 


= itexpa) (0), (epee le)) 0 本 


其 小 
. L 
1= 1 = flare hol 
dis 


注意 到 测 此 线 的 切身 量 的 长 度 且 常数 ， 直 楼 计算 E(w = [7w) 可 
让 得 开 


1 1 
Lu = / lt = 1 [Ot -+ 
0 hn 
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一 人 二 ER 


蕉 
dD 人 
dr 全 3 
di 
du | 四 {4.5] 


把 笛 司 式 代 A [44 山 , 便 得 到 [4.1) 霹 ， 定 弄 得 证 ， 

推论 4.2 ”指数 映射 cxp, 把 屯 季 中 与 射线 tt 水 实 的 向 苹 映 到 
地 中 与 测 地 纹 1% = expyttv) 正 变 的 替 向 贡 ， 即 指数 琉 身 你 持 问 此 
匡 生 向 测 地 浇 的 正 交 性. : 


证 明 根据 Gauss 引 理 , 对 于 作 意 的 +E [0,1i 座 及 伍 音 的 ww & TM 
右 


taxpp lat, [expr}uc{r) = 
其 以 ， 当 各 = 由 时 有 
Crpalatt), ep = 0, 
证 毕 . 


推论 4.3 居 糙 映 笛 cxp, 济 身 线 二 的 划 方 向 号 保 长 的 ， 妈 对 于 
改 瘟 的 、 平 行 于 ”的 切 剖 着 到 E 和 时 ,都 有 


exPlsec0a| = | 全 |. 
证 明 涝 35= 30 斯 内 Qayes 寺 理 得 到 
Hexppjaef = Mloxp, ont {expplacela)y — Xe wy = nl. 
证 毕 . 
注 记 4.1 设 p€ 并 , 殷 定 首 > 0 全 得 指数 映射 exp, 芷 


(8) = {1 6 TA: 
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| 有 是 党 ， 根 据 auss 引 [ 理 ， 


入 (0) = expy, (Bntd)) 
= {9€ 和 ; 齐 在 连接 名和 的 训 地 线 7, 恒 得 下 全 达 旨 ， 寺 而 

称 罚 在 J 中 忆 力 为 中 心态 证 为 卡 径 的 测 地 球 ; 其 边界 站 为 
3 称 汶 在 季 中 惧 p 为 中 心 ， 其 韦 鸭 半生 的 测 地 球面 . 很 及 让 ， 
测 好 妹 贸 ,| 阅 利 科 球 BB[ 辜 忆 了 对 未 必 筷 加 肪 的， 但是， 内 定理 2.2 
得 抒 |，* 6 充分 小 时 ， 指 数 映 射 引 大 Bi 的 到 过 全 的 沦 沸 加 在 ， 此 
了 时， .5 加 与 球面 39" "1 其 同 托 锡 . 捧 论 42 斯 站 从 后卫 出 发 的 淹 
地 线 与 党 人 本 是 止 交 的 ， 所 以 通常 拒 这 样 的 澳 地 绕 称 为 径 向 得 地 线 . 

定理 4.4 设 1U,g) 是 mn 绯 区 总 流 形 ，pE 和 .党 (全 交 介 古 
记 ,( 提 Tn 在 指数 映射 ezp 下 的 党 诺 加 六 像 ， 划 术 

了 上 于 


下 一 茶 愉 目 环 用 营 的 径 庙 淹 地 线 ， 注 呈 Yi 的 =p 邯 和 ,对 二 时 中 性 
意 一 -条 从 nn 到 和 = 的 务 段 光滑 曲线 3 :他 身 全 时 孝 有 有 
上 [3 > ln), 
并 所 等 导 公 在 弛 [4 到 = 加,1 时 成 立 ， 
证 明 记 4 =Y 败 , 则 3 可 以 用 指数 映射 表示 汶 


~ 一 expol sy, 有 羡 昌 】. 


普 先 假定 晓 线 站 完全 所 合 在 测 寺 奸 部 (从 玄 肉 ， 草 总 = Rxpa 啊 下 
在 所 (6) 忆 瑟 中 内 原点 人 到 5 的 一 条 分 段 光滑 曲线 ， 在 单位 球 血 
Sy C 全 时 上皮 :一 荣 分 长 治 滑 本 斌 站 :加 用 下 Sptll; 已 受 非 鱼 的 分 
段 光 语 函数 + : [a 可 一 下 使 得 


从] 二 


区 4 弟 三 罕 测 池 线 
成 而， ri 二 站 r= |w|. 是 
时 | = Ca 有 让] 
Pt = Coxpy) ori o tr nl + rl) 
一 [erp rt ks 人 的 ;十 工区 eeDa]srinafog ee， 
出 上 | 的 | 三 1 上册, 再 根据 排 论 42 和 推论 43 
C,H) = 公国 中 exp -rewafatD)P 
十 ff | (xp,} «Tit) { {th " 


+ 2r ir epp ari CA), (expy ) reocn ar [EY)) 
J 


> (rh = | 上 了] 
所 以 ， 
L139) = forz 了 wig > fr (tit 
一 六 本 rie = | = Li i4.8) 


现在 依 定 3 不 宽 全 包谷 在 纺 ,[ 遇 祈 肉 ， 于是， 好 让 < &£ 生机 司 
得 六 旋 瑟 .5 四 ,于 是 基线 度 台 = 则 nri 这 全 世人 清 在 壤 ,( 间 之 周 ， 四 
此 ， Li 了) i). 

划 ] 于 也 [3 上 上 [和 典 良 据 上 上 面 的 讨论 ， 妆 必 业 完全 世 介 让 吉 ,[ 辣 
内 ， 谭 册 人 号 上 中 的 等 导 式 半 ， 所 对 ， Ti 由 衬 四 寞 日 和.8} 入 
式 址 次 等 翅 ， 不 尖 一 般 性 ， 可 举 rf 办 交 科 因而 有 


[exp ) rns Cr 人 二 用 
让 于 exp :有 人 罗 2 5 全 是 郊 清 同 胜 ， 汉 由 三 心 央 而 
直人 = Coner, 


所 避 ， 


ult) = wh) = —, PU) = exp, [了 


四 
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这 说 时 , 曲线 8 只 不 这 是 淹 地 训 的 重新 合 数 尼 , 它们 的 橡 妇 是 相 厅 
和 网， 了 即 


St 9) = 0, 1]). 
证 毕 . 
生理 444 的 几何 意义 和 如下; 当 曾 it 作 > 四 是 互 癌 二 7 旺 在 指 
获 映 射 exw, 下 的 认得 同 肚 像 时 ， 测 地 妹 部 中 的 任意 .- 点 m 与 
氮 得 建 接 的 最 短线 其 筷 9 之 间 的 算 历 漳 却 线段 ， 特 崭 地 ， 它 完全 落 在 
在 昭 ,f0 内 
四 此 ,自然 地 要 问 , 帮 对 上 术 接 纺 ,[ 帮 中 性 意 两 点 只 ,中 的 慑 是 
讽 是 车 充 全 落 在 该 测 地 球 内 唱 ?” 在 一 - 般 情 况 下 ， 这 个 问题 的 营 案 有 是否 
定 的 ， 训 亦 上 ， 可 以 考虑 由 中 的 单位 球面 部 设 p.gE 8 是 天上 
的 一 对 对 入 点 ， 则 
ot) — $4 {0 
二 三 训 上 局 点 为 中 心 的 测 地 球 ,而 是 它 必 Byir} C17,#2 在 指数 号 
由 exp 下 的 同 用 像 . 不 次 看 出 ， 存 调 


2 E .区 人) \ 场 9 


履 科 在 3 中 连接 而, 由 随 点 的 最 短 曲 竣 是 通过 点 的 大 茵 弧 ， 尼 
然 不 会 党 全 落 在 浏 地 妹 . 易 fT) 办， 因此， 疾 题 的 担 法 席 流 足 ， 对 于 过 
间谍 形 了 下 的 任意 一 点 5 是 否 存在 它 的 某 个 分 域 所 , 傅 得 连接 共 中 在 
痘 两 后 的 最 短线 部 落 在 证 之 有 上 ?在 下 一 节 将 肯定 地 回 管 这 个 问 稻 . 

到 上 DE 对 ,在 工 f 中 性 意 下 定 一 个 忆 零 向 其 为 原点 的 科 卡 尔 
直角 坐标 系 [5 站, 根 撕 定 环 2.2. 在 五 时 中 存 症 原点 的 本 邻 域 ,使 得 
指数 映射 


Ex 下 本 esp 车 


业 光 滑 同 托 ， 批 2 等 同 于 苔 " 并 设 则 = expz1 :17 -让 , 便 得 到 了 


点 的 一 个 局 部 举 标 系 [0 yp: 1， 


1 和 = 十 副 地 绕 


定义 4.1 如 上 得 到 的 局 部 举 标 系 [本 p72 栎 为 儿 名 流 至 , 夫 
在 点 的 法 坐标 票 , 相应 的 开 染 5 称 为 和 点 的 - -个 法 坐标 部 域 

大 妹 ， 如 果 不 考 虚 汉 标 邻 域 的 太 小 ， 了 了 点 的 法 坐标 杀 考 确定 到 相 
莽 一 个 常 系数 的 下 次 变换 ， 上 种 说 ， 在 BR" 中 侍 意 联 定 一 个 篆 卡 水 直 
胡 坐 标 和 水 ,， 刚 和 在 下 土 三 站 出 了 一 个 波 华 杯 系 为 了 方 恒 赵 见 ， 遂 前 
浓 半 径 占 逢 当 小 的 训 地 娃 器 (全 = oxp,tBy[ 交 ) 帮 为 py 点 的 法 玲 标 部 
城 ， 称 为 卫 点 的 法 坐标 球 邻 域 

牢 理 4.5 迹 让 /wr 是 黎 芭 济 搓 LM Tom 9 的 法 举 标 承 ， 
上 下 歼 基 联 引用 在 (ti; 7) 下 的 联络 系数 ， 风 有 


i 人 4.9) 


央 半价 坦 ， 
Hat = yop = dp = 1 einm, 时 由 


9 i 
二 69 (所 队 (95) = (og 


证 明 ”根据 法 坐标 系 航 定 六 ， 对 于 任意 的 4a= 人 21 ET 二 
1 布 
ni oexpyin) 一 是 1 ih. 
画 比 ， 在 波 侍 标 系 [Ez 下 ， 从 了 点 出 发 的 径 癌 济 地 研 expnttay 只 
合 数 片 程 起 


Tt) = rexp, lia = bi, Lim. 


入 入 测 地 吉 的 微分 韦 ' 得 
dr de de Tt tio ]=0, lkem 
dt ut dt 


得 到 


eT = 
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让 上 式 中 念 t= 由 并 利用 4 = (a1,-… ,am) ET 的 任意 性 和 1 吕 关于 
下 指标 i 5 的 对 称 人 性 ， 恒 得 到 


TE = 0， 和 , 记 太 


这 点 是 所 要 证 明 的 村 问 式 . 定理 的 其 余部 苍 旦 品 急 的 ， 正 毕 . 

法 半 杯 对 对 于 协 杰 单数 的 计算 具有 重要 意 文 ， 以 光滑 张 量 场 的 睹 
变 导 数 的 公式 得 向 如果 蛮 一 点 gE 时 的 法 半 款 条 下 进行 计算 ， 刚 张 
基 场 的 分 其 五 7 点 的 协 变 车 数 就 化 为 这 些 革 节 诺 坟 点 的 普通 导数 . 这 
个 事 舌 经 常用 来 简 萎 一 些 生 麻 的 运算 过 程 . 

定 沁 42 洪 WW 是 连通 的 mm 维 儿 总 流 形 ， 对 于 性 意 的 两 点 
于 EM, 

Hp 二 ni 起 村 中 连接 pg 的 分 局 光 神 曲线} ‘1.10} 


称 为 py 两 点 之 问 的 奋 离 . 

定理 4.6 设 【 闻 ,人 站 是 连通 的 mm 纵 笋 总 流 形 ， 则 市 {4.10 式 定 总 
的 距 启 阔 元 届满 足 虚 世 空 间 的 公理 ， 因 而 (4, 品 墟 一 个 岩层 定 间 ， 

证 明 上 避 依 次 证 明 站 满 是 正定 性 .于 称 性 和 三 遂 术 等 式 ， 

[正定 性 ; 显 眶 ,对 十 任意 的 jE 有 pp. 训 二 中 现 设 py 时， 
PP 关 # 因此 可 到 点 的 测 地 球 问 ,( 吉 , 玫 >) 使 得主 遍 ,1), 则 在 于 
路 性 意 一 条 连接 p.# 两 点 的 分 眉 沾 请 有 是 线 与 党 ( 辣 至少 有 有 一 个 谈 
点 ， 因 此 ， 工 [ 习 之 二 在 此 式 两 端 关 上 曲线 取 下 确 轩 ， 便 得 

dn = inf HA > 0 


上 定性 得 让 . 

位 ) 对 称 性 : 显 热 . 

人 3] 三 前 不 革 式 : 讽 了 ?于 1] 二 于 分 嘎 师 连接 地 
与 员 以 及 #9 与 7 的 分 段 光 谢 曲线 ， 批 mm: 六 接 起 来 得 到 对 中 的 一 茶 


198 第 三 说 浏 地 站 
站 鼎 六 请 此 线 ?, 其 正六 是 
(人 t & [0, 172]: 
A = 
“af2t 一 11， 万 [172, 1|. 
显 热 四 三 和} = 二 7 根据 成 257] 的 定义 ， 
dip rt) SFY) = Th) + Lt), 
在 上 涉 中 分 别 到 上 tm), 关于 的 下 确 异 ， 恒 得 
df < 全 着 的 十 三 全 天- 
证 毕 . 
根据 虑 高 六 的 定名 上 4 种, 席 基 空间 1 可 是 巾 黎 此 虎 关 9 崩 定 
的 ， 以 广 ， 在 拒 歼 癌 流 毛 13,w1 者 作 度 其 襟 间 时 ， 指 的 就 是 汪 理 4.6 
中 所 说 的 度 天 空间 【时 的: 特别 地 ， 总 是 假定 【时 :由 下 连通 的， 
注 记 4.2 可 撕 定 闪 于 2 水 准 知 道 { 参 看 证 记 于 二 
这 ,站 CC 人 EE 时: 本 下拉 二 可 
特别 是 ， 如 果 指 数 峡 射 expy 在 芒 ( 辣 上 旺 光 潮 占 是， 则 
= {Ee M; dt 
[名 并 本章 半 题 第 14,15 题 )， 由 张 可 见 ， 葡 尽 流 形 【时 :由 在 看 国度 辣 
空间 [时 ,起 人 时 ， 它 的 庶 王 抓 扑 0 匆 分 流 形 邓 本 身 的 牛 扑 是 一 敏 的 . 
在 第 二 章 的 加 .2, 幅 经 引信 这 笋 此 流 说 之 问 的 津 本 的 概 意 , 那么 ， 
它 与 庶 节 空 条 之 间 的 等 距 愉 有 什 冬 样 的 美 系 呢 ? 于 面 的 宕 理 川 答 了 这 
个 问题 ， 
定理 47 刘 于 :本 ,有 一 全 ,向 是 歼 总 流 拱 之 间 的 等 取 ， 用 于 


利他 分 别 表 示 在 黎 品 六 及 【有 和 (站 :有 的 虐 离 函数 ， 则 了 也 是 
从 度 天 空间 【机 , 琴 ] 到 CN, 的 痊 臣 . 
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证 明 刻 果 六 ,太一 [下 是 等 时， 则 了 操持 对 庶 明 比 的 弧 
不 变 ， 汪 中 对 丁 任 音 的 jg 时 寺 正在 向 中 连接 po 的 任意- 条 
雪 段 尖 放 二 线 + 


diflp, fay) < LI om) = Ly. 
江上 布线 + 求 上 确 界 ， 得 
DFP Fr) < in EY) = tp, g) 
住 男 一 方面 ， 由 二 站 计生 到 人 六 也 是 等 虑 ， 故 有 
dp, a) = FD 三 和 人 全) 


所 居 中 [9 = 弄 六 全, 邮 /是 度 其 室 间 【时 ,由 入 NG.e 牛 1 之 
间 的 等 瞪 ， 定 加 符 证 . 


§3.5 ” 油 地 凸 邻 域 


肯 先 引入 蝇 牛 子 集 的 概 半 - 

定 区 上 1 设 广 左 菜 兽 流 形 CV,g) 的 子 保 .如果 对 于 任意 机 点 
?2.35C 5 邦 有 叭 -的 : 某 节 和 拓 席 地 线 * 过 搁 六 和 9 并 且 在 了 上 除 病 
点 户 寻 外 的 其 休 各 点 者 藻 开 六 内， 则 和 栋 写 为 ,加 的 一 个 强 凸 子 
蘑 ， 

环节 的 主 此 目的 下 要 说 明 一 个 事实 ， 即 :， 黎 芝 流 形 在 下 一 点 部 且 
有 唱 册 浏 地 妹 作 六 该 点 的 法 礁 标 舍 域 ， 称 为 该 点 的 珊 籼 凸 地域 ， 为 
此 ， 需 要 下 而 的 市 是 ， 

定理 5.1 供 f 主 四 起 mm 维 万 坚 流 形 ， 则 对 于 任 关 一 上 品 Ps 们 ， 
攻 有 点 国法 举 标 名 域 全 , 世 及 正 针 而 壤 得 不 中 的 每 -点 和 部 有 宏 
坐标 域 邻 城 汝 {加 司机, 换言之， 化 也 人 语 在 内 中 每 一 点 的 一 个 具有 
凡 加 半径 的 法 瞧 标 球 令 域内. 


2 帅 三 便 吉 地 线 


证 明 根据 十 理 2.1, 对 本 任意 的 PE 条 ,存在 pp 点 的 并 印 域 ,中 
竹 = 岂 上 站 渤 映射 


了 一 2 . 
使 得 对 了 丝 一 个 (9, € 和 “3 一 一 expylte) 是 定 久 在 区 
同一 2,23 上 、 昌 满 是 初 六 菜 件 YD 二 7 国 = 二 的 唯一 只 一 某 沁 地 
线 . 证 效 尖 请 上 映射 Fi itIf, 二 各 
Fiat} = fo Sep fe), i= 
出 于 人 们 = 到 故 U x 5 是 点 Fp 在 届 光村 中 的 一 个 于 凶 
域 . 不妨 设 1 旺 点 的 一 个 局 部 法 坐标 系 ， 则 当 到 充分 小 叫 ， 
x 应 计 x 于 在 点 的 一 个 局 部 介 标 系 ， 此 时 , 在 澡 " 下 有 
确定 的 局部 举 村 条 (zt eq 使 得 任意 一 点 (9,4) e 久 * 的 举 标 由 2 
和 vw 一 vrt) 给 出 于是， 映射 下 可 以 表示 为 
上 证 一 人 人 xbyf 


由 于 【expb-p :Th 到 了 时 是 便 辣 映射 ， 易 刊 晤 储 避 上 :自贡 Jacnhi 
ha 已 
志 1 


其 中 ji 是 得 阶 阜 位 广 阵 ， 所 以 ， 存 证 Pp 点 的 开锅 焉 VY CW, 以 虐 

e005), 使 得 是 到 x 和 的 开 了 华 关 二 YSY 上 的 微分 同 

及， 其 中 YY* 的 意 关 回 党 邯 
吓人 


各 世上 5 点 为 中 心 的 开 球 全 ,使 得 卯 x 守则 机 和 #6 满足 定 纯 的 
更 求 ， 

事实 上 , 对 于 性 总 的 的 站 在 全 ,出 上 证 x 作 芭 扩 = 下 不 难 
者 山 


[uy Ee Fir} < eT | = 深 | 
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这 普 味 着 由 E 亡国 概 有 不 二 六 品 ,定理 得 证 ， 

推论 5.2 ”对 于 药品 流 展 1 时 由 上 的 每 一 点 到 村 存在 点 的 一 
个 并 俐 域 由 和 止 获 点 使 得 让 中 性 亮 梧 贞 出: 各 况 可 以 用 唯一 的 一 
永 长 度 小 于 二 的 最 冠 测 地 线 相 连 堪 . 

证 了 明 。” 选 联 符 从 定 二 5.1 的 要 求 的 开 郭 域 全 利 正 数 人 任 络 
,由 于 洋人 , 向 EE 澡 ,[ 则 . 良 据 定理 业 4 机 与 径 可 
忆 几 地 1 中 的 答 向 测 地 线 相 连接 ， 它 是 连接 站, 各 的 唯一 的 一 亲 最 
香 曲 钱 ， 并 唱 其 长 度 小 于 放 让 毕 - 

下 面 的 定 班 在 一 圭 的 意 导 十 说 明神 地 球 的 矶 性 ， 

定理 5,3 设 p 在 mm 纵 笋 电流 盯 (Hw) 上 的 任 记 一 点 ， 巾 存在 
玉 数 ,使 和 对 征 任 意 的 开 吉 7 之 + 以 避 人 尾 兰 鸭 # 匡 3 当 af 中 的 
测 地 线 “与 .六 (站 在 9 点 相 划 时 ，T 在 9 点 的 -个 邦 域 内 三 用 出 地 
十 名 pfF] 保有 一 个 公共 后 香 

证 明 渴 TFPi) 是 六 点 的 一 个 法 坐标 系 ， 色 可 > 必 使 得 

CE 
因此 


凑合 | = | Cc 机 Yin < | - 
i=1 
设 0<r 志 加 测 地 碌 面 ,07) 的 方程 六 
Firl, = er 
i 二 上 
对 于 任意 的 Te . 咎 和 | 设 是 主导 中 枉 意 - 菜 本 .和 人 1 年 3 点 丰 切 
的 测 地 线 ， 基 做 烙 广 称号 
a= rit 0 = rN = | 
他 下 的 三 中 人 的] 出 让 


FI = Tet 0, 7" 0)) = 0, 


203 。 弟 三 年 到 地 卡 


并 有 几 7 的 & 遍 [7) 当 且 促 当 所 D0 由 让 (Wz 是 点 的 法 化 标 
条， 测 地 线 - 7 了 可 以 表示 沪 


YH = expyl re tH, ,em (0). 
另外 ， 基 了 到 了 的 乍 疝 训 地 战 为 
is) = exppls (2 0D), ,ON Dasel. 
上 所 以 
dt 
TE = Cexp esr to rr (OO). 


drl dr™ 
~ [0} 二 ENE sin 0D) ni)) ( 委 0,… 由 。 


册 定 前 假 庄 ， 学 和 La 却 有 有 0) ,ent1Wo = 0. 所 可 Gauss 引 


理 得 提 
_ 5 2 王八 =1 aa 六 的 
:= se 


时 彝 可见 ， 上 = 站 是 巩 娄 FI[ 售 的 一 个 临界 点 . 

王 面 将 坚 让 明 ， 存 让 亮 委 小 的 正 煞 = 伍 得 节目 广 了 妆 关 时 ， 了 上 = 自 
时 函数 请 ti 的 一 个 局 部 最 小 值 点 沪 叱 ， 需 要 计算 王 人 在 上 三 0 证 
的 二 阶 人 导数. 利用 测 地 线 “ 上 清理 的 方 袜 可 得 


= 2 二 -2 (Te [+1 和 
fl E 
wo). Ep eat : 

t=1 


Ft = Fie! [t}, 


i 
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=2 3 (et NE a ne 小 


一 1 


1] 
F (0) = 时 人 tA,- | 
2 i “Orma) 芝 2 的)S 0) 
j=1 f=—1 


由 定理 .5 24tp) 二 0 从 因为 
0) < 


+ 


即 每 一 个 xi[0) = 2 人 9 是 有 界 的 , 故 即 站 正 数 < <<#, 伪 得 泊 & 凯 p Le) 
时 ， mz 阶 太 阵 

& 一 2 5 
是 正定 下 阵 ， 十 是， 对 上 任意 的 正 靶 了 < 6 当 狐 地 线 总 强加 年 
点 机 权时， 


11 
FAO = Fl ty, ,rt)) 


t=0 


所 以， 立 狼 到 人 在 让 = 由 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 严 丧 下 斩 ， 
日 站 + = 处 取 棋 小 慎 FIO = 人 0 从 而 当 fE[-s,21 革 +7U 时 ， 


Tt) 一 Flr 好 : 工 D, 


这 总 昧 普 "的 尼 各 or 定 埋 得 证 . 

定理 5.4 设 {于 ,让 是 im 维 笋 电流 形 ，z 是 并 中 任 感 一世: 网 
存在 > 0, 恒 得 对 王 任意 两 点 人 1, 扯 上 天 [ 辐 , 必 有 了 唯 - 的 一 条 最 沽 测 
朋 线 + 连接 全 与 多, 并 县 在 Y 上 除 贞 点 四 ,更 以 证 的 共 余 所 都 落 和 
声 , 人 1 内- 


2 革 三 重 测 地 小 


证 明 形 据 证 地 5.1, 可 取 p 点 的 令 域 印 各 基 个 8> 0, 使 得 对 于 
每 一 点 8 二 , 训 i[ 是 点 在 的 法 华 标 球 部 域 ， 旦 下 区 后 再 由 
定 帅 5.3, 存 福 正 数 使 得 癌 全 雪琴 , 并且 当 0 和 <yse 时 ,每 :条 
与 sp 人 相 茹 曲 浏 地 堆 了 玫 切 氮 了 = 并且 的 一 个 吕 域 向 和 闭 测 地 奸 
人 民有 一 个 公 其 点 陪 

取 定 正 歼 而 过 遇 攻 训 ,加 对 于 伍 意 的 训 ,go EE 虞 ,人世 议和 )， 
厦 在 哗 一 的 一 茶 展 此 测 地 研 连接 而 ,gs 河上 成， 其 长 度 

FT = 看 
此 外 ， 对 二 T 工 作 瘟 一 点 站 有 
dp de) ta EI < 


1 
因 市 和 公 全 落伍 测 拒 球 澡 ,t0) 内 . 
臣 定 -1 由 民间 [0,1 的 紧 致 性， 行 在 了 [出 ,1 咱 
司 得 点 4 = “tn) 注 中 


dnp, = axtdrp, yt tl}. 


我 人 断 启 ， = 和 ;或 和 = 如 ,如若 不 乱 ， 必 有 有 二 三 信 , 册 ,三 是 如 六 
活 数 FF = dp,%t 和 0) 在 并 区 间 如 办 的 最 大 值 点 ， 因 而 基 工 全 的 
痢 民 点， 设 r 二 进 站 的, 则 站 < 二 让 并 且 7 生 后 在 4 点 相 芭 . 枢 
近江 炊 < 的 了 法 ，Y 在 如 的 一 个 邻 城 后 除 8 = sf 后 届 外 的 芷 父 将 
点 都 在 而 ,fi 之 外 ， 这 三 和 点 的 取 法 亩 对 盾 ， 故 断 与 成 立国 此 ， 寺 
于 任意 的 *E 站 1， 
dp A < ax dtp i A he 

刀 以 ,在 半 上 险 冰 点 六 , 呈 之 外 的 其 余音 点 部 少 在 癌 5t) 内 .证 些 . 

注 记 5.1 她 据 定 交 51 癌 ;[W) 是 一 个 强 凸 移 测 地 球 ， 因 而 此 六 
点 的 一 个 油 地 此 廓 域 ， 二 是 定理 有 + 饭 言 ， 黎 名 流 形 在 秤 一 点 都 有 一 
个 测 地 止 邬 域 ， 由 此 可 见 ， 在 这 一 方面 得 功 流 形 的 局 部 性 意 利 皮 太 丙 
间 基 一 磁 上 的 
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83.6 Hopf-ltinow 定理 


在 笨 面 考 节 中 ， 守 潮 地 线 的 局 部 性 意 口 经 进 芝 了 弯 候 的 讨 兴 ， 千 
圳 地 , 对 于 连通 歼 务 流 球 了 村.) 中 的 性 总 -点击 生生 二 出 庞 外 接近 
市 时， 都 方 杞 起 湖 地 线 把 它们 连接 起 来 . 他 渤 ， 雹 果 没 有 措 高 充分 小 
的 假 汕 ， 这 样 的 最 短 出 地 北 本 烽 是 存在 的 ， 囊 实 上 ， 读 音 很 窜 昂 企 抑 
所 空间 中 找到 例子 说 明 这 点- 看 本 节 将 引 六 党 前 涡 皇 访 形 的 赂 全 ， 
评 证 明 让 完备 区 总 流 形 上 标 意 两 点 都 可 以 旧 最 短 测 地 线 连 接 起 来 . 

设 好 是 … 个 度 基 室 间 .在 点 集 拓 扑 掌中 已 译 惠 道 ， 如 本 在 虹 中 
每 -- 个 Canchy 点 询 都 有 极 银 ， 则 称 度 节 空 问 好 不 斋 省 的 . 在 另 上 
而 ,任何 过 由 的 黎 曲 六 有 形 1 ,的 部 可 以 看 作 麻 直 灾 前 ， 相 许 的 熙 离 国 
救 二 各 过 .I0) 式 给 出 .于 是 有 于 曾 的 媚 蕊 : 

定 浊 站 1 以 [用 是 连通 的 莹 名 雹 式 . 如 果 [对 , 则 和 作 次 度 世 空 
间 电 完 项 的 ， 则 称 它 是 完备 的 歼 总 流 形 . 

引 抹 并 定 所 旭 竺 的 束 皮 沉 形 者 是 连通 的 - 

| 理 6.1 设 男 人 是 节 芝 流 形 [时 ,机 中 以 了 点 为 中 心 . 由 下 
为 尘 逢 的 法 泽 坏 球 邻 城 ， 右 < 由 ,和 E 周 - 娘 果 这 ,{ 四 ， 是 并 让 -一 点 
放 毛 必 pi61 司 香 

. dip, = 十 二 证 [ 全 

证 阴 说 *+: 上 0 一 时 基 连 搂 入 9 商 点 的 作 意 一 菏 分 自 论 请 曲 
线 、 上 上 站 攻 六 ,与 .光洁 间 有 公共 点 ， 原 最 小 的 志 E [0,4 全 
指 70 E .pf 的 -于 目 

Lt) =F po + ET) 4 ryt) 
>6+ inf {dy 0): 2 E200)}. 
全 上 式 两 端 尖 于 山 线 “ 取 下 奖 界 ， 则 得 
dp > #1+ nf tal nD: a Ep(d)}. (6.1} 
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在 荔 .方面 ， 对 于 任意 的 站 <. 后 人 有 二 前 不 等 式 
人 
内 闫 于 站 Ep 二 取 下 形 界 ， 及 得 济 
全 本 :人 SH+ inf dA, 0}; 9 E ld}}. 
特 它 右 滞 .1} 式 相 比 熔 ， 全 有 
RD = + nf 0): £2)}. .6.2} 


最 后 ， 用 上 ,六 人 后) 是 紧 竹 的 ， 并 且 芷 离 函 数 4 此 连 鳍 的， 页 存 看 i EE 
-21 司 得 
本 的 ,的 三 in 时 世人 有 3 攻守 .后 二 外- 

代入 {6.2), 引 理 和 持 证 . 

定理 6 和 谨 yp 二 要 过 流 形 ,9) 上 | 的 尾 蕊 一点， 如 果 措 数 瞻 射 
expy 在 下 河上 处 处 有 年 这， 则 寺中 的 每 一 个 点 者 可 以 用 最 夭 训 
地 部 与 了 总 林 连 接 . 

证 明 设 汶 , 人 8 避 凡 为 中 心 的 社 灶 标 球 邹 城 ，y 5 由- 如 果 
全 汶 相 2 则 由 证 理 于 机 区 和 本 点 可 以 出 径 向 没 地 线 相 球 接 ， 而 且 这 
条 径 向 浏 地 线 是 过 接 mr 的 最 短线 . 

讽 本 假定 9 部 136), 故 攻 训 wy[ 克 ， 风 由 引 理 &1, 六 在 加 E 
pl), 使 得 

二 由 9] 三 让 十 民国- 


由 上 和 大 田 人 2 人 般 有 9 Eh 对 醒 得 鲁 == expytro}- 特别 地 ，an 关羽 
令 二 = rojtuoh 则 本 胞 时 是 单 亿 邯 问 量 ， 概 活 定 理 候 设 ， expy 在 
玉昌 上 上 处 处 条 定 基 ,因而 对 下 尾音 的 二 全 日 辣 = tpott 起 有 总 总 
的 ， 贞 出 得 刻 : 茶 正 规 测 地 线 站 :加 ,+eg) 一 这 邻 #== ph 胡 , 下 而 
将 证 朋 调 史 线 段 Ya 相连 接 pi 的 最 帘 测 赐 维 ， 由 于 是 正规 测 肌 
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各 ! 即 | 征询 = Lr = 二 所 以 只 要 让 明 tm) = 4 即 
可 ， 为 出， 考虑 集 台 


A= {eld.al: dvity, 9 = 6—t. 


显然 ，0 EE 4 并 日 3 一 日 生字 5 世 二， 由 于 距 册 函数 和 潭 地 绕 
“tt 的 迷 续 性 ， 和 是 四 ,十 的 侨 尝 闭 子 集 ， 记 


bt = sup .4; 


出 二 E 二 加 果 上 关 a 出 站 < wa 选 且 充分 小 的 正 吉 之 a bh 使 得 
的 法 坐标 球 仓 域 ， 同 时 联 止 元 < < 8', 司 得 


4 区 人 
根据 4 的 定 立 和 直 理 61. 存在 0 5 这 wl5, 使 得 
一 由 三 三 宙 朋 十 过 抽 ， 的 ， 6.3) 
我 们 斯 言 ， 页 = 局 十 全. 
亡 实 上 ， 内 三 前 涉 等 式 得 
dp 二 -和 


在 过 方面 ， 职 最 短 测 她 线 ? 连接 四 有 和 站, 圭 把 ?ao 了 卉 接 
起 米 得 到 一 亲 分 段 光 消 曲线 六 大 看 定型 46 的 让 明 ], 其 长 虎 为 


B+E= voa + Lm) = LY) 2 dip, OL). 


特 它 与 相等 成 所 4) 相 出 较 ， 得 到 世人 ] 二 了 +5 三 开 [ 各 - 所 芝 分 投效 
滑 昌 北 子 所 过 接 记 由 的 最 短 井 线 ， 出 定 起 3.5 得 知 它 是 … 条 浏 地 线 . 
相 扣 测 地 煞 的 唯一 许 ， 后 一 Towel: 从 而 月 


补 信 二 5 一 学 让 十 后 二 [二 由， 


2 种 三 率 省 地 . 域 
把 此 式 代 六 16.3} 成 ， 并 注意 到 上 EE A4, 便 得 
玉生 十 EE 二 太一 让 一 二 如 一 村 十]. 

根据 混合 半 的 定 辟 ， 负 +5 eA. 这 与 $8 列 取 法 机 韦 捕 ， 此 亨 夺 原由 殿 
设 训 a 引起 的 ， 所 以 n= 二 be 和 4 定 进 得 证 ， 

定理 ,3 (HopfTtinow 定理 ) ”对 村 歼 蝇 流 拱 Lf,g), 下 而 轩 个 
证 万 是 四 互 等 价 的 ， 

中 对 工作 总 的 pmE 计 , 指 歼 虚 射 exps 开交 上 处 处 有 定时 

,人 存 仕 一 点 瑟 E 寺 , 使 得 措 粕 映射 expy 在 了 好 上 外 处 有 定 奖 ; 

[本 的 任意 一 个 有 界 闭 于 集 都 是 时 前 紧 致 子 柴 ; 

(4 (M4.y) 是 党 项 哆 . 

证 明 [二 全 中 于 点 的 . 下 面 依 演 证 刚 说 ) 一 9, 13) 一 > [小 
和 | (4) 一 11) 

上 = 全 四 定 全 成 立 ， 并 渤 #4 是 ;和 ,要 的 任意 一 个 有 界 闭 
子 伸 ， 则 存在 充分 坟 的 正 格 下, 他 得 

R= ge: i 


根据 亲 件 (2) 和 定理 让 2, 对 于 任 党 的 gE 全 全 ), 在 时 中 有 最 短 测 轴 
鳅 连接 六 量 # 于 尽 相 在 单位 妇 和 南 基 ET 条 , 司 得 


tpn 一 9 


其 中 = 这 a E Bol 这 就 证 明了 了 


oo 


FY CC PP Brt RY)) tC opal Bi RY), 
从 而 有 半生 [本 CexpolDBptRN), 注意 到 如. 下] 是 了 和 :中 的 紧 埃 本 
集 ， 并 且 esp 昨 和 连续 映射 ， 故 rzDpyfBnfB) 是 邓 中 的 紧 致 子 集 ， 现 


在 六 是 expnisi 了 0 的 财 于 集 ， 内 而 也是 党 至 的， 
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上 二 14). 假定 人 ij 是 对 中 的 任意 一 个 .Canchy 点 列 ， 即 对 下 

慎 意 将 8 > 0, 伯 在 让 整 熬 六 , 使 得 当 ij > 府 时 ， 总 虑 

dpi my) 革 
令 天 是 点 列 py} 中 并 不 相同 的 点 构成 的 华 侣 ,， 刚 站 基 对 的 … 个 有 
界 子 集 . 

好 果 友 没有 党 点 ， 则 亿 忆 性 的 有 手打 手 集 - 固 而 ， 根 据 候 证 ， 
攻 是 好 的 蜂 致 子 华 . 在 另 一 方面 ， 因 为 天 设 和 聚 点 ， 所 以 对 上 在 一 
个 二 存在 fi; 的 寺 邻 起 三 , 司 得 

UNK = {pi}. 
这 样 就 得 到 EK 的 一 个 开 覆 益 名 = Da 1 i 十 04, 其 中 每 … 个 下 
但 冶 乓 中 的 一 个 起 {pi}. 轩 十 天 是 紧 致 的 ， 族 费 蔓 舍 必 有 一 个 有 限 
了 医 盖 ， 周 而 乒 站 有 限 染 ， 此 时 ， 人 Cavehy 点 询 {pi] 直 在 某 个 正 整 数 
N 之 后 到 常 值 点 bE KRC 村, 国 而 收藏 二 点 . 

如 果 长 有 有 案 点 ， 联 廊 的 一 个 职 点 PE 革 , 则 {px} 有 一 个 收 总 于 

点 的 于 序列 {Bi,}. 由 于 
dpe: PY < Arpe Pid + piv + WH) 
而 旦 {fp;1 是 Cauchy 序 族 ， 胡 不 准 刘 道 ， 当 二 ce 时 
di py Dh, 
二 点 列 {fp;} 本 身 也 收 喜 二 点 大 因此 [好 ,由 是 完备 的 . 

[4 = 1 深 用 上 反 证 和 法， 假设 存在 基 个 点 PE 蜡 以 及 单位 划 疝 
世 PE 了 过, 慎 得 测 地 线 ?0 = oppt9 站 二 信人 0 椒 汕 有 定 攻 ,不 兴 
一 般 性 ， 可 丹 慨 定 和 4 在 [0.#m) 上 处 糙 有 定 总 .在 区 问 [0,0) 出任 营 取 
一 个 收 斧 于 证 的 单调 上 升序 到 和 让 刚 对 手 性 党 的 2 > 各 存 亚 六 > 小 
俩 当 站 > 了 > 是 上 时， 自立 直 一 二 妆 E 市 上调 地 线 ~ 以 层 长 汶 参 将， 相 


dv A 芋 卫 二 在 一 好 全 二 
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所 以 ，{ 乓 计 王 邮 中 的 -个 Catchy 点 列 . 由 二 虹 基 完备 的 ， 人 和合 认 
烽 收 蓝 于 … 上 总 E 对 . 对 于 作 意 的 上 E [0.to%, 属 有 充分 人 的 总 ,使 得 当 
> 时， 让 Et 机 三 苗 和 不等式 得 
二 
cio — ttt ol, Vism. 
让 i 于 0, 得 本 Yi 看 世 二 一 + 因 作 
li Tt = y. 

仿 t0) = 二 风 天 地 线 77 的 定名 可 也 延 打 全 加, 与 如 的 到 读 机 矛盾 ， 
定理 得 证. 

作为 Horf-Rjnow 定理 的 到 接应 用 有 

推论 8.4 在 完备 黎 品 彼 堪 上 任意 两 点 都 可 以 用 基 眶 测 吊 线 互 村 
这 接 . 

志 于 紧 禾 的 度 基 空间 都 基 澳 项 的 ， 故 有 有 

推论 6.5 紧 玫 的 连通 称 蛇 流 形 是 沈 备 的 - 

等 中指 闭 集 喘 射 浪 闭 集 ， 厅 时 保持 子 集 的 有 界 性 司 紧 致 奉 不 变 . 
所 以 由 定理 6.313), 得 到 

推论 6.6 等 蚜 保 持 散 坚 流 形 的 完 音 性 小 变 . 

定 兴 和. 汇 【 有 们 是 -个 黎 曙 波形 ， 如 果 存 在 另 一 个 连通 的 将 
明 流 形 [8Y. 生 ; 俩 得 【办 本 (NN. 枚 的 一 个 真 开 于 流 形 【时 , 几 是 等 紫 
的 ， 忆 称 Lf,w) 是 可 延 拓 的 禾 显 波形 : 否则 束 邦 它 为 不 可 和 证 拓 的 . 

整 恒 逢 分 几何 所 甘心 的 主 归 是 黎 受 波形 的 蛙 体 尾 质 ， 而 对 二 时 性 
性 质 的 研究 ， 则 往往 需要 假定 该 演 曼 流 形 是 不 可 延吉 的 .下 人 向 的 定型 
诬 明 完备 性 是 让 整体 笨 分 儿 何 的 研究 中 日 热 瘤 ， 避 点 的 殷 设 . 

定理 6.7 完 项 袭 总 流 开 中 不可 延 拓 的 . 

证 明 设 [ 过 ,yj 直 先 前 染 最 说 形 . 人 恨 年 【站 是 可 以 延 招 的 ， 则 
if] 等 中 于 届 一 个 连通 歼 受 流 形 (NY,) 的 其 个 点 并 于 流 形 [ 尝 ,六 ). 
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因为 等 足 保 持 完 备 性 不 变 ， 所 以 ， [六 , 贞 ) 也 是 完备 的 黎 品 流 撒 ,注意 
到 作为 并 子 流 形 ， 闻 在 六 中 的 闭 包 型 的 每 一 个 点 攻 岳 好 的 聚 点 ， 
因而 必 是 (性, 各 中 一 个 Cauehy 点 刻 的 撕 限 点 .再 利 肌 { 于 ,各 的 党 
癌 性 和 点 而 概 限 航 啡 一 性 可 和 接 ， 本 过 好, 由 此 可 见 ， 上 同时 村 属 
的 闭 子 集 ,由 于 (Ni, 及 是 连 是 的 ， 它 没有 既 辣 且 痢 的 非 空 点 子 集 ， 故 
好 := 冲 .这 与 机 足 六 的 惧 并 子 集 相 闻 盾 ， 定 理 得 证 . 


1. 滞 举 例 说 明 ， 测 地 剖 在 等 电 浊 入 下 的 惊 未 必 是 测 地 线 . 
4. 让 王 相 gg 均 沟 花 滑 函数 ， 并 日 满 丰 4 人 十 Wy 闪闪 由 令 


plu = {FY eos it FU) sin th, miv)}, 


1 
叫 关 是 浸入 在 本 中 的 曲面 ， 其 诱导 诬 基 的 和 柔 糙 足 
= + 


ft) 证 而 ， 世 昌 面 > 上 的 测 地 线 的 微分 方程 呈 
计 2 全 ‘dr du 
+ 2 入 时 时 日 
A (tg (Yo 
dt + dt CF + i dt 
(2) 说 归 上 述 声 程 组 的 几何 读 闫 : 除了 于 午 线 和 平行 图 外， 这 两 
个 方程 意味 着 出 地 线 + 的 切身 量 池 的 的 长 庶 导 篆 烤 ， 弟 一 个 方程 还 
表明， 刀 果 8 之 7 是 测 地 可 与 平行 著 P 卫 在 点 0) 处 相 训 所 成 的 
有 向 匠 ， 则 有 


rR 一 CTS 


此 中 + 是 直行 加 请 的 半 竺 . 上述 方程 称 为 Ciairant 关系 . 
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[3) 设 对 是 市 阔 歼 ffv) = vw, gfv) = ww 确定 的 族 转 崩 加 抛物 面 ， 
利用 如 airant 关系 起 证 明 ， 如 果 籽 的 测 地 关 “不 是 于 午 线 ， 则 它 上 由 
和 无 党 各 个 月 区 点 【让 图 ]， 


第 2131 题 图 


3. 设 对 是 殖民 流 形 ， 它 的 切 基 了 1 其 有 睛 学 的 黎 蜡 度 基 以 参看 
第 二 章 半 是 第 如 题 ]), 让 明 ， 对 十 性 上 任意 一 亲 测 地 线 T, 曲线 


FI = [rH 


是 在 了 M 上 的 水 平 由 总 { 合 首 第 二 剖 导 题 第 49 题 ); 并 月 相对 于 获 此 
度 莽 站 而 音 ， 坟 是 卫星 上 的 济 地 线 ， 

4 利用 定 印 1.6 和 例 13 求 二 tele < 中 上 从 任意 -点 出 发 、 沿 
证 意 一 个 切 方向 | 出 的 测 地 谍 ， 并 作出 几何 和 解释， 

5. 利用 定 印 1.6 把 证 剖 习 是 第 4 题 的 靖 论 推 广 到 - 般 的 贡 曲 宝 阿 
Holte < 四. 

6. 设 :时 二 时 是 等 上古 ， 且 存 在 be 对， 司 得 stp = p, 并 
目 ep = 一 刘 | 半 设 语 :-59) 二 时 其 经 过 点 3 的 一 第 测 地 绕 ， 
7 一 p， 革 是 灌 测 地 线 7 的 平行 向 是 场 . 诽 詹 : 


Get 下 是 | 全 的] 人 一 其 | ne 吐 后 【一 E 全 1， 


| 


ri 


-Tr rr 
1 


可 是 .三 号 | 


7. 设 避 是 订 群 ，g 趾 尼 的 李 民 数 ! 若 看 笋 一 单 习 医 第 特 题 \. 对 
干 尾 意 的 苹 Eg. 即 半 是 必 上 的 左 不 变 疝 城 场 ， 设 


一 一 人 
是 基 齐 站 上 通过 单位 开 e <E 嫩 的 积分 册 线 ， 即 
wet) 一 上 六 【让 一 总 |gin1s 和 研 -eel 


让 遇 ， 
[1 六 对 于 什 意 的 4 于 有 有 定义， 并 几 薄 足 


节 必 十 Eh = wt) Ln) te, 


国 而 映射 e 上 雁 加 法 样 虽 到 局 的 辐 夸 , 即 基 本 样品 的 一 个 前 茵 数 子 
些 { 案 帮 第 一 京 习 古 第 5 题 | 

fa 如 景 # 基 如 三 的 涉 无 几 黎 量度 莽 【 客 在 第 二 章 习 题 第 16 题 )， 
出 卉 歼 曙 流 暴 [gi 上 具 弟 信 隐 2 出 爱 的 沈 消 则 绕 训 :长 局 是 和 地 
号 当日 慨 当 世 是 如 的 章 急 数 于 辣 . 

a 设 下 足 巡 和 授 黎 易 流 形 好 上 的 Killing 衣 直 场 [ 茵 看 沼 二 裔 本 
硬 第 23 题 ; 证 到 ， 如 果 在 在 点 PE 籽 , 使 得 二 人 p = 0 汪 昌 对 于 任意 
eT DA 

9， 洁 币 分 流 拱 对 满足 第 二 可 数 公 理 ， 了 是 寻 上 的 一 条 分 段 庆 
清册 钱 , 如 果 和 下 = 居 介 是 汽 * 定 关 的 分 段 光 请 向 基 场 证明: 存在 站 
的 一 个 向 女 兴 寞 变 分 中 , 使 得 下 是 它 的 变 分 向 所 场 ， 

i 设 酷 呈 妥 中 的 于 半 平 面 ， 即 


孙 = {PE 


二 下 的 黎民 度 其 了 日 四 1 = 各 2 三 ly, oh 二 1 = 二 人 0 绵 市 . 试 求 
黎 靶 流 形 【本 ,91 上 的 所 有 测 地 线 . 
11. 在 和 类 柱 血 


MW {2 BR; Ti re = 0] 
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上 全 天 = 站 ,0 是. 证明， 对 了 任意 的 = iwo, ti 加} E 对 ,如果 
由 天 【0D， 山 —1), 


则 存在 连接 p,# 的 测 地 扒 ， 它 不 上 大 最 短线 . 

12. 蛮 对 申 m 维 绪 凑 汶 形 ，pe 时 证 明 ， 在 点 的: -个 旬 域 
5 内存 在 站 澳 的 单位 正 训 标 染 电 {ti}, 局 得 对 于 通过 点 5 的 任意 测 地 
一 mi 者 有 Twinei 三 017; 特别 地 


iDeeslipy = 0 YW, 


这 样 的 杯 漠 声 扑 :} 称 为 对 丰 成 了 的 一 个 测 地 平行 标识 扬 . 

13. 利 由 本 齐 导 题 第 12 是 中 的 测 地 半 行 标 架 场 重 新 壕 明 第 二 章 
习题 第 4 题 ， 

14. 设 LH,g) 是 洛 最 流 形 ，pE 村 ,jd 半路 令 


Wi = 
证 绰 : 加 此 在 在 多 点 移 个 法 坐标 名 戌 贡 , 使 得 生 ( 之 相 , 则 
(四 声 ,( 相 


是 1527 和 0 的 一 个 测 地 球 . 

15. 试 举 例 说 骨 ,， 在 黎 岛 芒 彤 【时 ,9 中 ,再 本 蕊 习题 第 14 是 中 所 
泪 训 的 集 音 三 的 未必 志 阐 地 球 . 

市 让 二 基 莹 昌 访 形 开 上 的 一 个 Killing 向 工场 { 合 看 第 二 音 习 
是 种 23 题 3 pe 是 邓 癌 的 一 个 法 坐标 部 域 ， 证 有 明 : 如 果 六 古装 
存心 中 的 唯一 过 点 ， 则 互 和 区 中 所 有 以 六 贞 中 心 的 测 二 妹 而 相 雪 . 

17, iouville 定理 ) 没 :了 好 一 计 基 蒙 贤 流 形 【对 ,及 的 茹 

虽 ， TY 王 的 一 个 光 诗 切 癌 县 场 避 称 为 测 地 向 量 志 , 如 来 它 牛 成 
的 局 瘟 单 参数 杰 搞 拜 伟人 一 pft,5) 址 一 个 副 地 流 , 即 对 王仁 总 的 
天 EL 曲线 条 站 = 中: 斌 | 在 且 部 于 可 以 表示 六 


Tut) = it, tt), 


rr 


蒜 中 % 是 对 中 的 测 扯 线 . 

站 ) 证 明 :， 并 土 科 一 个 间 地 场 三 的 散 度 dv sf = 0, 这 里 的 8 
是 切 其 上 芍 诱导 度量 { 委 看 第 二 章 寺 题 第 招 题 )i 

全 的 的 桂 论 说 明 ， 测 地 篇 怪 持 Ta 的 悼 和 天 赴 变 

15 设 订 是 黎 虽 流 彤 ， :对 -+ 对 是 光滑 的 满 蚁 射 ， 证 明 ， 如 
平 对 于 和 任意 的 pg 6 并 ， 

dw), wr = tp 
则 吕 是 第 二 章 定 多 2.2 党 多 下 的 等 吧 . 

19, 设 对 ,NN 是 宪 肯 单 连 道 的 实 解 析 竹 总 访 撕 ， 候 征 在 在 开 子 浊 
蕊 和 有 以 有 竹 此 芝 : 下 ,让 明 : 关 可 以 焉 招 坝 导 时 划 
点 哆 等 距 

20. 设 时 是 散 护 流 撒 ， pp 本 p 生 二 革 旦 在 对 | 相对 于 所 
2 的 距离 画 孝王 刚 ， 画 车 启 在 点 的 个 充分 小 的 叙 城 内 是 泊 漆 
的 ， 并 且 Hrss (np) 是 二 定 的 . 

21, 设 襄 是 完 届 的 熔 最 流 湛 ， 本 二 站 是 这 的 闭 子 流 形 ， 而 二 
入 设 dp 和 = mnt 三 李 | 是 愉 丙 到 邓 的 距 商 ， 
让 最， 

和 存在 印 二 闻 , 怀 得 fmm) = 三 B 1 

[2 奸 接 各 :四 两 点 的 生 旺 测 地 战 在 加 点 处 与 放 正 变 ， 

22， 让 入 址 紧 至 的 村 吕 和 访 形 ，M ia 是 在 光 中 的 两 个 站 六 杠 区 
欧 同 溯 流 找 ,， 证 明 ， 存 计量 ,4 学 别 上 交 的 正规 测 地 线 T: 必 中-， 
,使 得 ~ 移 红 长 

Ey = A Ma {dp tp EM < MF}. 


23. 主要 坚 流 形 对 上 的 :条 光 谓 肝 要 了 :四 +se] 一 时 称 海 
崇敬 曲线 , 如 果 对 十 任意 的 紧 致 子 集 着 三 村, 必 知 在 机 > 1D, 使 得 
3 的 长 度 江 六方 


lirn f I Et 
s+ 二 oe 站 


218 革 三 车 济 池 线 


延明， 季 是 党 督 拘 当日 权 当 好 .| 的 媒 一 茶 发 散曲 比 都 有 无 限 的 长 
度 ， 

4 设 对 是 更 部 流 形 ，E 旺 , 在 虹 上 一 条 忆 驱 长 上 为 做 数 的 
测 地 线 :0.+ 吕 0} 一 好 称 洗 从 六 点 出 发 的 射线 , 师 尺 


了 II = 2 


并 且 对 上 必 意 的 上 E [0,+o0), 站 on 起 连接 与 x 和 商 点 的 最 引申 
栈 ， 因 而 dpi = 证 明 :如果 对 是 完备 非 紧 的 ， 则 对 于 任意 的 
PE 昌 , 车 型 上 必 存 在 从 攻 点 出 发 的 射线 . 
25. 设 对 和 而 三 两 个 可 电流 形 ， 了 : 好 一 好 是 微分 同上 是 证 
明 ， 如 果 上 邮 共 完 备 的 ， 评 有 存在 常数 c > 0 使得 对 下 任意 的 pe 对 
有 
lv| < elftt)l, rE Ln, 


中 对 也 足 完 项 的 ， 

26. 设 好 是 完备 的 歼 曼 流 形 ,至 是 连通 的 获 号 流 形 ,六 对 一 对 
址 局 部 等 中 如 果 对 上 任意 岗 点 总 攻 , 住 时 由 存在 唯一 的 一 条 测 
地 如 连接 元 他 证 四， 了 既是 单 射 ， 又 是 满 射 , 因而 基 ! 蕊 体 的} 等 让， 

27， 考 磺 上 半 焉 面 

B= {ER yy- 
哄 上 的 歼 总 庶 世 5 由 下 述 的 直 甚 克 定 
而 ] 一 1， 2 三] 2 二 ~- 
让 明 ， Gy 轴 上 的 直 隶 自 


r=0, s<y<l se>0 


的 长 度 当 8 二 0 时 条 丁 2. 由 此 说 明 本 题 中 的 黎明 度量 六 不 地 完备 
的 ， 
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28. 证 明 本 章 习 题 第 垃 题 中 的 获 曲 流 形 {有 ;站 是 宛 省 的 . 

9. 设 区 是 泥 滑 访 诬 对 .上 的 一 个 光 广 切 癌 盐场 ， 如 果 它 的 每 茶 
作曲 绕 的 定 尾 域 者 可 以 延 拓 到 区 个 及 .上 ， 则 黎 革 是 号 备 的 ， 弄 说 
邓 是 完备 的 获 明 流民 ， 区 E OMY, 证明: 如果 邦 在 正 束 ,使 得 


性 加 | < epe M, 


网 层 旦 完备 的 试问， 对 区 槛 长 的 有 界 信 已 设 是 否 是 以 要 的 ?为 慎 
之 ? 

3 启 寻 且 黎 晤 访 形 ， 姑 时 对 于 任意 的 pq 了 计 , 存在 等 上 距 六 : 
M4 -+ 使 得 wfp) = 9g, 则 称 对 是 扶 旱 齐 性 空间 . 因此 ， 和 党 最 齐 性 空 
向 | lf 的 等 臣 变 摘 群 在 虹 上 的 必用 此 可 迁 的 . 证 明 : 黎明 放生 宰 间 起 
沈 备 的 . 


第 四 章 ”曲率 


曲率 的 概 亿 呈 和 微 积 分 的 发 明 同 时 产 年 的 ， 全 欧 氏 空 亲 了 中 的 
则 误 论 刀 ， 江 济 昌 站 的 曲率 用 二 刻 放 曲线 的 订 曲 和 三 庶 ， 副 曲线 在 一 点 
附近 偏离 其 切 睹 的 程度 ， 划 一步， 在 由 中 的 曲面 论 里 ,六 了 措 述 曲面 
的 几何 形状 ，A 们 首先 用 所 谓 的 法 则 举 ti 名 法 鹤 线 的 曲率 ) 来 刻画 曲面 
在 首 个 点 王 彰 阁 个 方向 的 次 时 三 诬 ， 即 曲 通 寿 一 点 附近 偏离 战 切 平 面 
的 梨 上座 ， 继 而 党 更 ， 对 正则 曲面 上 的 性 间 一 点， 法 曲率 总 古语 两 个 
扣 胡 辈 直 的 方 问 ( 即 主 六 邮 } 取 到 它 的 最 大 仿 和 蝴 小 盾 ， 而 法 曲率 的 这 
丁 个 寝 颁 就 是 我 们 所 敌 秋 的 于 曲率 ， Ganss 的 个 " 屋 人 A 人” 发 项 足 : 
出 而 在 舞 一点 的 两 个 主 晤 家 的 飞 积 ( 称 为 Gauss 有 晶 举 ) 公吨 遇 而 的 第 
一 其 术 形 式 有 关 ， 而 导出 面 定 拱 中 所 时 独 再 的 具体 形状 无 美 ， 特 草 
地 ， 妆 一 个 曲面 三 平面 人 在 局 部 上 等 距 时 ， 其 Ganass 遇 率 粳 为 军 ， 反 这 
外 回 ， 册 此 ， 在 某 和 总 廊 上 ， Gauss 申 率 所 刻 疝 的 古 曲 面 的 第 一 基本 
左 式 相对 于 拘 氏 遮 其 ( 即 平坦 度量 ] 的 协 离 禾 诺 . 如 果 拒 出面 本 身 :把 
外 围 空间 惫 有 掉 ) 看 俐 我 们 所 考 虞 的 室 间 ， 刚 Gauss 曲 半 就 是 该 赤 剖 
的 曲率 ， 或 该 变 问 村 身 的 弯 遇 年 度 ， Hicntann 在 把 丰 aues 的 曲面 内 
组 微分 斤 何 推广 到 高 足 流 形 的 向 和 间 几何 稚 诗 深 中 ， 性 别 纵 路 了 具有 非 
村 "曲率 ”的 歼 妇 度量 的 表达 式 ， 在 这 一 章 中 ， 将 讨论 - 秀 的 坊 射 收 缔 
宇 问 .特别 是 死地 流 形 .上 的 谷 种 曲率 及 其 性质 . 


$4,1 曲率 瀛 量 


在 一 个 仿 射 联络 空 间 中 ， 曲 审 下 基 是 引入 各 种 曲率 的 基础 ， 自 类 
也 层 黎 总 几何 最 重要 的 概念 ， 在 这 一 节 ， 和 将 从 仿 射 联 络 空间 的 曲率 算 
了 出 发 ， 介 绍 楷 此 流 形 上 哥 呈 曲率 张 量 的 慌 念 ， 在 下 一 节 还 要 证 明 
曲率 张 基 恒 竺 于 零 是 一 个 线 蝇 流 形 齐 局部 上 等 所 上 欧 医 空间 的 特征 


_ -- - —. 。 吗 1 的 半 兴 丸 。 2 各] 


定 兴 11 没 [iD) 是 后 诽 伪 射 联 妇 空间 ， 对 于 尾 意 的 六 .YE 人 8] 直接 计算 可 得 
天 ff) 定 芝 映射 如 人 :于 [和 王 革 [和 1 如 下 : 


RIATI EY = DxDylf2) — DyDx(f2)— Dex vtf 2) 


RIX,Y]JZ = DxDri — DrDxZ -Dar YZERM), (1 Dxiv (fa + Dr ~ DyiXIf)Z + FD 2) 

并 称 R(X,Y) 为 仿 射 咬 络 宰 间 (az,D) 关于 光 祖 切身 其 场 了 的 网 ED 
二 生子， = NZ2+ YDx2+ {DZ 

定理 1.1 假 识 ( 计 .D) 是 仿 射 哄 络 空间 ， 则 对 于 任 全 的 民生 + DxDr2— YANE— EIADrZ — FIfIDxY 
(M1), 出 率 算 子 仿 [XX, 了 具有 加 下 的 性 辕 ，YNJ 四 站 次 — /DryDxe ti THANYE ~- FDIx.r 

[二 REE, FY) = RY ， = 了 RL 2Z. 

(2) RF TY) s RX TTY = FRLXY): 由 挽 率 三 0 等 特 寺 DxY -Dy= [XY 了 ] YE,Y : 

(3) RX TF = FRIX, YYZ | NT 


是 ， 
四 当 上 DD 的 找 率 =0 时 ， 


WIA TE + RI ZX+ 人 RZ, EYY 
=DxDr3 一 PrDxyrE 一 DxvlZ + DryDsX 


REN,Y)Z + 凡 [ 卫 二 XY = 人 0. 


性 质 fd) 称 为 第 一 Bianchi 恒等式 . -DzDyrX — DryzE+DDxY — DxDeY — Dy wy 
证 明 (1} 是 显 其 的 . =DxtDyZ— DaY}y— Dy aX +DriDz¥ — Dx2) 
1 山 曲 齐 算 子 的 定 六 以 不 Pnisson 括号 棚 的 人 性质 ， 对 于 和 全 意 的 -Bixsr+DztDxz -Dr 号) 一 DrauylZ 
Z EM 有 =Dx[Y,2]— Dya E+Dr[F, xX] - Dia xr 
RifN YI =DrxDrZ— DyDix#— Dlrx,y]2 + DaiX,T]— Dxyz 
=/DyDy2— Dr(fDx2) — Drv Ynxe =[X, [3]] + [ES [2, XK]] + {2 [EK, YF]] = 0), 


DaxDy2 — YIif Nr» — Dr Dxz 
— Dxr2+YIADxs 
FRIX, YD, 


其 中 最 后 一 个 等 导 是 由 于 Jacobi 全 等 式 ， 评 毕 . 
性 夺 [3) 说 明 ， 刷 身 


RIX,YY: 0 2 YIM) 


"| 下 过 J 站 | 
即 RX 让 = fR(X.Y) 再 由 是 得 到 基 如 [和 寺 ) 笋 性 的 , 国 而 是 对 上 的 一 个 重型 光 痪 张 鞭 场 . 另外 , 由 于 


RX fA) = -RE XN) = —fRIY, Xl 二 了 下 (全 省 了 了) 拷 于 车 也 是 WN 线性 的 , 因此 对 十 尾音 的 ww 5 TT 和 
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可 以 时 基线 性 赛 换 
下 fa ;Tod + Th 


进一步 ， 出 曲率 算 子 可 以 定 交 如 下 的 二 重 斌 性 映射 


下 天 (7 ) 也 ELATY 所 Et) —+ LAT, 
(BX YY RX TIE YX,Y,Z EX) [1 


由 定理 1.1 得 糙 肌 对 小 每 一 个 自 杰 且 都 是 >WM- 线 性 的 ， 玻 吴 是 
对 | 的 1 全 形 光 讲 非 项 场 ， 

定 变 1.3 中 113 式 确 定 的 149) 型 光滑 张 其 场 殉 称 为 仿 射 联 
阁 空 间 [MDI 的 曲 宰 张 量 { 场 )- 

作 当 张 量 场 ， 如 在 得 一 点 DE 时 至 由 :个 站 3) 型 的 张 其 


司 得 各 ,说 本 RR uC Th 称 妨 【好 ,有 ) 站 pz 点 的 
曲率 非 艾 - 
利用 局 在 局 部 坐 款 对 下 的 联 闯 系 才 ， 可 点 算出 曲率 张 其 及 的 分 


其 . 
沿 本 ;2 是 村 的 一 个 局 部 些 标 系 ， 风 有 上 的 光 衫 也 数 
LTE € CHE), 1 
人 Dn 二 .二 如 9 
a Bri Amt 
三 起 ， 
R : 2) Dek 
| 
=D Ds 中 站 + 


3 Bi Dl 1 Br 


84.1 贡 率 张 重 。 223 


> 也 | 
= De (号 一 了 (人 
14 自 AD。 Th 9 


= Th 
driBe OM pr rif iA 


dri ri Bz! tk 上 下 


Ti Tt, 呈 
E | 
一 ( 一 人 十 | kil ps 一 [SO ) Bert 


ri re] 
因此 ， 间 时 令 jy gh 
. : a 9 ， 
Rr Be) Br = yp 0 
则 有 


B13, BT 
Hts = Dri ri 


上 是 11,3) 型 的 曲 举 张 员 场 无 在 局 部 上 可 以 表示 为 


+ ThyThi — [RT [1.4) 


a 
人 R 二 Tayler 仿 一 名 dr 区 上， 


六! 
加 此， 对 于 任意 的 天, 自 研 于 [时 ) 如 果 
i -ji 9 
X= Ni Y= Yi 


加 作为 (1, 型 张 嫩 场 的 曲率 算 了 Rf 六 ,了 Y) 有 下 述 局 部 坐标 表达 二 


RR 由 区 


jr: 竹本 


特别 是， 对 于 光 呈 流 形 LW,9) 米 说 ， 它 具 右 哗 … 妨 定 的 歼 总 联络 
D, 万 的 曲率 张 基 称 方 吾 昌 注 彤 【对 ,人 或 度 振 的 曲率 张 基 .， 在 局 部 
坐 怀 系 公 5z 下 ， 徐 曼 流 形 (4,9] 的 曲率 张 基 的 分 其 仍然 击 [1.1) 式 
入 出 ， 只 生 共 中 的 联络 径 狐 T 是 度量 非 量 的 分 其 


加 站 部 
2 站 


例 1.1 胸 氏 空间 妇 " 关于 标准 度量 的 昌 素 张 基 恒 为 灾 ， 

事实 上 ， 2" 关 上 标准 您 量 的 协 变 微分 P 就 是 普通 微分 4. 任意 
进取 mm 的 一 个 仿 射 坐标 系 (到 ;2 旭 六 ;是 在 可" 上 区 休 完 久 的 
平行 向 量 场 (1 <im}. 困 此 


出 此 得 知 ， 联 络 厅 数 IT 三 路 再 由 由 出 式 ， fjp 三 小 
设 {34 四 吕 蓝 皮 流 形 ， 傅 


PNY ZMH = gD YR), Ya,Y, 2 ERM 01 
则 得 到 - -个 网 重 绑 性 映射 
REM x ELMY) x EL x ELM 2 CMY. 


最 热 中 对 二 一 个 白 变 最 是 C1M -各 性 的 ,因此 让 在 寻 上 的 四 阶 协 
变 张 其 场 . 
定 宽 1.8 上面 所 定 关 的 四 阶 协 变 张 且 场 
PEM) x LM x ELM) x EC) 2 OF LM) 


称 为 黎 曼 流 具 LW,9) 的 肯 村 曲率 张 重 ( 场 ). 

对 于 黎明 流 形 而 言 ， 站 ,3) 型 的 面 率 张 诬 声 站 与 i0, 中 型 的 可 另 
曲率 张 基 场 总 世相 过 基 网 一 个 对 委 的 不 同 表 现形 式 而 已 ， 然 闪 ， 作 
为 + 阶 协 变 张 量 场 的 歼 受 曲率 张 量具 有 更 吾 的 对 称 性 和 此 对 称 性 . 

定理 1.2 黎 昌 辣 形 【 虹 , 风 的 黎 曲 曲率 张 拓 


R: XU] x EM) x ELMY x EM 2 CM) 


具有 下 到 福 质 ， 对 了 半 侍 意 的 芋 , 2, WE 并 [ 


po——- a 
i 


5 
1 反对 称 性 : 
PX, Y, 2, WY) = ~ RY, KE, 2, WH), 
i 并， 1, 也， 证) 到: — RL, 了 HT, Zi 
[2 弟 一 Biarnehi 恒 等 二 ， 
DY, 2 + RZ, 3 TH + RW YK, 2) = 0. 
站) 对 称 性 : RR[X.Y ZH = RLSZ, WX, Yr). 
证 明 (1) 的 第 -- 式 全 (2; 分 别 是 定 翰 1.1 的 i) 和 区 的 直 搂 扒 
陀 ， 埋 下 只 需要 证 明 (1) 的 第 一 式 和 (3). 
由 于 卫 是 诬 直 gy 的 禾 关 联络， 通过 让 挡 计 算得 到 


yDzDoe X,Y =2t9Dw TT) — sD Ds) 
ZigLX. Y"))) 一 范 ( 人 写 ， Dxwr)) 
-Wimi, Do) yt, DwDar). [1.7) 


同 理 ， 
HDwDzN. I =HW 2g YH) — WigtX¥, Dey)) 
一 Sm DwrY) +o DaDwY). [18) 
员外 还 有 
gl Da ww ET = [2 Wg YY) gx Dry mar). 
把 此 式 和 科 , 、 1L8) 式 一 起 代 信 从 虹 曲率 张 其 的 定 避 不 ， 得 划 


RX YZ WY -gDaDwE - DwDzX -Dizm X,Y) 
=2Z. (oD — WZ TN 
+ otx. Dwr — xDiwi) 


3236 和 昔 四 章 遇 此 


[A WJ + gx, DamY) 
= DywDzY — DzDwr 十 D sw TY 1) 
=— RZ WY) = — RE HWY, A] 
二 一 县 (于 ,了 
这 就 证 明了 山 的 第 一 式 ， 汶 了 正果 13), 首先 利用 (2) 得 到 
REX,Y, ZW 4 REZ YW XY + RW Y, ,2) — 1, 
RY, WE NY HOW 2, ,YY + RX, ZF, HW) = 0. 
焰 西 式 煌 加 社 科 且 己 经 得到 的 反对 称 性 详 ), 则 得 
RX, I 2, HY + RT YY, KR, 2} + MT, 2, ,7) 
+ RX, ZY.W) = 0, 
Bn 
PIXY ZW) RZ,W, X,Y 
= RY, X, 2) — REX,Z, WI)), 
此 中 市 过 括号 内 的 式 子 怡 好 是 赤 边 的 式 于 中 目 变 基站, 作 作 一 这 连 
换 的 关 果 ， 对 三. 莹 帮 继续 作 辊 换 得 到 
RY KX, 2) — BEX, ZW Y) 
REZ,Y, WN) RW X, 2,Y)) 
= RX,Y, ZY — REE, HW X,Y. 
比较 上 而 山 式 得 到 


RX ZH) — RZ, WH, X,Y) 
= RNY EW HE, WKY, 


线性 函数 


-|- 直 ， 定 理 1.3 可 以 奴 述 汶 ， 


国 而 ， RN, YY 2 WY RE FY = 0, 证 毕 ， 
沪 于 全 意 的 固定 点 wyE 昌 , 获 品 向 弯 必 重 下 企 六 点 区 山 一 个 宇和 恒 


简 -1] 曲直 张 量 227 


Px Tx TM 


推论 1.3 对 二 尾音 的 tw,z EE Ty 村, 歼 近 曲率 来 基 


RN x TM 


有 凡 有 了 刘 些 质 : 


Rotu, waz) = — Balt, ,th, 2 


[2) 弟 一 Biamhi 司 葡 式 ; 


Tot, t,t, 2) 


一 下 -ui 1); 


本 十 和 PE 十 加 站 一 是 


(对称 性 : BB 二 二 
下 徊 来 求 歼 显 用 率 张 基 在 辣 部 捏 标 系 下 有 的 分 世人 识 tii) 在 杏 
总 流 形 ,和 邮 一 个 局 郁 举 标 厅 ， 今 


则 由 第 二 章 的 (3.6 式 ， 


1 ki doe 
ey 30 (到 + 


出 此 得 到 


Ji 一 | ( 


( 


0 
Di’ ri 
5 的 禾 曼 联 第 条 莪 为 
Jos _ ge 
Or: Bt 
Dg Dari _ Og 
A:ri dri 让 rR 


) 
) 


0 


[L109 
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注意 到 


站 站 站 号 
R | 区 Dk = Heiy HR 
如 音信 
日 Ng 
。 A 7 站 TI 已 了 一 了 


则 由 棕 始 神 率 张 基 的 定 交 ， 
日 HY 8 
Hijt! = (x 人 了 六 = 局 Rh {1.11) 


注 记 4.1 在 这 里 规定 ， 在 将 丰 ,; 的 上 指标 下降 时 ， 把 它 放 在 
下 指标 的 第 二 个 位 苔 ， 比 规定 不 是 实质 性 的 ， 不 同 的 文献 有 不 同 的 规 
定 ， 要 特别 小 心 ， 

根据 黎 呈 联络 与 度量 的 相 窜 性 ， 或 者 由 (4.10) 式 ， 得 到 


Dy 
De = Tg + Lhe (1.12) 


把 (1. 式 化 入 和 11) 式 ， 并 利用 和 位. 区 、 人 ,10 和 (1.12) 三 式 ， 可 得 


HIE AT 
Huss -( -+ TT 3 gh 


Tr Beard 


上 Pe dh h rr 
= Rh) — Th er 一 Bl it) + Tk ry 


十 TisT tm 一 fT dh 
8 9 
= (Ths) 一 Bor hag) — Th {Thegor + Tonr) 


L 1 a。 
十 LestT ;fe + I tgkn} 十 DET ~ 本 Pid 
1 四 € dgjr _ | 


3Bri\Bri Drt be 
_18 (各 oi | 
De VBr: dr ari 
+ 二 gl, ,Bph 一 Tk, TT gr 
_1 ( A nip gi A i dik ) 


BB tt Beidrt Bridrr Brigr 


a 
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+ Th Top 一 工 各 I Sn， 
这 样 ， 就 得 到 了 上 出 路 量 系 将 yi; 表示 的 将 曼 曲 党 张 基 让 算 公 式 : 
R= Fist Ele! B dr B® de, {1.13) 
其 中 的 分 其 由 下 式 给 出 
Rss = ( Do Fo Fo Ft ) 


rider! Drifmk Bridek ridr 


+ TT gp 一 TET pn. (1.14) 


世 后 天 要 指出， 证 理 12 可 以 用 获 昌 出 率 张 其 赐 分 其 末 述 闵 

定理 1.2” 设 雇 jm 为 焰 曼 流 珍 CH, 扑 的 瑶 龟 遇 率 张 牙 在 所 部 学 
标 系 i 下 的 分 量 ， 则 有 

11)】 反 对称 性 ; Bijym 三 一 下 ji 二 一 五 条 本; 

他 台 一 Binnechi 恒 蕉 二 :Rijn 十 Divis + Rwjni = 

遇 )】 半 称 性 ; Rijkt 二 下 jij. 


§4.2 ”曲率 形式 


在 这 一 节 ， 要 上 用 活动 标 架 法 来 外 师 伪 射 联 络 空间 和 黎 吕 流 形 的 曲 
举 张 基 . 

并 [M.D 了 D) 是 优 射 联络 空间 ， {r:} 是 定义 在 开 于 集邮 上 的 
局 部 切 标 架 场 ， fo 上古 与 其 对 偶 的 隶 切 标 架 场 ， 他 


Des = TEer, wy = TEs, 


则 De; = wi ej. 
定理 2.1 设 My 是 联络 中 的 曲 窑 张 圣 居 在 局 部 切 标 哥 场 ei} 


下 的 芬 其 ， 即 
Ripe, ele: = Tei, ,1) 


230 六 四 章 的 让 
则 有 
， 1 _. 
出 一 5 二 六 ai 十 3 Ti A (2.2) 
证 明 ”对 于 任意 鬼 er,rr 和 
ds it A en en) = pela (er)) — erfn (er)) 
= fet ed) — wh herd te) + plr les) 
人 一 [二 — wt {len ca])T, 
一 19 | 二 IT 
昼 一 记 和 面 ， 
TE oe =D.,D, 请 z 一 D,. Ds 一 Dl.., re 
=De, They} — Do (Th ey) 一 ef] as 
= [ertTh) — el 于 和 T 一 总 TY 
i hi[es, sr] YT ) 


=[d 一 避让 闪 Ce, Me 


号 名. 式 相 比较 得 到 


hE 


[de ~ ut Mk lee er) = Ri,. 


时 而 
di — i A 一 ; oh A wt, 这 3 
定理 得 记 - 
定 尺 2.1 荆 次 外 微分 式 全 = dd 一 四 Aat 称 为 仿 射 懂 络 空间 
9,D) 在 局 部 切 标 严 场 {fe:} 下 的 曲率 形式 . 
推论 3.2 说 【时 , 有 时 仿 射 防 纤 空 间 ， 则 对 了 生意 的 局 部 切 昧 损 
场 fei}, 届 夷 张 量 如 全 以 用 曲率 形式 家 表示 为 


尺 二 人 2 
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却 对 于 性 意 的 下 ,YE 车 村] 有 
RNY] 一 OE YF we; [2.5) 


特别 地 ， 
RIX, YYe, = MX, YYey [2 
由 紫 可 见 ， 曲 率 形 式 借 在 光 祖 疝 基 场 卫 ,Y 上 的 值 :8CX,Y) 愉 
好 神 成 线性 变换 及 (下, 了 在 基底 {eil 下 的 十 阵 - 
在 第 : 章 [ 恕 章 定 儿 站 1 曾 绎 引入 了 联络 上 D 的 轿 束 形式 全, 结合 
网 后 定名 的 肌 率 形式 涝 , 恒 得 到 两 个 让 微分 公式 ， 
位 = A + 1 


人 了 
由 二 


通常 把 2.7) 忒 称 为 仿 射 联 将 空间 (M.D) 的 结构 方程 
定理 2.3 涝 fei 其 仿 射 联络 空间 LM, DI) 的 一 个 局 部 切 标 驾 场 ， 
fa 站 与 其 对 侦 的 佘 切 慰 架 动 . 则 D 的 联络 撒 式 二; 挑 率 形式 借 和 
曲 闪 形式 个 满足 如 下 关系 式 ; 
di = wi A Nt — Ni A {2. 人 8) 
di = wt A — hi, [2.9) 
证 明 首先 ， 对 等 世 = do 由 求 外 微分 并 利用 销 梅 方 
程 们 .7 则 得 
dN = di A + A ds 
= (Nt A A 十 二胡 计生 机 o 
一 


这 就 是 这 人 式 . 类 但 地 ， 对 等 式 于 = do 一直 A 求 外 积分 ， 双 可 
得 到 位 骨 式 ， 证 芋 . 
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广 记 .1 训 举 卫 芷 无 挠 联络 ， 则 蕊 可 式 成 党 


o 和 一笑 上 .101 


可 以 证 明 ， 如. 式 等 几 于 和 定理 11 中 的 第 一 Biaoechi 桓 等 式 . 
事实 上 ， 由 定理 2.1 得 到 


二 
Re A i, 


人 = 也 (2.11) 


代 和 人 (2-10) 式 得 


Ripre! 二 wt 而 二 省, 
由 于 如 如 二 古 ,s = 0, 袍 上 式 的 系数 作 反 对 称 化 得 到 
1 
了 [下 十 了 十 下 这] A uA 


时 式 等 作 于 恒等式 
Fin + Ri + Riss =0, (2.12) 
册 
Rfeps 本 16 十 天 [的 人 十 二 全 和 二 下 = 0, 
这 止 不 第 一 Binnmmi 得 等 式 ， 
注 记 2.2 请 该 者 来 用 类似 的 方法 证 阴 ， 在 D 是 无 找 联 绍 的 情形 
下 ， 如 及 起 等 价 于 性 岂 趟 


Piprp + 了 + 有 kr =0, (2.13] 
共 中 [ 苦 看 第 . - 章 的 纳 .人 式 ) 
Fir 一 eaf 到) 十 Le 一 Rll 
一 RT 一 有 TI (2.14) 


是 曲率 张 蕊 的 分 其 抽 的 协 变 导数 .， (2.13) 式 称 为 第 二 Bianchi 恒 
等 式 . 


LE 


ED 


= 

二 
1 
， 
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观 在 假定 (211,9) 是 黎 品 流 形 ， 则 根据 第 二 章 的 讨论 ， 它 的 繁昌 联 
络 在 局 部 标 架 场 1ej} 下 的 联络 拒 开 w; 满足 条 件 


de = wf A doy = wt hs + wi Bik (2.15) 


其 中 gi; = gleien 今 必 == wigji wi 二 轴 fgky: 则 条 件 全 45) 可 书 政 
写 为 
di = wi A di = i + we .46 

再 他 入; = 人 9 则 有 下 而 的 推论 . 

推论 3,4 设 [好 ,9g) 是 可 总 浓 形 . 则 曲率 并 式 05 迁 会 下列 公民 

(1 Ni = ” 再 is 号、 址 中 

Deis = MRLER LER 7) = > Rn 

[十 一 ， 

(3 i AN, = 0 

(A dN = wt A + ip he = A — wf A fi 

证 明 (1) 由 他.11) 式 ， 
] 
2 
[9] 利用 和 束 襄 美 于 了 的 芭 对 称 性 得 到 


1 . 
‘i; = NF ge; 二 Rt kin A i 一 3 fan hi, 


1 Ro 
i; + Wii = im + Rw A = 


13 和 如 ) 址 定理 2.3 的 再 接 挫 论证 综 . 

现在 讨论 曲率 张 黄 恒 为 零 的 几何 意义 . 下 而 将 会 看 到 将 曼 出 率 张 
朋 恒 为 等 是 营 营 流 形 在 上 部 上 等 距 于 网 夺 空 闻 的 特征 性 夺 . 

向 对 仿 射 联络 充 问 进行 讨论 ， 

定理 2.5 没 ( 寺 ,D' 是 m 维 仿 射 联 络 空间 ， 如 果 DD 的 抗 率 张 其 
利 曲 率 张 划 恒 为 堆 ， 则 对 于 任意 一 点 PE 车 , 邦 存 在 ?点 的 一 个 局 部 
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举 杯 革 (Erizaj, 后 得 自 热 标 梨 声 | 所 | 是 如 上 的 平行 标 架 场 ， 即 
| 
0 和 


证 明 对 下 任意 的 pe 时 取 法 义 在 疡 点 的 邻 域 站 上 的 局 部 标 日 
场 4ei}; 相应 的 联络 形式 记 为 呈 , 其 有 间 点 附近 的 另 一 个 局 部 奈 架 声 
{全}, 其 有 光滑 的 知 隆 务 数 4 = (ai) 生得 


dj 二 果 风 : {2.17) 
假 认 D 在 { 训 ] 干 的 联络 形式 为 代 , 则 有 [在 第 二 章 的 省 .1) 式 ) 
a = da? 十 of， {2.18) 
我 们 的 目标 是 在 > 点 射 这 寻求 一 组 适当 的 光 清 画 数 忆 , 亿 得 
detins) ¥ 


并 出 在 标 架 场 (2.17) 下 的 联络 形式 内 性 为 零 ， 这 音 味 着 [点 ] 是 平行 
咱 标 漠 场 .让 出 可 见 ， 问 题 转化 略 求 解 甘于 滞 的 Pia 正方 牺 组 


oi 三 tas + was = 1 Aim; dettrrs;) A 位 ,19) 


这 是 在 空间 P > 到 ”了 上 由 宫 2 下 工 和 微分 下 车 出 的 PH 正方 释 组 ， 导 ， 
的 穆 是 rr*. 东 据 定理 的 根 强 ， 是 的 曲率 带 量 恒 罗 和 ， 即 宪 的 遇 率 形 
式 人 1} 二 DD. 邦 出 结构 广 各 12.7) 得 到 
du 2 a 上 bu 
所 1， 
do = dn A + tdi 
计生 


一 上 自 ， 沁 i 
一 人 一 全 十 


Eb LE ET ET 押 二 机 砷 站 


Jt 


是 和 中 re 中 二 eg 中 Es 一 是- 于 生生 二 村 时 于- 昱 = 


短促 府 形 起 3 
一 oe Mi. 


于 是 ， PP 方程 组 12.10 满足 Frobaenius 条 人 性， 根据 Frobenius 定理 
[ 莽 看 铺 考 交 献 [4, 第 四 章 ， 定 型 3. 引 1,Pfaf 方程 组 人 2.19) 引 完 余 可 积 
的 ， 即 天 在 8 点 的 并 邻 城 凡 王 F 和 we 个 函数 名 ECP) 满 古 方 
程 组 (2.19] 和 初 什 站 (站 = 蓉 ， 在 必要 时 适当 缩小 四, 总 基 可 以 假 和 
在 古 上 dei{at} 半 0, 把 这 组 函数 代入 [1 式 ， 恒 得 到 纪 总 在 卫 操 
的 邻 城 由 上 的 局 部 切 标 某 场 {i}, 生得 相应 的 疏 纤 形式 入 = 则 每 
一 个 标 架 向 县 再 在 他 卫生 下 行 的 . 

项 在 假设 {此} 是 与 休 } 对 避 的 人 妹 切 标 架 场 ， 由 于 了 的 撕 率 张 基 
恒 为 零 ， 研 

dF 二 闻 六 六 二 0 

即 每 -… 个 齐 部 是 俩 形式 ， 所 以 ， 由 Poinearf 引 理 ， 奉 在 p 点 的 震感 
昌之 册 , 世 下 上 的 沪 请 肾 数 x", 后 得 


= dw, | ier 


或 对 个 地 ，5 = 党. 由 此 得 到 的 p 点 的 局 部 举 标 系 (Tix 满足 条 件 
bs = 1] JT- 


证 毕 ， 

再 大 黎 品 疲 虚 的 情形 ， 汶 了 额 述 的 方便 起 多 ， 在 旺 引 入 直面 的 定 
型 ， 

定 沁 2.3 说 【的 荐 如 诽 黎 晶 流 形 ， 如 时 在 每 一 点 PE 好 ,都 
存在 点 的 局 部 维 标 奈 1 zi) 使 得 黎 虹 度 基 9 的 对 其 在 


月 有明 ， 
gj 二 (去 Er) = G3; (2.20) 


则 称 (44,9) 是 局 部 网 氏 空 间 . 
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显 纹 ， 局 部 欧 氏 空间 上 在 局 部 上 能 稻 与 欧 氏 空 亲 的 开 子 柴 建 立 等 
国 对 应 的 歼 曼 流 说 . 

定 兴 2.3 黎 曼 曲率 张 其 为 守 的 艇 晤 流 形 你 为 平坦 的 黎 曼 流 形 ， 
要 应 的 娄 曼 度 基 称 为 平坦 的 黎 营 讼 县 . 


推论 2,6 歼 曙 党 形 【时 , 几 芷 局 部 欧 氏 空间 的 充分 必 于 条件 是 它 
时 出 举 张 其 恒 将 才 ， 即 【时 , 见 是 平坦 的 和 棕 此 流 堪 . 


证 明 必要 性 是 旺 热 的 , 可 以 由 黎 芝 曲率 张 基 的 计算 会 坏人 省 和 
间 .9 自 搂 得 到 

为 了 说 明 充 秀 注 ， 想 是 在 定理 3.5 的 证 划 中 甫 下 二 下 方程 组 (2.19) 
时 要 求 说 始 俏 唔 ip) 满 中 闲 忻 


Yat (pyat (poler, etp) = 6 
kf 


1 


设 锥 函 效 号 台 , 全 
2 他 一 


其 中 gr = 下 ak 二 1]- 则 fisth) = 并 且 


dfii = Ytdot ol ge + mdad grt + 过时 de 


二 » (5 2 Tk 一 本 十 addon) 
大 中 


= ata [dowr — hw — penipt), 
由 ] 歼 坚 忠 辣 D 和 帮 晕 诬 基 ?是 相 宅 的 ， 所 出 


dap — 一 中 


fi 一 六 ， fii = fiith) = Vi, 7 
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和 之 曲 李 形 吉 2837 


让 此 可 见 ， 


PE 
上 


因此 ， 自 芝 17) 式 绽 出 的 标 架 场 {54} 是 单位 正 深 的 ， 业 于 2.5 断 主 
{ 玉 } 后 出 局 部 华 标 对 :29 决定 的 自然 标 架 声 、 所 以 


让 9 9 = 1 . 
9 二 于 Dr Ds = dijyl 


正 毕 ， 
旺 一 个 证 法 是 ， 棋 据 定 理 2.$ 在 点 有 有司 部 坐标 闪 人: 司 得 
8 
si Bert 一 0, 


则 
( 日 站 ) 
J ri dn 


尾 上 的 常 凸 汕 数 . 因此 将 坐标 系 {i 人 ) 作 -个 常 骤 数 线 考 变换 (把 
所 得 结 华 仍然 记 作 [Ui;z1} 可 以 使 


gr dr de, 

说 起 歼 坚 流 肛 的 曲率 形式 ， 不 能 不 所 到 定之 相关 的 闭关 定理 
Gss-2onnet:Chern 定理 ， 

全 ns-Honmetchera 定理 是 黎 吕 几何 中 慑 为 重要 的 证 甫 ， 具 有 评 
刻 的 理论 意 六 和 和 应 抽 价 值 . 陈省身 在 1944 车次 表 的 一 篇 验 卖 人 口 的 论 
交 首 次 采用 内 北方 法 捅 斤 了 如 auss-Bonnct 完 捍 的 证 明 (从 看 参考 文献 
17, 构 岂 巧 录 , 论证 过 梳 王 沼 深 亮 , 草 售 着 重 监 的 思想 . 基 大 范 转 黎 总 
几何 发 展 过 标 中 的 电 牲 碎 . 所 以 ， 现在 谎 把 高 崔 情 形 的 人 as8-HonuIret 定 
理 称 汶 Gauss-Bonnct-Cbhern 定理 在 术 节 党 介绍 Gimss-Bonnct-Chern 
定理 的 站 果 ， 证 明 的 荆 节 请 夯 看 陈 吞 乞 的 论文 品 [ 或 厌 考 文献 加 的 第 
四 覃 )， 
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设 1 贡 ,gj 已 有 向 的 部 维 葡 最 流 形 ，{e;} 总 定 久 在 好 的 开 了 和 集 五 
十 号 内 向 相符 的 单 冬 止 迹 标 架 场 ， 人 n;y 是 在 该 标 架 场 下 的 曲率 形式 . 
A 


可 


工人 iap 
Zari 和 Hats ee A fio, seo 
其 中 
1， tl i ian 址 1---2p 的 一 个 惕 排放 
Br = 一 1， 和 ip 是 1.…25 的 -一 个 奇 排列 : 


mn， 其 他 情形 . 
等 易 瞪 证 ， 人 证 启 部 单位 正 交 标记 声 {ei;} 的 选 上 以 无关 ， 因而 是 太 范 
围 地 定 儿 站 对 上 的 六 洪 外 袜 苍 式 . 十 是 存在 光 神 画 烤 其 ECA 
使 得 
N= 后 本。 


其 中 diy 在 证 的 个 积 元 素 ， 将 别 地 , 在 = | 时 i! 即 于 下 一 汀 有 间 
曲面 %, 则 天王 25 玫 是 节 的 避 anuss 曲 淮 . 


{anss-Bnnnet-Chern 定理 党 17,n) 是 四 淹 贤 牧 有 朋 向 各 最 流 
形 ， 邮 大 下 列 积 全 公 
| 和 
上 


其 中 好 计生 的 Eohwr-Poiniara 过 性 获 . 


Luler-Poincare 了 下 性 整 是 一 个 折 扑 的 概 : 冤 【 梧 看 知 考 立 献 [13, 第 
193 所 |) 市 各 ass-Bonnet-Onern 定理 足 用 整 岂 流 肛 的 曲率 币 变 恕 (局 
部 和 不 变 址 ] 溢 奸 男 流 形 的 拓扑 币 赛 芋 , 内 此 这 是 一 个 十 分 重要 的 结论 . 
当 了 p= 二 1 时， 


[2.21) 


和 人 一 各 时 加 


时 中 ef 红 是 紧 改 有 向 因而 好 的 专 档 - 天 是 上 月 姑 下 的 排 论 : 


Sk lr 
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推论 3,7 设 蜡 是 紧 孜 有 向 的 “ 维 黎 虹 流 形 ， 天 是 节 的 Ganss 
山 率 ， 则 有 积分 公式 


f dear = dr — gl). [2.221 
了 HT 


84,3 ” 裁 面 曲率 


在 曲面 论 中 Gauss 出 认 直 数量 ， 与 之 相仿 ， 在 高 维 徐 忆 流 形 上 上 可 
以 省 助 于 珍 率 张 生 来 构造 一. 节 坟 值 为 教 攻 的 南 率 ， 在 这 一 有 和 下 “… 忆 
中 ， 特 填 步 站 入 这 些 山 这 慨 念 ， 并 进行 一 些 避 此 的 讨 谁 ， 

证 7 了 全 是 mm 维 散 双流 划 ，p€ 时 ,村 于 性 屿 的 加 总 ad: 全 


| n= 一 i 


昌 殷 ， tt 此 盖 的 充 和 必要 条 件 司 性 Ap 计 及 兴 小 打 六 
时 ， ua wl 恰好 晤 ww 张 威 的 半 行 周边 指 的 面积 半 方 . 
项 没 ww E TM 是 基 个 不 夫 线 的 划 癌 医 . 把 tu 证 加 寻 中 上 所 张 
成 畔 一 绯 子 空间 所作 [un* 世 , 称 为 殖 如 少 形 订 在 ?> 点 的 二 维 规 面 . 
部 盏 到 二 是 证 AP 中 中 证 意 西 个 木 具 线 的 切 疝 其 ， 则 有 


. : | >. ni 
并 一 以 1 | Di = tt Es. nti 六 人 . 


显 国 ， 
2 
| 于 六 如 上 一 tatiny) YT iu A 


在 男 一 方面 ， 冰 据 效 品 曲 音 斐 其 中 的 对 称 性 和 区 对 称 竹 (你 看 拱 
党 13 不 难得 条 


眠 [而 ,二 ,站 :天 ] .一 Cottet REL wa ,1). 


| 
向 此 本 此 | RL ii . 


i 
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是 必 的 其 Eiw, 与 二 维 截 面 wwAt] 的 基底 wt 的 选取 无 其 ， 因 而 它 
是 内 仿 赖 二 雄 截 面 [rm hw 的 数 重 ， 

定 半 3.1 投 fg 是 mm 维 莹 最 流 形 ，p EE 好 ， 对 十 任意 的 
4 ET 贡 困 | 六 2 关 提 则 由 但.1) 确定 的 数量 起 全 ,9 称 为 
Lg 证 了 点 激 二 维 截 面 [ni 的 截面 曲率 . 

对 于 回 定 的 pE 好 , 切 空 间 ,的 二 维 子 裤 同 [二 绯 截面 ) 的 集 
主 桔 成 一 个 光 涓 流 志 ， 沁 作 宫 ryip), 它 是 -一 个 Crasamaun 流 形 ， 著 令 

Crafaz) = 【Graph 
miE 

则 Grz0az) 是 一 个 以 Grassmann 波形 为 纤维 的 福 分 鱼 绯 从 {一 看 第 十 
瘟 §10.3), 即 所 谓 的 Grassmann 好 绯 雁 ， 而 截面 曲率 则 址 定 必 在 这 个 
旦 准 丰 上 的 一 个 光滑 山 数 ，. 

上 上 上面 引入 航 截 面 曲 党 是 曲面 论 中 的 Gauss 曲率 在 高 维 情形 的 推 
广 . 

计 Ll,g) 是 mm 绯 歼 遇 流 形 ，Th 2 pnE .以 设 tET 导 是 
性 意 本 个 镍 此 正 变 的 单位 切 而 其 ， 人 赐 取 5 点 的 -一 个 法 坐标 系 (1; 工 放 ， 
司 得 = 中 = 0, 并 二 

站 全 
也 一 Bl 二 Fr 
住 二 点 附近 ， 芝 虞 于 的 二 维 子 统 带 
= {ev; w=0, am). 

祖 据 法 坐 二 条 的 定 浆 ， 站 是 市 从 上 P 虚 出 性 。 且 与 二 维 截 面 [和 xm] 相 
切 的 竹 地 线 愧 感 的 昌 面 ， 它 的 第 一 基本 形式 二 


全 
T= 2 Blr! ,dridei, 
ij 一] 
其 中 
各 ] = gi [Tl 70, ;0), 4 了 一 1,2. 
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为 求 朋 面 号 三 点 的 Guantss 曲率 站 [加 , 由 第 二 章 定 天 1.5 得 知 ， 
TE 二 


国 而 对 于 i = 1,2, 区 人 1 = 二 人 0, 这 里 的 TE 居 新 ; 的 Qhristoffel 记 
导 . 根据 曲面 论 中 Gauss 曲率 的 内 睛 公式 ! 芳 看 大 考 妆 隔 及 , 第 139 
页 | 局 训 [1.1 和 式 可 得 


Kp) = i tp) 
ft{ 站 Hn 十 人 1 9. A 加 2 
2 全 dr! rid Bri 


i 和 | 
+ > hibit 
kh 


1 三 h 工 1 一 上 2 一 自 


由 下- 出 三 于 
十 (Ti gpk 一 rarej| 
Ue 


息 史 1 训 1 + Hri Hr: drlAr? 


-{3( Fg do ,Fg ) 


Tt Tmo 


Plu,w, uv 


一 一 
TE tp. 


=— aslp) = 一 
一 下 人 有， 


由 此 可 见 ， 在 点 由 二 维 蔽 古 [wAyl 确定 的 趟 而 曲率 天 tu,w) 性 
好 是 在 于 中 日 各 Ad 相 切 的 遇 面 5 在 jp 点 的 Gaunss 曲 举 ; 这 也 正 是 
在 截面 曲率 的 定 交 式 3.1] 中 取 负 号 的 原因 ， 

定 寻 .2 江上 是 一 个 二 锥 向 蔡 空 间 ， 肌 :让 站 XPXF 一 醒 
是 下 上 的 凤 阶 协 变 张 量 ， 如 果 它 福 足 下 列 三 个 菜 件 ， 则 称 它 为 曲率 
型 张 量 : 

fi 号 对 称 性 : 


Rin, vw 8) = ~— Ry, ,mm 2) = — Ru, ,eH); 
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[2) 第 一 Hiarntlii 剧 等 支 ， 
用人 9 十 Fi, wv, zy + fz, Ey = 0; 
[3】 对 称 性 ; Riw,w1r, 51 一 
其 中 DEF 


引 理 31 设 吕 各 息 癌 雍 字 间 7 上 的 两 个 曲 兴 型 四 阶 协 变 张 
其 ,如果 六 于 尾音 的 &,w EF 邦 有 


Bla LT]， 


Riu,y, wy) = Py, ,tt tt). 
串 R= RR. 
证 上 明 人 礼品 过 一 将 风 责 世 是 站 上 的 曲率 型 四 队 协 变 张 基 ， 
六 且 对 于 性 意 的 wu ET 自贡 4 二 从 可 在 只 需 证 慎 fi 三 省 
即 可 ， 
对 于 任意 的 tuzEF, 利 用品 的 志 重 钱 忻 性 压 和 当 称 性 ， 有 有 
= To 二 | 
= 而 [二 th + Hat, 2] + Rotus zs wd) Foti, 2, th, 2) 
= Pnlw. t,t, et Pala, z, u,b) 
人 
所 版 印 人 ammasi 一 由 
对 于 代 意 的 让 让 古 站 肛 开 ow 二名 包 . 世 十 5) 二 由 得 到 
= 天 0 人 了 it 一 
= 商人 和 2 十 三 十 天 人 0 二 Ts) 
一 fi $) 4 Ratt TS] 
= Rolu, tu, yd, 2) 一 Boi wz tl, 


由 此 可 忆 ， 而 后 aa 本 变 玉 4,4,# 的 办 搞 直 保 持 和 不 变 ， 即 


站 ,一 有 全 2 = Lita I 


i 


规 西 动 稚 2 和 


王 己 ， 根 据 第 一 Bianehi 恒等式 得 知 ， 对 于 任意 的 wm.s ET 有 


站 一 再 Da 二 Pa #21 十 Notz. nn, ww) 
=3H0t Vi, 3), 


版 印 = 由 

定理 3.2 设 p 吕 笋 蝇 视 形 14,0) 上 的 尾 合 一 点 :如果 晶 在 首 点 粕 
所 的“ 徘 截 面 的 袖 面 曲 府 是 常数 中, 则 戏 于 作 意 鸭 和 机 和 研 站 担 ， 
在 

Few 站 2 一 一 4 A 叱 所 

反 过 来 ， 引 时 存 放 党 雪 Fo 舍得 [3.2) 式 成 立 ， 则 好 在 忆 点 入 将 们 二 
准 截 机 的 鹤 面 曲率 肯 为 带 煞 Ro. 

证 明 对 于 任意 的 8x CC 于, 今 


地 二 
经 至 接 特 证 可 提 ， 天 是 五 对 上 的 -个 砷 率 业 四 阶 协 变 张 址 ， 山 候 
变 ， 对 干 任意 的 不 共 线 的 4.w E75 和 有 


EE 放 ， | 
Rr, CU 


= hn, 


即 


Rim] = - RI Trade 


品 训 ， 于 式 寺 于 了 DE 中 仔 意 黄 个 革 线 向 辟 证 上 也 是 对 的 ， 于 是 出 4 
理 3.1,13.2) 式 对 于 尾 意 的 二 4 全 ,Ep 计 恰 或 立 ， 

定理 的 车 部 分 是 如 而 男 见 的 。 证 毕 - 

定义 站 3 这 fg 是 歼 坚 流 拱 如 江 时 在 任意 一 点 了 、 梁 蔬 
性 总 个.… 淮 若 面 [EC 也 好 的 裁 而 明 率 部 等 于 常数 6 列 称 LW, 中古 
有 党 珍 面 昌 率 < 的 节 学 沟 撒 ， 简 称 为 常 曲率 空间 . 
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王 述 靖 论 是 定理 3.2 的 直接 批 论 . 
推论 3.3 设 1 丰 截 面 昌 率 为 c 的 常 曲率 空间 ， 则 在 任意 一 
个 局 部 标 架 场 fe;} 下， 黎民 曲率 张 其 的 分 若是 


Dkt 二 ~… La 一 gagik), 】 立 i kt 二 Tn, i 


其 中 Rijm = (RES ren E71 Hi = toy £7), 

避 之 ， 下 具 对 本 某 个 常数 0 菜 虹 流 形 137,g) 的 更 曲 率 张 基 在 
任意 一 个 月 讲 标 架 场 {se,} 下 具有 分 量 往 汶 , 网 它 怪 以 为 截 而 曲率 
的 前 邮 率 空间 ， 

推论 3.4 议 (i,g 是 截 而 曲率 为 = 的 常 曲率 空间 ， 则 在 任意 一 
个 局 部 标 沫 声 【{eij 下 ， 曲 谤 形 上 11;; 是 


一 一 人 {3.4) 
避 之 亦 热 . 
证 明 由 推论 24 和 推论 3.3， 
1 提 [ 上 和 ， 
i 二 3 lv! 起 二 … DR 一 HE Me = fd hi. 
推论 得 证 . 


定理 3.5 (ESchuz} 次 LW,g) 是 tni> 史 维 韦 道 党 显 闹 形 ， 如 
果 允 上任 珊 一 点 吾 皇 过, 开 在 点 攻 沿 什 意 的 .- 维 珍本 的 裁 徊 觅 率 胰 
常数 五 tp) 即 截 而 曲率 只 是 光滑 流 形 上 的 光 语 函 束 KK = Ep), 由 
二 的 ] 必定 是 常 值 于 堵 ， 内 而 时 址 常 曲率 空间 . 

证 明 设 fa 是 MT 上 的 位 意 一 个 局 部 标 失声， 则 由 定理 .2 将 
我 

8 一 一 下 上 下 li 人 em 


挫 中 二 是 时 上 的 光 语 函数 ， 对 此 志 求 外 微分 ， 并 利用 位 .16] 式 得 到 


di = — dE A A Oo Kd hi + Rs A dy 


3 埠 亨 类 音 站 


二 一 AA 一 a 让 eo 让 th 
在 另 一 方面 ， 巾 排 论 2.44) 得 到 
dn 二 ， 1 让 


比较 上 而 两 式 得 知 ， 对 |- 生意 的 ij 有 dE Awi hwj =0. 着 令 


dK = 9 Kwk, 
大 


其 中 Ki 一 ee 央 


二 (3. 
此 


了 到?== 1,7 二 2. 从 公 术 式 得 出 KE = 0 请 习 . 再 联 i 一 2,7 4 
生 二 1,7 二 3 则 得 志 | = eo = 二 V0 因此 d= 习 0. 故 瑚 是 -… 个 常数 ， 
定理 得 证 ， 

全 3.1 村 于 任意 的 常数 & 守 总 


十 9 本 之 册 ; 
RH 一 1 


一 一 ， 立 芝 届 , 
六 
时 令 ， 
六 一 | :T KE™: Ey = oa| ' 
i 一 1 
在 六 上 引入 烷 量 度 世 


_ 4 3 ,dtl? 
{1+ cel) 
求 复 芝 证 形 属 :ds 的 截面 曲率 ， 
解 设 4 一 1-c 必 P(e 并 没 2= dh 则 dw? = 加 ,wi)?, 因 
而 fo} 起 [Uw 上 的 各位 正 交 余 切 所 六 志 求 中 的 外 裤 分 ， 竺 到 
do -2 六 d= 时 只 中; 一 ey i A ol 


2 
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= 全， i A [Ti — Pity. 
7 


右 全 = 一 本 避风 有 


中 
根据 获 澡 赣 络 的 存在 叭 ”性 定理 [大 看 帘 二 章 的 定理 45 或 定理 下 3: 
wi 是 获 县 联络 在 祭 切 标 扣 场 fo 引 下 的 联络 形式 . 出 此 可 以 计算 黎 叱 
塞 其 da? 的 曲率 拒 式 各 = fly; 如 下 : 
fi = = dt — wt Ao 


=etdr! A + wid — da Mit — 1 dor’) 


"1 
—e ti 一 a ri re 
大 一 3 


1 ™ 
=e Mm cri A cy Ti Ti ‘| 
k=1 kl 


: 2 ti pa rl A A ) 


一 (« -ee Yo] A = i = 0 A 


此 一 1 
一 -上 由 


其 中 莫 睛 一 个 等 导 是 因为 {ww 古 单 位 止 奖 作 罩 标 轴 场 . 所 以 ， 避 :ds 
是 截面 负 率 请 的 首 曲 率 至 间 ， 


8d.4 ”Ricci 曲率 和 数量 曲率 


在 下 一 沾 ， 忆 经 用 笋 基山 率 张 最 注 义 了 截面 曲 素 ， 除 此 之 外 ， 于 
可 以 引入 另 镍 两 个 重 归 的 曲率 ， 即 这 一 节 要 讨论 的 Rieei 曲率 和 类 让 
曲率 . 
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设 M9) 全 mm 准 名 明 流 形 ，p 5 对. 对 于 任意 的 ww E ,条 , 情 
曲 上 曲率 张 贡 如 可 以 定义 线 注 变换 二 一 75M 全 得 


Anrc{t) = Rw wy, vir E Td, 


是 控 ， aa 是 了 时 上 的 [111) 型 张 旦 ， 钱 性 变换 4,。 的 应 就 是 它 作 
为 上 TI 型 张 量 的 缩 并 ， 记 作 Rictw, nl 二 是 对 于 好 下 任 章 的 局 部 藉 
架 场 fi;} 及 其 将 仙 余 标 架 世 局 7"} 在 


TH! 


Rirfr, 1) -2 让 Te 【1 


这 样 生 穴 的 isiw, 在 虹 上 第 市 一 个 二 阶 协 变 张 旺 场 
Ric : ELMY x ECMY CY. 


定 兴 4.1 莹 铝 流 形 【时 ,有 上 的 阶 协 变 瑟 其 场 Bic 秆 六 对 上 
的 Ricci 曲率 张 量 ( 场 }. 
定理 4.1 Tticei 曲率 张 一 是 一 个 对 称 的 二 阶 基 变 皮 最 其 . 
证 明 对 二 作 音 的 标 凌 场 Te 此 其 村 俏 祭 慰 架 声 人 主 , 进 准 有 有 
wi = gfe, 7) 
因此 ， 巾 执 备 上 贴 率 张 杖 的 对 各 性 得 到 


Ricln, 一 » oq" Ej RAs; 贡生 = 入 ， gi wr, ej, Ein U) 


1 i 
.-- Yo Rb, ri ri FY) = Rictu, uy, 
人 


按照 避 雪 记 法 ， 把 Hieci 昌 率 张大 Rif 的 从 节庆 为 ft, 避 六 i = 
Hicleei 于 是 有 
ic = 机 ii wi, 
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其 中 


His = gr Riles, ek er £j] 二 有 一 Ti {1.2). 


至 此 ， 在 和 殖 号 席 形 iM,g) 上 有 两 个 对 称 的 一 院 协 变 张 量 场 : 一 个 
是 窜 其 张 基 jp. 另 一 个 尾 Ricci 曲率 张 呈 Ric. 


定 咒 册 23 访 pE 时 ,ET 业 革 们 . 坊 
fa lic, wu i. . 
Ric) = ri = (全 各 )， (1.3) 
则 Birf 妈 起 村 志向 的 阔 产 ， 和 杯 沟 歼 坚 流 形 {Hg) 在 点 洪 妇 坟 癌 
4 的 icci 曲率 . 
根据 二 次 型 的 一 般 侍 论 ， 在 任意 一 点 ne 尘 有 如 中 的 单位 目 
变 基 底 {8:}. 恒 得 Ricii 上 曲 淮 张 基 化 为 标 雁 型 ， 有 好 有 


ERic 一 > i 国 Do [4. 引 
其 中 {2 是 T+ 中 与 fei] 对 但 的 基底 ， As = Rictei). 从而 对 二 性 
疙 的 ET 有 


Riciw} = 多 i CO Ron 机 一 人 [5 


此 时 ，&; 称 为 虹 在 基点 的 人 icei 主 方 向 , ti 称 为 对 应 上 主 方 向 忆 的 
Ricci 主 曲率 . 

Rieei 曲率 与 截面 曲率 之 问 的 美 系 直 下 述 定 下 笃 山 ， 

定理 4.2 设 1 站 是 mm 叭 荣 芝 流 形 ，wE 和 4 是 对 在 Fp 虚 
的 一 个 非 索 切 向 若 ， 如 业 {#4] 是 3 中 伍 意 一 个 单位 目 突 基 席 ， 棱 
得 we 一 ju 如 


Mme—1 
Rivfu) = Y Kfen em). 关 , 量 


+ 一 上 


轩 生 Ricri 册 生 和 旨 于 一 率 Yi 


证 明 撒 扫 Riccl 肖 率 的 宕 吕 ， 
1 一 外 
Re =Ricienm, em} = > Rie Er Ei tm 


+ 一 上 


"rt—1 Tri—] 


定理 42 告诉 我 们 ， 请 某 个 切 方 向 前 Rirri 由 率 是 弃 有 该 切记 向 
的 r 一 1 个 彼此 止 交 的 二 维 截 而 所 对 应 的 蕉 而 出 率 之 和 和， 由 此 可 知 ， 
吉 在 Ricci 曲率 上 的 各 件 艇 说 米 毕 弱 汪 加 在 截面 申 率 .|- 的 莱 忻 ， 堵 
如 ， lticei 曲率 的 非 负 性 并 十 能 保证 截 琴 曲率 的 非 负 性. 
定 交 44 设 【时候 是 次 绯 黎 名 疲 形 ， 如 果 存 在 常数 * 俩 得 
Ric = 好 9; 则 称 fd 9 足 Einstein 流 形 . 
很 明显 ，【 站 ,9 起 Dinstein 流 形 当 且 从 当 村 的 Ricci 曲率 是 常 
如 . 
典 放 来 吓 交 元 熏 曲 党， 首先 证 时 :个 下 班 . 
定理 44 证 1] 是 m 维 执 曲 流 形 ，pE 过, 则 对 于 了 对 中 
任意 一 个 单位 正 从 基底 {ei}, 数量 二 Ricles) 与 基底 {es] 的 选取 无 
证 明 根据 Riecei 曲 举 的 冠 所 ， 


3 Ricie;] = » Ricte ei). 
我 们 页 说 明 ， 上 式 布 端 与 单 信 止 充 基 席 fei] 的 些 取 无 关 ， 再 实 二 ， 


如 果 {8} 是 在 靖 点 的 另 一 个 单位 正 交 基底 ， 则 有 正 交 矩阵 fail, 使 得 
上 一 ej. 因此 ， 


» Re #;} = » nut lticles, en) 一 YRictes, Pi], 
i i 


让 


34 种 四 阐 曲 旧 


根 所 上面 的 证 理 ， 可 以 下 大 下 述 定 电 ， 
定 .4 这 1 邮 . 太 是 可 外 瑶 员 流 形 ，DE 计 . 对 十 站 bp 点 的 性 
意 - -个 单位 正 交 和 标 架 ft 让 , 元 信 


TI 


上 久 一 » Ricte;) 

征 为 王 晤 流 形 (村, 加 在 bp 点 的 数量 曲率 . 
出 定 去 4.2, 数 其 遇 率 可 以 用 截面 曲率 和 黎 吕 曲率 忠 基 分 曾 考 专 为 
点 一 > Kri, el 一 旋 ， Rte;. 下 让] 过 .六 


在 任意 -个 局 部 仅 标 系 [5; wi 下， 数 二 曲率 的 直达 式 屁 
SS= R= ,= Fey, (4.8) 


推论 4.4 区 革 号 截面 曲率 为 cc 玖 话 有 昌 率 空 间 ， 网 车 的 Rirri 
曲 兴 和 和 数 旺 明 率 分 吊 是 fw 一 ec 和 wirn 一 1 


84.5 及 icci 恒等式 


在 前 面 各 他, 依次 介绍 了 歼 明 流 者 1 站 上 的 曲率 算 子 ， 菜 营 曲 
些 张 振 ， 直面 册 率 Ricci 曲率 和 数 蓉 则 率 等 慨 写 ; 同时 还 证 出 了 ， 
复 音 朵 卒业 基 惧 汐 堆 是 后 羡 欧 比 空 间 的 等 征 - 根据 定 疼 ， 曲 举 算 子 剂 
画 了 协 变 导 散 站 也 的 两 次 作用 站 作用 的 底 序 变换 时 所 产生 的 考 别 ， 嫂 
实 上 , 如 果 (x 是 新 的 一 个 忆 部 扒 标 对 风 对 上 任意 的 下 守 王 [村 
在 

下 Da hen 三 起 [就 三 


特首 地 ， 当 由 率 算 于 尺 (Bin 6; ) = 0 时 


DoDsxX_ DoD,X, 
划 了 了 He EE 上 了 
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册 和 桩 局 部 欧 氏 宰 间 山 协 变 红 数 算 千 Da 0 在 光滑 间 基 场 羡 上 
虱 诈 是 可 以 交换 的 . 

另 丰 面 ， 第 -出 的 如 4 告诉 我 们 ， 对 于 尾音 的 去 二 站 红 )， 协 
变 导 烙 算 了 Drx 可 以 作 有 几 于 征 意 的 光滑 张 其 场 ， 即 可 以 来 任 意 一 个 江 
请 卜 基 雪 的 按 蛮 导数 . 因 址 ， 配 个 协 变 导 琢 算 子 在 光滑 张 慑 场 上 的 作 
用 ， 世 有 作用 认 序 的 变换 问题 . 本 竹 要 讨论 的 Hieei 人 恒等式， 法 际 上 
就 是 协 淡 导数 算 子 让 光滑 张 其 场 上 两 党 作用 的 次 序 尝 措 公 式 ， 海 范 侍 
二 见 ， 从 最 简单 的 情 奖 着 于 讨论 

设 1 计 , 站 是 天 境 区 品 斑 形 ， 人 :区 是 时 的 侍 意 一 个 局 部 坐标 
f 即 光滑 画 副 1: 对 于 任意 的 了 了 EC) 肯 


df = de = fdr’, 
共 中 访 一 卢 = 和 因此 ， 
Didfle = fd & dy, 


这 焉 fj 一 [fi 根据 名 .4 的 久生 趟 ， 


Fi Bf HF 
fi pe Bel 


中 上 区 曼 联络 航天 找 性 ， 了 ij = Tji; 敬 有 


[1) [0.0) 型 张 于 上 场 


fy 一 请 


Li = fii ‘5.1} 
CI 0 鲁能 呈 场 ( 负 雪 向 至 场 ): 对 于 任意 的 芋头 [ 呈 ], 可 
设 二, 上 是 
9 _ 
Dh 一 生 ” ， i dda, Yt d 4 EE, (21 


jr 本 mm 昌 
对 五 互 开 求 协 变 微分 有 


i ;i 
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其 中 下 和 i 二 {Xt 利用 佑 中 式 久 下 经 和 证 的 人 .6 式 可 得 


一 EE wt Lt wt tf 
Er t,tin — lk 


站 『 昌 看 dX , | 
Ber ( 守 + XT ) + ( 芝 十 全 ;1 XT 
bh BX t aX -+ 站 下 
一 证 Breit ger lit™ Xl 


BT 
+ XX! (2 十 chris) . 


国 此 
i i Br, Ari ;i i 
i ( Bk 一 Be + TEThs 一 rar ) 
一半 Rei;, 
有 即 
Tit — Ky = A Ps. (59 


[3 自理 张 普 场 [ 序 1 六 碟 分 走 ); 对 于 任 意 的 严 兰 和 由 人) 可 
鞍 主 | = Gaidm 区 人 于 情 形 名) 刚 有 
:. Gees 
Dal 一 了 一 etTi 
ODay = ai jrdr! Bd! RB drt, 


其 中 


上 ri 
__ _ i ! ! 
人 一 [tk = Be 人 站 一 ca 


由 A Fr 
Bek (有 - or) - ( 营 - oj 证 Gilt 


ry re] Fk 


driBat Bet 1H Da 
A; 
—Lr (3 —T | ,) 。 


二 Er: 
mig 一 itl 有 


时 二 Hicei 属 竺 忒 2653 


巾 些 可 得 
BT . BT! 
EET, 7 人 ii 二 ( Bn a 十 I TS, -rar ) 
即 
ij — iki = Ol Hi. [35.41) 


对 公式 15.3D 和 (5.4) 的 推导 过程 进行 分 析 ， 不 难得 类 下面 的 一 般 
公式 
定理 5.1 设 了 E 多 1 世 在 局 部 党 标 系 全 ix 下 的 表 坡 式 为 


加 9 . 
1 一 trr_ - - - _ . 1 vv js 
T= 


drir 
刀 果 他 
， 六 出 
Pr = Tl. i, ha 这- Br 六 后 
lyntp 日 -~ 9 - 11 加 - J -~ 
DT) = 一 Ti .了 中 和 [| 
名 dm 的 dd， 
网 有 
li 二 


EE 


_ i in ri 和 in 了 让 对 
-> 了 1 后 十 > Th ,ge 5-6) 


上 式 称 为 Ricei 恒等式 . 

证 明 角 给 读者 作为 练习 . 

现在 ， 搞 一 种 方式 来 讨论 Ricei 折 等 式 ， 

鸡 于 任 音 的 入 & 关门: 凡 有 TE Ta 7 定 下 的 所 变 导 娄 
Dx7 仍然 是 吕 7 中 的 元 训 因此 协 罕 导数 算 子 Dx 在 光 消 张 直 声 上 


254 。 莹 四 境 曲 襄 


Dx: FTN Fr MY), 


T H+ xT, 


七 在 张 基 衬 (包括 函数 与 张 贡 场 的 飞 积 ) 上 的 作用 满 是 Leibniz 法 则 ， 

并 有 与 张 疆 的 缩 并 运算 可 迹 欣 ,仿照 时 -1 曲率 算 子 的 灾区 ， 对 于 任意 

的 入 ,EM 以 丰 任 总 的 二 学 人] 全 
DTT 司库 


由 呐 Jr E 他 ?LY, 因此 得 到 上岗 身 


REX,TY: BLN) 2 LM) 


称 为 作用 入 3【[ 氏 ) 上 的 曲 它 算 子 . 趟 难 君 珊 ， 这 个 算 于 具有 下 到 性 
(1) RX YT = — TY, 二 17， 
2) RIN, FYr = RIN ET 二 起 (全 ,TI 人 FT) = FREX, Yr, 
共 中 TE 7 EC 
前 让， 人 [X,Y 关于 张 基 和 满足 Teibniz 法 出 ， 井 所 与 张 理 马 的 
奖 并 运算 可 交换. 
由 吓 天 .7) 的 年 区 下 正身 可 复 ， 对 于 生意 的 也 LD), 


RINTIF = DxDyf— DryDrf -Dx rf 
= XN YR [X= 0. [5.7) 


当 十 号 站 时 , 对 于 了 Er 届 权 怀 营 的 位 sai EE AL 
4 有 


(RT, YT) (el, or, Ks) 


时 上 Rieci 恒 竺 二。 255 
二 {A 7") fa 四 ,全 ， ES 四 ,和 


r 
STA RE 和 Je ret! 1 ,站 ， 


上 一 了 
1) ”3 下 
… 多 Tfa 1 
山 一 】 
Np ol [5.8 
于 是 让 明了 


定理 5,23 证 {MM.9g] 上 直 砚 纵 可 明 统 撕 ，f 十 8 万 国人， 
则 对 于 江 意 的 GA) 世 政 生意 的 入 1 二 半 
上 5 证 翅 咸 也 ， 

需要 指出 的 后， 公式 实际 上 主 Tinrei 恒等式 全 -由 的 等 价 更 式 ， 
为 说 明 这 一 点 ， 只 需 在 任意 的 号 部 举 标 节 [12 下 ， 把 二 办 武吉 水 
出 来 则 可 ， 


. 8 ,8 
小 先 一 般 性 ， 设 区 = rr 1 = Bt 因 汶 
| 四 如 ; 四 
- — 一 : 一 一 一 5 .9 
~ (gr | Hr Rn rl {5.9 


所 局 ， 由 (5.8) 和 | 六. 六 两 式 得 久 ， 


9 (2 -une( 总 总 ) 如 ] 
(x (二 qr] C3 = G (zr 2 了 ri 


由 而 站 


站 
于 是 对 于 全 党 的 TE 学 "Or +50 划 于 


0 dr de, 


， 
| yh 
了 | T 7 3] a Bri 


1 =T 
ds 站 ri 


丰 | , . 
Dr =ri TD 号 的 让 本 全 da 加 -dr 的 人 


2 站 . | 
PtDrjlr = = 7 i WH ATi ~ 总 Der 和 eT 加 -dr 
党 zt 名 中 rl， 


则 由 1), 入 ,6.11} 和 15.7) 各 式 往 到 


B 岂 ， ， 绊 如 
| ,| 让 , ir -一 ... 
(六 总 } {« de ' Bri | 
和 昌 . 总 | 
二 多 | 二 二 ,一 一 了 一 一 一 
人 ( (a i rl 有 


六 


4 怕 ， - 
一 厅 下 全 和，-: ia- se it ，，， ir 
2 (4 : ;本 了 RF EF! 由 1 zt tl ,Hr ， 
a b 
Dari’ Dei 
| 
+1 i 间 总 时 | 总 总 
人 (as [| ;I = nil 一 天 [二 | 有 
| 0 
Bri Dr 
1 1 ;i 丰 
-ra rr, dt de 
| 
By 
i : 二 问 已 
-Sr € tr Bo + Bor Be 


二 1 


自 加 
Ti 
-Dh tn -Dr jin kl 有 Ce {0.12) 
郧 一 方 男 ， 根 据 定 名 式 5 直接 计 广 得 到 


四 站 


| 
a 


剖 和 QT 人 ade) 


i 
一 一 一 一 30 
高 (Fe 


bt 


站 
1- 下 如 
一 [让 中 -Ta 和 的 rie 
邮 dz 总 -这 dz， 


将 此 式 与 i5.13] 式 相 比较 得 到 


t1'*-fr it 十 |- 
TH Tl = _ Yi Ti 


冉 二 1 


| > 让 1 六 1j3J4+1…-a 


此 上 Rticei 垣 等 式 15,5). 


1. 设 LD) 是 区 工 为 找 率 张 基 的 伪 射 联络 字 间 ， 汇 是 它 的 员 
率 算 了 于 ， 证 明 ， 对 于 任意 的 人 EY 全 福 (和 ), 


RX YIZ + RIY, ZIK + RZ, XY 
=(DxTNY. 2) + DrIN2, XI + DT X.Y) 
FEE YY 8) + TITIY, 2), KY + TT(R, X), YN. 


3, 设 了 :下 对 是 下 清流 形 导 上 的 向 其 具 ，DD 是 庶 向 基 共 上 
的 堪 络 ， 定 衬 映 射 居 :BY x XO] x 天) 一) 如 下: 


RX TN = DDrye — DrDxt — Dxvt, 


WE EXIMY, Et€ TEY. 


王 曲 :对 了 任意 的 车 让 (TEDY, 以 及 任 党 的 LA 
上 列 关 系 式 城 立 ， 

tly REX, YIE = 一 六 [人 EE; 

C2 RE TE RA, TE = PRY, TNE 

3) REX, TIE = FROX. YT)E. 

虐 市 如 称 鸭 同 其 名 所 关于 眉 妾 万 的 曲率 张 量 . 

3. 设 耶 ; 寻 认 是 光 潜 流 形 之 间 的 光 少 映射 ，D 三 训 上 的 一 个 
联 噶 ， 开启 了 RN 王 对 扯 切 愉 通过 时 射 了 让 上 的 控 回 上 [者 
在 第 一 前 例题 93. 由 种 二 章 的 例 8&.3, 回电 从 产 TRN 村 有 江 导 胶结 了 
此 出 章 张 莽 【 忆 本 前 习题 第 2 题记 记 肌 .对 于 对 上 的 任意 的 局 部 坐 
标 杀 [U2 以 朴 任 意 的 站 ET 训 上 -Tai 则 E ET 人 是 1. 
证 | 里; 


-了 上 月 站 站 ， 

机 一 一 ,一 二 . To :+ 一 一 VW : 

" 人 下 ft (六):1 ( 吉 )) i 
妈 有 


- - 2 一 日 a ， 
下 (/ (i) 小 ( ' 


其 中 更 是 了 8 上 的 曲率 张震， 
4 设 拉 是 黎 昌 拼 次 村 上 的 个 Killing 向 量 场 (大 看 第 二 和 齐 避 
题 第 24 是). 定义 是 身 


1 
FLNF) 


EE 
使 得 对 王仁 谍 的 人 i Ax2 -- DzX, 考 虞 函数 
fi R p= Rp pe MN, 


加 上 典 go 5 和 是 了 的 一 个 临界 点 即时 |p， = 山 , 证 骨 ， 对 于 作 意 的 
印记 长 [ 站 1 直 述 等 或 亦 徊 点 成 亲 : 
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CY A 2) KY = (Dx X,Y = 0 

fa) sf) = 5202 一 人 RX 六 ,到 , 具 中 凡是 和 
的 曲 谈 张 七 . 

5. 设 广 : 加. 下 地 对 起 北 品 流 形 时 上 -条 光滑 曲线 ， 区 蕊 于 [好 ] 
日 二 rm :: 0. 全 所 一 五 ,证 有 出: 


下 0 = 


6 刘 中 :本 疝 是 歼 避 流 形 之 剖 的 局 部 等 距 ， 证 上 阴 ， 吕 梨 
持 曲 闵 张 基 利 黎 虹 曲率 些 世 下 变 ， 划 对 于 任 闪 的 产 研 时, 以 芝 尾 总 的 
tT 


pCR a) = Re vp wy, 


Rin, Pt, al = nn" [人 


由 此 可 见 ， 袭 此 流 形 的 截面 曲 齐 齐 局 部 笠 曙 上 悍 村 本 变 . 

7. 退 fei] 是 光 税 仿 射 联络 空间 3D 上 的 一 个 局 部 标 业 场 ， 频 
其 对 蛋 的 余 切 标 沫 易 记 次 {下 :DD 的 联络 形式 和 曲率 形式 分 别 足 上 
和 i;. 让 明 卜 而 项 个 等 必 村 措 等 件 : 

(dN wt A NT Nt A ts 

2) :A + Fri + Fp = 其 中 的 Rn 由 弛 -] 直 让 芝 ， 

8 议 人 证 李 群 ，g 在 嫩 上 的 一 个 双环 变 涤 上 印度 芋 (参看 第 二 章 
习 获 第 1 是) D 是 相应 的 歼 曼 联 纤 ， 瑞 , 让 着 ( 昌 ) 是 白 上 的 堪 不 
变 左 世 场 . 计 明 ， 

上 RX TZ = [2,[X, 7] /4. 

19) 师 果 X.Y 引 立 相 下 次 的 在 不 匡 单 位 同 基 纪 ， 巾 由 和 A, 站 记 定 
的 二 绯 帘 面 的 补 面 师 率 为 

KE = 了 CR 


因此 ， 真人 天 衬 玫 ,等 导 成 充当 及 信 当 [,YF] = 0. 由 此 可 见 李 群 上 
厌 不 亚 莹 晕 度 寺 上 共有 非 久 的 截面 曲 华 ， 
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9. 证 时 是 … 个 侦 才 绯 的 紧 玫 复 达 流 形 ， 具 有 目的 者 面 曲率， 证 
明 : 在 时 上 的 钳 一 个 长 ing 向 其 场 都 有 坷 蜡 点 , 即 帮 在 点 jo E i 
司 得 下 [po} = 小 

10. 设 对 是 黎 晶 疲 形 . 让 明 ， 姻 果 对 :二 枉 意 的 pgE 机 ,在 计 中 
从 点 瑟 到 点 了 的 平行 移动 与 连 搅 靖 和 的 时 族 段 无 其， 则 蜡 的 曲率 
张 贡 恒 为 零 ， 妈 对 于 尾音 的 X,Y Ee MY REYIZ 二 0. 

11, 设 邮 尺 获 党 流 素 ， 尺 丰 导 的 曲率 张 量 ， 如 果 DR=0 则 
称 好 芳 刺 显 局 部 洲 称 空间 

il) 设 条 嘴 歼 芝 局 部 对 称 空 间 ， :和 伯 梧 一 是 计 上 的 测 地 
线 ， 天 ,玉芝 是 消 14 的 平行 向 蘑 声 . 让 时 及 [了 2 也 是 平 行 
的 ， 

(2) 访 时 是 连 道 的 黎明 局 部 对 称 空间 ,， 并且 dim 时 = 汪 证明 对 
是 常 册 率 芋 问 ， 

12. 洪 F: 砚 一 果 是 歼 晶 熏 没 ， 各 2 从 E 守 了 肝 1) 下 ,了 ,了 2， 
刺 < 关 MH) 是 机 应 的 水 平 提升 (参看 第 一 章 习 是 第 站 6 题 }. 假定 及 和 
吏 分 别 是 型 和 蜡 的 曲率 张 量 ， 1 六 表示 向 其 人.…} 掏 馈 乱 分 量 ， 

{ RA TZ, WY = (RE, YYZ, WY + (XE, 2 [YT 和 

— ,2 WY + 2 WI RF: 

(中 EX = ECE, TY + ME FE/ 4 > KX, YY. 

13, { 怎 射影 空间 的 曲率 ) 用 ,…} 表示 n 十 | 维 复 数 空 间 C"*11 中 
出 | 标准 忆 ermite 替 积 , 其 


_ .1 .nm 一 ] 
fs) 一 2! 十 二 2! TT， 


Ya = (2 sat), y= (let) EO 


在 人 +1 = MND} 上 定义 如 下 的 获 易 度 其 +,-): 对 于 任意 的 xz 上 
et 1 
RelT WF) 


[aa E dfeet1] = Ci, 
了 


‘VW = 


了 寻 题 四 81 


易 知 ， 得 其 ft 限制 在 St Ct 与 53+ 于 的 标准 黎 总 谭 量 相 
回 . 


1 证 明 ， 对 于 所 有 的 0 < 8 < 27, 数 飞 运算 ev ;gnt1 3 
3 + 是 一 个 等 距 ; 由 此 进一步 说 明 ,可 以 在 CP* 上 引入 一 个 整 屋 度 
基 gy, 使 得 在 第 一 童 习题 第 6 题 中 定名 的 映射 了 ;Sm11 -CCPH 是 穆 
品 济 混 . 

t 证 明 : 关于 上 面 所 定义 的 获 总 度量 9 CP* 的 礁 面 曲率 山下 式 
钳 出 : 对 于 任意 两 个 互 奉 重 让 的 单位 切合 基 场 X,Y [CP 

KIX,Y) = 1 十 3cos2 


其 中 posg 吕 一 他,Y-TI7Y) 三 王 分 别 是 帮 , 丰 在 Si Crtl 上 的 水 
下 提升 . 

1 设 {el] 站 多 营 流 形 【对 :及 上 的 一 个 局 部 标 架 场 ，D 是 时 上 
藻 整 号 联络 ， gsi = lentj), 答 阵 [yi = {gy) 定 交 映射 


trD2 A A r>0 
是 下 : 


tr Dt) =g"{De.D,, Dn, } 
一 的 (De Dese — Dp, en), ve € dr) 


映射 trD? 称 为 如 14) 上 的 迹 Laplace 算 子 , 及 设 态 是 对 上 上 的 
Hodge-Taplace 算 了 本. 
站 讶 到 二, 若 向 量 场 天 巾 


= Ye LM 
确定 ， 证 明 ; 


[三 一 人 re 人) 十 Ricl ET， vi 6 YMY. 
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[2) 证 明 如 下 的 Weitzenbick 公式 ， 
(Bo Ne) = {tr DI) (NK, ,Nr) 
FT gCRes Xa)ed le 本 
人 


Yo E ATLMI, FEL ,XE EM), 


其 中 的 曲率 算 子 如 由 全 本 式 定 尽 . 试 说 昌 ，(1) 的 结论 基 Weitzenbick 
全 式 的 特例 : 

(3) 设 ifeyja 是 向 是 0 与 外 微分 式 e 的 内 二 (等 看 第 - 章 习 题 第 
引 题 ), 证 明 Weitzeabiiek 公式 的 如 下 形式 


Ar =—(ttD et ot Mile Rien cere], waE 时 人- 


15. 设 Sm 是 Rm11 中 的 单位 球面 ,县 有 请 导 度 其 . 
{1) 让 明 ， 对 于 性 意 的 p,9 E 5S™, 以 及 尾音 两 个 二 匆 子 空间 7 CC 
,Sw xi C TSm, 存在 一 个 等 下 P: 8m 二 5m, 使 得 
plp) 一 及 sf) = 


fa] 利用 铺 论 让 证 明 : ”5m 具有 常 截面 曲率 ， 

10， 吕 Wf 中 一 个 黎 晶 流 弄 证明， 了 虹 是 歼 呈 局 部 对 称 空 间 当 二 
促 当 对 于 必 意 一 荣 分 朋 光 滑 曲 线 了: 加 和 一 旺 以 要 任 党 的 单位 正 芝 
切 问 量 eez Ee Ttm 邮 ,被 面 曲率 


下 【el iesl = 下 有 te Ltrad) 


其 中 忆 , 是 Wf 中 绰 的 平行 先 型 . 
17. 没 【时 ,的 是 这 中 维 莹 曼 流 形 ， 玫 是 邓 的 理 虹 曲率 张 其 . 
证 明 ， 如 果 对 了 任意 的 记名 WW 二 这 (MH) 满足 下 列 杜 等 式 ， 


| a r 上 
RX FW = Rie, Yo{Y, 2) ~ Ric(X, Z)g(Y, TH 中， 


则 唱 其 常山 率 空间 . 
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18. 设 对 是 歼 蝇 流 据 ， 名 5 时 ,证 且 :” 夺 在 点 Db 的 数 二 曲率 
PY 可 由 示 为 


, TFT 。 
SN) = 一 一 Re (wsm -1， 
wu 一 4 Sm—1! 


其 中 wan-1 三 切 空 间 五 时 中 的 单位 球面 3 的 体积 . 

19, 很 访 与 3 了 丰 mm 维 尖 请 流 开 烤 上 的 两 全 共 此 的 获 曼 麻 且 ， 
即 有 党 滑 汕 数 pc Ow, 使 得 5= 全 必 驼 看 第 一 音 可是 第 加 题 利 
第 21 是 ). 及 设 牢 履 的 局 部 华 标 半 过) 下， 笋 肥 诬 量 5 和 5 的 曲 
率 张 直 ， 蓝 曲 川 率 毕 量 ， Rieei 曲率 张 呈 的 从 且 和 获 基 曲 座 牙 别 为 


I Dogant: Ty 8: is fh, Rs, S$. 


{ 证 了 下 列 去 系 式 成 立 : 
ia) Reis = hiss + ppidt — pad 十 pag py 一 ORs Pri: 
hy Tote = Eh;kr + pk — ka — Sik pi) 
i Ri = Ry fm Dp — go per 
i 让 2 一 2f7 一 1 J i) 

共 中 

dp rt Mp do Mp 2 中 


Dridri pre ri dei I rk rt 

3 入 本 二 加 是 二 维 党 明 这 拱 【用 前 一 个 局 部 学 林 季 ， 歼 号 
度量 y 的 局 部 者 孙 是 了 = Pd 十 dy 其 中 天 是 定妆 在 严 上 旦 让 
处 小河 等 内 党 消 炒 烙 ， 利用 全) 证明 ”省 的 Gauss 曲率 


pii 二 


1 , 
二 -A ln F, 


这 里 Ao = 六 十 站 
20， 四 ， ri 中医 "的 连通 开 子 千 ， 关 让 定 区 在 站 上 
呈 处 处 巴 汶 过 举 光 请 请 租 恒定 了 上 的 坐标 潜 汶 [人 do 全 
i 


Hi 二 ER 
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则 9 = gydzidiwi 是 0 上 的 一 个 黎 刀 度量 ， 记 
BF RF 
Br 7 rdn' i 

(1) 证 明 ， 度 基 9 具有 常 截面 出 来 e 的 充分 必要 条 件 是 对 于 作 意 
的 1 关 j 


下 ; 一 1, ,Hn 


Pi-0, PiEjy+ha=ct yd (Rm). 
要 


[2) 利用 位) 的 半 认 证明， 度量 9 具有 党 截面 遇 率 = 的 充分 电机 
人 条件 直 存在 常数 I Lin :一 1, -TE 使 得 


deta 一 同一 站 下 = 人 ie 人 十 -十 四 nz 
其 中 的 函 效 G3;[z1 = az 十 Wz 十 己 . 
[30 在 [人 中 邻 @ 二 rj4, = 滴 6 = 1jrm, 恒 得 到 Riemann 所 贡 
出 的 公式 : , 
Q + Dres)?) 


此 时 ， 度 其 #5 具有 常 截 面 曲 率 c. 试 说 有 明 ， 当 e<n0 时 ,， 庶 如 y 在 … 个 
忆 厚 点 为 中 已 ,区 2 Aw=a 为 半径 的 开 球 B 人 /we) 内 有 定 归 ， 并 日 
是 完备 的 . 

(4) 如 时 ec > 0, 证 明 ， 在 (3) 中 给 出 的 黎 曼 责 量 np 在 牧 个 用 * 上 
有 定 多 ,但 不 是 完备 的 

21, 更 (Mf, 起 m 维 各 盟 流 形 ，(T;xi) 是 革 的 局 部 坐标 系 ， 定 


Bj 二 


导 
dH _ al 站 hs — He Tp 
CEii = Npsy 十 HE PR 十 Mit Fn BEY pi 
其 中 


i | fa — Tm — 2 
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率 .， 显然 ， 5 移出 了 对 上 的 一 个 日: 罗 型 张 基 场 心 即 


CZ, X,Y) 一 XiBaCE 有 
i 9 Ti a ft_ zi 
YE 一 XT Y= 2 = 2 3 


张 量 记 称 为 染 总 流 形 LI,9) 的 Weyl 共 形 曲率 张 量 , 证 明 ， 
由 Weyl 共 形 曲率 张 县 如 在 共 形 变换 (二 看 第 -- 章 的 害 全 2 和 下 
保 符 不 灾 ， 即 忆 权 与 度 其 9 的 具 形 等 价 当 有 尖 ; 
仙 ] 当 祝 三 Ht 时 ， 放 的 遇 率 张 量 可 以 用 它 的 Rieri 曲率 张 量 和 数 
其 曲率 表示 如 下 : 


t 
his 


| 
= tes — Rh + pd Rp 一 和 FF) 


+ :一直 
fr 一 Ti 一 全 (dn ‘9 


9 设 [并 ,让 是 贡 绯 多 总 汶 形 ，Ric 和 5 分 别 是 Mf 的 Rice 曲 
率 张 且 和 数量 曲率 ，Tmn 宇 3. 福 夺 上 引入 如 下 的 2 阶 协 变 于 最 场 ， 


婚配 了 


站 可 - 1 1 总 
PX, Y= ma ict, Y) 2iin — Dm 2) 


让 明 : 
站 共 形 贡 率 张 且 康 可 以 册 间 确定 如 下 : 
oO, NT, HY) = RZ, HW EY) + PLE, £9 HH) 
一 TY HIN, H+ of ZH HY gt ZH, Wl, 
TE, ZW Ee RIMI); 
[让 当 一 3 时 ，C 三 
时 问 人 0, 引 型 张 遇 场 DD, 使得 


DIX,Y 2) = tn = DHDzEENE, YT ~ (Dy X, 2)), 


266 。 某 四 说 昌 诛 
VE, FE FEL), 


则 瑟 关于 谍 Z3 是 抽 对 称 的 ， 颖 有 
VD ONY E20) = ELD TZ}, KY ZE XN), 


= YC 一 各 
4 


其 中 fc} 是 好 上 的 单 让 正安 标 昔 其 ， De.e 是 上 其 形 用 率 张 划 祈 的 协 
变 导 数 ; 

站 当 向 三 3 时 , 些 量 场 总 是 此 形 不 变 的 , 当 ms 咏 并且 宫 二 0 
时 ， 万 三 站 

33, 一 个 m 闫 瑶 曲 流 烧 (M0) 款 国 局 部 并 形 平坦 的， 如果 #8 站 
虹 部 上 共 形 等 价 王 平地 的 复 关 席 秋 ， 即 对 于 和 任意 的 ?EM 部 存在 下 
点 的 一 个 廓 焉 下 忆 用 苹 上 的 省 少 冰 烙 使 得 让 := cry 证 平坦 的 莹 
紧 度 最. 让 明 ， 

让) 当 mm 宇 3 时 ， Ff 为 局 部 上 长 形 平 出 的 充分 几 要 条 件 是 : 

fa) 渤 由 二 时， 事 音 习题 第 2 是 中 是 交 的 瑟 车 筷 上 三 
fh) 雪 了 > 主 时 ， 共 形 盯 学 张 荐 会 三 让 

名 常 曲率 空 卫 此 局 部 共 形 平 志和 的 ; 

[3 则 音 呈 是 局 部 共 形 平坦 的 mm[ 及 织 Tinsteia 流 培 , 则 寻 是 
党 时 浴 空 亿 、 

3234. 设 {对 ,可 为 连通 的 ml> 外 趴 某 曙 济 形 ， 它 的 Ricej 此 率 张 基 
Rw 与 艇 友 度 斌 9 处 处 底 比 例 ， 铸 站 在 A CCXYiM;, 便 得 Tic = 好 
证 明 ; 

站 让 Einstein 流 棋 ， 因 而 其 娄 最 遇 这 当 三 和 为 常数 

癌 知 时 的 数量 果 率 癌 关 必 刚 在 时 上 不 下 在 非 宝 的 平行 切 癌 熏 
场 ， 

个 打杂 mm=3 蜀 各 7 站 是 希 曲 斧 生 间 ， 

25. 证 明 注 理 $5.1 


第 五 音 ”Jacobi 场 和 共 挛 点 


在 串 一 到 已 经 详细 邮 过 浴 了 共 坚 流 形 上 测 地 浅 的 局 部 性 状 . 很 明 
显 ， 测 地 线 的 这 种 局 部 性 状 与 敢 咖 度 其 和 的 则 率 元 关 ， 然 而 ， 敢 蝇 汶 拭 
的 川 兴 显 鞍 地 影响 着 淹 地 玲 的 起 范 央 性 闫 ， 考 虚 最 简单 的 艇 曼 流 到 的 
曾子 ， 态 能 辟 对 此 有 一 个 赤 亚 的 感人 竹 认识 

重 如 ,在 语 谍 于 面 再 : 中，angs 出 率 恒 为 零 ， 具 中 的 制 地 并 胡 是 
直 浅 ， 显 乓 ， 从 一 点 让 寄 节 性 章 同 条 测 地 线 上 的 点 全 册 得 越 来 越江 ， 
或 拱 香 弛 大 ， 它 们 是 “发芽” 的， 而 在 Gagss 曲 训 为 止 沉 娄 [的 单 党 
球面 上 ,情况 由 蕉 大 浴 反 ， 此 时 ， 测 地 线 共 3 上 的 大 加 网 ， 央 而 
段 一 点 世上 恢 的 任意 彰 条 抽 虚 线 孝 会 在 说 点 的 对 和 点 处 相等. 这样 ， 此 
一 点 出 恬 的 所 有 测 地 谎 者 会 在 条 处 问 谍 -在 一 起 ， 或 者 渴 ， 它 们 是 “ 收 
就 " 的 ， 

理 对 获 晶 址 形 上 从 一 点 包 败 药 测 地 线 的 这 种 “ 凑 车 入 ” 或 “ 尿 营 
性 "进行 研究 ， 退 当 的 懂 法 是 把 测 地 尖酸 太 到 一 族 疆 有 公共 站 发 成 
欧 测 地 绕 中 去 ， 即 选 联 读 测 邮 加 ?了 的 :个 有 辣 定 曰 点 的 “ 测 拖 变 分 ”， 
并 .号 虚 宙 这 的 变 分 问 量 声 尼姑 曙 这 下 变 外 辐 直 场 天 的 模 长 是 测 地 
线 Y 贞 长 s 的 增 玫 对 ， 则 放 族 测 地 线 是 长 散 的 ， 媳 果 变 作品 其 场 区 
队 了 起 点 然 有 另 因 的 零点 ( 即 杰 疾 将 要 讨论 的 共 轻 点 ;, 则 这 一族 测 地 
北 就 会 在 该 学 点 附近 性 牙 . 

在 这 一 齐 中 ,首先 讨论 由 一 族 测 域 线 攀 成 的 制 地 查分 ,已 的 侄 分 | 
丝 场 将 满足 一 个 阶 常 微 半 方程 了 Jarobtii 方程 ), 因而 称 汶 Jarobif 滞 
某 1 声 ， 下 而 将 会 看 到 ， Jaeobi 方 释 省 有 出 率 项 ， 所 届 -larobi 上 场 的 性 
坦 与 殖 紧 流下 的 曲率 性 质 认 密 切 美 邓 , 因此 ，Jareni 动 是 歼 各 几何 学 
中 重 归 的 研究 了 工具. 

在 本 童 中 ,我 们 过 将 利 月 Jaeobi 场 来 证 朋 儿 个 局 下 天花 团 黎 映 儿 
何 时 以 型. 
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85.1 Jacobi 场 


没 【好 ,人 是 -一 个 吉 排 黎 曲 流 形 ，:[ 训 且 时 是 对 二 的 一 条 
重 地 线 . 假 峙 重 : [中 下 < 二 一 时 是 + 的 一 个 变 允 ， 才 且 计 于 每 
一 个 固定 的 te {5,6), 曲线 3 -= 下 [和 [6. 自 于 村 下 副 地 部 .这样 
的 变 分 称 为 ? 的 … 个 测 地 密 分 . 

全 


_ 0 a 
Tt) 二 重 ,rx (¥) : Uit, uy 一 宣 :1 (| 1 (1.1) 


则 定 是 挛 分 由 线 = 亚 fa] 的 切身 一 5 是 措 截 昕 线 sy = 由 他 
的 切身 量 ， 它 在 易 浅 “上 的 限制 


ty = Bit, 0 


是 * 的 变 分 币 的 变 分 向 基 场 ( 爸 看 第 三 章 的 盘 , 相 ， 

误 玉 总 [上 ,有 上 的 曲率 张 量 ，D 表示 时 小 的 更 曼联 络 或 它 企 
拉 回 和 下 'TM 上 的 诱导 联络 ， 当 了 表示 于 了 TM 财 上 的 诱导 联 乡 时 ， 邵 
日 变 其 固定 ， 则 了 北 为 拉 轩 向量 从 (TM 上 上 的 诱导 联络 ， 概 指 
第 回音 才 昨 第 3 是 的 缚 论 ， 


DDot = DaDsT + RT ET [1 


由 于 员 是 测 地 半分 ， 即 对 于 鲜 一 个 w E (一 5s.8), 3 是 淹 地 汇 ， 上 夏 (小 
看 第 . 菜 的 注 记 8.1) 


DaT = Dr =0, 
其 中 第 -个 等 号 后 过 的 卫 是 对 上 的 黎 旬 联络， 二 是 
DaDeU = RT UT,. {1.3} 


上 式 广 庙 实际 上 让 将 疝 基 场 六 甘于 求 两 网 苏 变 导数 ,而 右 端的 氏 
则 起 一 个 曲率 张 基 在 11.3) 全 中 令 如 = 0 俩 得 


DaeDs t= Ry TY., 


记 
二 了 Do = 一 
UD = DeDyet = DDt = Do. 
则 上 而 的 方程 成 为 
= RY (1 


这 个 方 祭 称 汶 Jacobi 方程 . 

定 兴 1.1 设 Y:[m 熙 一 时 是 和 名 歼 其 流 形 [时 ,9 上 的 一 节 测 
地 线 ， 石 = UF) 是 在 计 上 洪 科室 疼 的 -一 个 沁 清 切 向 其 场 ， 癌 举 忆 
满足 Jarobi 方 存 {1.9, 则 称 上 5 是 沿 测 地 线 * 的 一 个 Jacobi 向 重 场 ， 
答 称 为 Jacabi 场 ， 

上 呈 ， 前 画 的 讨论 给 训 了 下 面 的 负 古 ， 

命题 1.1 设 7:[ 问 一 时 是 歼 曙 入 堪 【及 上 上 的 一 条 测 地 线 ， 
则 的 测 地 变 分 的 迹 分 向 基 场 是 座 了 的 Jaobi 场 . 

为 了 琴 出 这 个 偷 题 的 着 市 题 ， 需 要 对 Jacobi 杨 有 更 深入 的 了 解 . 

首先 对 Jacohi 方程 作 一 些 讨论 ,把 它 表 示 为 向 量 场 后 分 量 画 竹 所 
满足 的 党 微分 方程 组 .为 东 ， 假 变 fe 必 届 是 制 地 线 “的 强 长 参数 ， 
神 日 浴 “名 一 个 平行 的 单位 正 交 标 架 场 fei 的 上 使 得 em 的 三 个 国 、 
则 

eit) 二 Dt 二 
此 中 卫 是 TM 上 的 诱导 联络 . 
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入 设 不 == 碟 褒 了 定 半 的 站 请 切 向 其 场 ， 招 性 表示 汶 


下 全 = Yetd), {1.5) 


于 是 有 
区 的 = tl) UD = 2, 的 的 
J 
-- > AD -YUNA a (Tt Peatt). 


四 弟 ， Jacota 方程 凡 . 出 等 夫 于 章程 组 
C= RE a) liem. 


十 
注意 到 i 一 oc;,. 0;} == LN .下 可 以 改写 为 


iit) 一 LE l Si rm 时 二 
1 


其 中 和 an 一 (全 人 eeiJenyt 由 此 可 尼 ， Jazobi 上 方程 科 - 必 实际 上 
是 关于 向 量 场 如 = 5 内 的 共生 图 束 5 的 政 性 齐 深 - 二 阶 常 微分 方 
程 给 . 

根据 党 往 分 方程 蛙 理 论 ， 有 有 

定理 1.2 设 1;[w 相 :*， 避 是 散曲 流 形 ,9 .的 一 条 测 地 线 ， 
则 对 小尾 总 的 思想 Tm dd, 请 -+ 存在 堆 ， :的 : :个 Jacohi 声 的 满 
足 

da a = tr 


根据 害 归 12, 下面 的 推论 是 显然 的 : 

推论 1.3 济济 二 加: [6 酉 二 计 的 Jwohi 声 Ji} 由 它 的 初 
苔 值 jia), a] Tr 噶 一 确定 ， 评 二 ， 折 5 的 Jamwbi 场 的 集合 
六 [是 同 攀 于 了 jy 主轴 tay 邮 的 2m 维 同 基 宪 问 . 
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推论 1.4 次 J 由 其 沿 测 地 起 5 的 ]aoobi 场 ， 如 果 .7 关 习 . 则 它 
前 等 点 是 孤立 的 . 

排 论 1.3 和 排 论 1.4 的 证 由 内 给 壬 者 作 海 练习 . 

讶 .5 是 祝 了 的 Taconi 场 . 在 太 径 组 站 人 自 中 , 令 丰 = 2, 并联 = i 
刚 帮 J 二 0. 所 BJT 是 的 线性 滑 数 ， 即 有 常 训 和 ns 下 全 
得 

JJ 他] = +. 11.7] 


对 求 导 可 得 
(iY, ert) 一 J 一 从， 


在 上 上 式 和 .让 世 中 令 +=#, 风 有 
A= tT cma oth= a) = (a), emlan)), 


因此 
= tn), emlely — tT le), emte)}. 


代 六 引 富 起 得 到 
Ct entth) = FH) = FA a) em + (Fh, Ferme hl) 
综合 1- 面 的 讨论 ， 则 者 玫 而 的 十 理 ， 


定理 1.5 没 %; [6 划 -入 是 区 总 流 开 9) 上 的 … 荣 外 地 热 ， 
了 Ji 是 请 二 的 Jacohi 电 ， 弄 


(TD) = a Te 
央 此 ， 与 + 处 处 止 充 的 充分 必 上 等 荣 件 上 
dn via)], Ta Lv tia). 


定 党 1.3 谤 小 一 Jit) 是 笋 品 流 形 [村 ,8] 上 上诉 汀 地 误 习 的 laceobi 
场 ， 训 时 与 处 灶 止 这， 风 称 了 是 讲 轩 法 Jacopi 场 . 
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基于 法 Jacobi 场 ， 有 下 面 的 结论 : 
推论 1.6 假定 Y; [ae 省 一 MH 是 葡 曼 流 形 [站 ,9) 中 的 一 条 测 地 
{1 如 了 = J 人) 是 六 济 地 绎 的 一 个 Jacobii 扬 ， 如 时 存在 两 个 小 

同 点 了 ,to & [au;, 使 得 

TL ty, ta) {ta), 


由本 是 法 Jacodbi 场 . 

人 2] 如 果 用 +) 表示 在 好 上 沿 测 地 小 % 的 法 larobi 场 的 集 
各,， 则 洱 荆 [是 一 个 2tmt 一 1 维 向 其 空间 ， 

证 明 诗话 [1} 基 (1.7) 式 网 直接 推论 ， 姑 论 (2) 可 出 推论 1.3 利 
定理 1.5 导出 细节 解 络 读 背 自己 完成 . 

下 而 , 恰 出 在 常 曲率 冠 向 中 的 Tarohi 场 的 表 杰 式 . 

例 1.1 常山 率 空 间 中 的 Jacobi 场 . 

设 《于 及 是 凌 诽 常 曲率 空间 ， 其 截面 时 率 是 带 数 <. 由 第 亚 章 的 
宕 天 3.2, 对 十 祭 意 的 评 , 了 各 针 二 全 [ 训 ], 对 的 黎 曼 曲率 张 司 是 

RB VM EY -RN, YZ, WW 
= -ct A ,HY 2), 


或 等 昼 地， 其 申 夫 张 芯 侦 
REX YY = -ol(X, AY 一 全 区 时 (1.81 
现在 假定 :了 只, 和 二 时 是 一 条 正规 测 地 线 ， 则 
YA = YD = 1. 
设 了 = J 则 是 沿 7$ 的 法 Jaconi 声 ， 出 由 帮 区 式 


RT DY = et) = 


45.1 Jaceobi 场 p73 


十 ef 有 一 让 [1 多 
沿 Y 取 下行 的 单位 正 交 标 架 场 . {t(j}, 使 得 eww( 一定 伯 , 令 
dl) 一 2 Taf), 


则 J™ = 0 并且 (0 满 是 常 系数 线性 齐 次 常 微分 方程 组 

十 基本 二 由 leicm—l. (1,10) 
此 方程 的 通 表 为 
nv + os VoD) 


J 


如 果 二 吕 ， 
证 染 一 0, 
大 sinbiy tt) + pivoshiy—ctj， 加 果 cc<0， 
新 中 放 , 凡 ,1 所 记 mm 一 1 是 性 意 常数 ， 访 
ain wot 
ww 1 
Sl] = +, 二 昨 ， 


册 讲 训 地 线 的 法 Tarobi 场 的 一 般 表 让 式 是 
TH) = HA) + St BIt), 11.11) 
其 中 48,Btt} 是 任意 两 个 洪 了 平 行 . 且 守 下 交 的 向 量 场 . 特别 地 ， 
TI0) = A 10) = BEO). 


项 在 证 明 曾 题 1.1 的 道 毅 题 成 立 . 
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定理 1.7 设 7; [a 让- 对 是 完备 魏 归 流 形 (过 ,9) 中 的 一 茶 测 
地 线 ， 了 = J 是 沿 4 的 一 个 Jacobi 场 ， 则 了 必 虹 YY 的 时 个 测 地 这 
分 的 记名 癌 丝 场 ， 

证 明 不 入 想 设 me = 0, 并 弃 = YI 中， 六 于 村 意 同 站 的 1 二 
了; 村 ,在 前 中 取 一 条 光滑 昌 线 == Eee 个 得 

J = TY = 1 
同 吓 , 把 划 向 节 ww 和 0) 沿 曲 烧 o 在 平行 黎 动 , 得 刘 河 个 纳 5 平行 的 
启 甚 声 证 i 和 想 Tiw), nn E558). 对] 性 蕊 的 补 刘 荆 们 二 x [一 F,5)， 
本 
Bit, 全] = expoyrn FY 一 家 生疏 生 让 
则 对 上 上 簿 一 个 固定 的 a ET-e:sh 曲线 ?9 = 由 是 油 凤 盖 ， 并 出 
加 二 个 所 以 所 是 测 地 钱 -的 测 电 变 分 ， 其 变 分 出线 和 构 截 曲 线 的 切 


辣 基 场 分 荐 是 ， ; 

四 r 

了 了 一生 (5 必 一 重 - (元 ) 
根据 证 十 15= wo 放 语 药 Jacohi 妖 ， 有 


站 全: 昌 
0) = 再 ， 人 | = 二 
Br 


再 出 1.21 34， 


ti 2 = oD) = 


人 一 1 


CL" = D a tio.u0 二 Da da = Th po tN, a), 


然 [i， 
Th, 4) = 时 ,eq (#) = [experer lilT I) + ui) 
= 了 ry, 
轩 此 


Cth 一 Dy: rot ty | wth ls)) 一 HD 三 Wl, 


a] Ja 场 275 


其 中 利用 了 TO 和 Tin] 涝 g 的 直行 性 ， 上 面 鸭 讨论 说 图， = Ut) 
秋 “此 潢 是 初 值 条 件 0 = 0) 三 了 的 Jorohi 其 ， 
型 在 , 取 = 天 他, 外 二 0) 网 相生 都 足 相 %* 上 由 w E TM 
山 定 的 enhi 胡 ， 具 而 由 定 凤 1.2 的 唯一 性 得 知 
-全 二， 


页 Ji 是 曲线 将 测 地 变 分 币 的 尝 分 向 其 场 ， 证 毕 . 
士 而 拘 诺 让 过程 实 轩 上升 出 了 定理 14.2 的 存在 性 草 共 的 卫 何 证 
晴 - 同上 时， 还 得 到 和 上 下 的 拓 论 ， 
推论 1,8 设 定 :由 可 一 天 息 演 和音 殖 晤 流 形 【时 人 上 的 -条 测 
地 线 ， 了 := .1 的 评 ” 上 满 虽 JTIOY = 人 的 Jaeoli 扬 ， 则 7 直 测 地 变 分 
it, 0) = exp co, ti OY + wh ON L112) 


的 要 分 癌 量 杨 ， 
根据 尝 内 可 大 电 的 宇 芝 和 .12) 式 则 每 
站 1 
-人 一 旦 -0.0) 和合 二 expaio leeriuiltd i 
=tlespro etm td 0). ‘1,15, 
并 ,13) 式 的 重要 和 注 在 于 它 托 潢 足 芍 件 D0) = 人 0 的 Jacohi 场 J 


肌 指 澡 暴 时 的 切 映 时 表示 了 出 来 ， 师 果 扎 ,oa 和 相 尼 在 ti0) 处 的 
切 尝 间 we [Th 2 等 问 驾 米 看 ， 则 地 各) 是 在 工 ,iwy Mf 中 语 射 线 


害 必 的 切 向 且 场 ， 线 性 地 俯 瑞 于 玲 数 因而 称 它 为 了 0o0 和 呈 诊 射线 
上 定 袜 的 一 个 洪 性 ”向 其 场 . 在 另 一 方面 ，I6yo; 诗 作为 欧 多 空间 
是 礁 而 刷 率 生 等 于 稚 的 向 曲 率 衬 间 ， 因 而 射线 Ht 是 Ti 证 中 的 草 
地 线 ， 根 户 合 11 滨 信 向 其 场 4 丰 Toy 计 中 祝 测 地 线 站 本 的 
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Jacohi 场 ， 上 面 的 讨论 说 明 ， 衣 中 满足 条 人 忻 TI) = 0 的 Jacolii 场 
Ji 是 Tim 昌 中 的 沿 射 强 定 交 的 "强生 "Jarpbi 场 在 指数 映射 exTrm 
的 切 峡 射 下 的 地， 正 是 Jarobi 场 与 指 熬 蚁 射 过 条 的 这 种 密切 眉 系 ， 司 
得 Jacoti 场 成为 研究 更 另 几 和 何 学 的 -一 种 重要 手 匡 . 

第 三 章 讲 这 的 Gauss 引 理 ( 即 第 三 章 的 定理 4.1) 告诉 我 们 ， 指 郁 
映射 保持 与 径 记 测 地 线 的 正 交 性 不 变 ， 同时 褒 径 癌 测 地 线 的 方向 虹 保 
长 的 ， 而 正 交 于 和 视 向 浏 节 线 的 基 问 且 的 斤 庶 让 指 数 晓 射 下 的 站 化 情 江 
可 志 归 蛙 为 美 上 Jarobil 场 的 烧 长 的 计算 ， 比如， 当主 充 分 洒 叶 ， 训 | 
下 结论 : 

定理 1.9 证 :ta - 王 足 袭 总 流 形 [1 四 1 的 一 过 调 地 线 ， 


2 二 ~ 41 二 ~ "(DY. 
则 对 于 尾音 的 坟 ETW = (Tp 如 ), 没 T 的 Jacobi 场 


串门] == ‘Exp ull) 


的 长 度 满 中 
I = a Re ee ole, (9 
此 中 ， 
jm A =0 
i ' 


证 明 显然 JI0) = 四 .Ti 国 =tw. 仿 
了 站 由 = 的 | 
中 行 
Ft = BAT EY TE FE Ot + OT, ty. 


因此 
FD =0, FO = 0 0) =2hel, 


535,] ar 场 


对 六 个 继 绪 求 导 科 到 
Ft = "tL, J [EY 十 2 [ty, J 
二 二 加， 
利用 Jacebj 方程 妆 交 二 起 全” 得 到 
FA = HOR Ty To = 0 FN = BET), Ft, 
并 且 
AE THE) = DR ,7) 
=Y RY DT RY A 
= RO TH Rei, DI 
=iDyt RY ,+ Ry 7 
一 雪人 
中 局 了 和 的 ] RR 
市 Tayrlur 展开 式 得 到 | 
十 9 4 
A) =F0) + HF) + TO) + HO) + TO) + of) 
一 | 中 | 十 5 名 Conajr wt 十 nfl, 
上 HH 中 


ot 
a 一 山芋 一 小 


推论 1.10 没入: [0,1 -; 全 是 稀 剖 流 形 ,np) 汪 的 一 生 正 规 浏 


地 线 ，5 = w= TDile: 二 DD- 如 果 
ET, wl om 1, wit, 
并 且 = (expyphweeli), 则 有 


= 站 一 > Klw wn) 十 ott 站 .41 
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其 中 tw,ww) 是 措 【时 ,及 在 点 关 沿 一 只 埠 而 [e 太庙 的 截面 曲率 进 
而 ， 有 


3 
[| 一 让 一 ER, + ol lim 2 -0 [1.16) 


证 明 由 下 = | 全 三 二 站 ay 二 一 下 铀 ,WW 此 时 
[1.149 式 就 化 为 [1.1 式 .于 久 
17rr| = a - SK (ps 下 四 
再 利用 Tayler 展开 也 


上 . 
1 一 下 1 一 了 和 十 oT), 


弛 可 入 人 放 (11 式 ， 证 是， 


85.2 共生 点 


设 [时 .81 是 完 着 的 mm 绯 莹 合流 融 ， 由 IIopFRinow 定好 ， 寺 于 红 : 
登 的 ne 并, 指 考 映射 rp, 在 革 伞 间 了 对 上 处 处 太 定 立 、 因 为 pxP， 
住 零 向 其 上 处 的 划 归 射 iexp,j-o 等 所 上 下 昌 = Tof75 革 1 上 土 的 全 等 师 
射 ， 因而 起 非 退 从 的 ， 新 以 [expyjs 站 Dc 对 的 本 个 名 三 内 是 祭 处 
非 退 花 的 . 亿 呈 证 一 般 情 况 下 ，iexnsl, 在 了 9 于 中 却 霖 堪 址 处 处 放 明 
性 的 . 干 而 ， 届 Rr11 中 的 单位 球面 为 例 玉 说 明 刘 一 点 . 

讲 时 是 币 位 球 证 


T+ 
"二 | 记 Rt ， Se 二 | 
i 站 二 1 


网 [4,y) 是 常 册 座 空间, 鼓 再 曲率 为 1. 我 们 知道 , 对 本 尾 普 的 PE 3 
及 玉山 览 的 所 有 测 邮 线 邦 汇 华 到 p 的 半径 点 9.， 一 并 芋 这 些 测 地 线 
介 寺 p99 之 问 的 长 度 其 驮 长) 殉 为 了 - 因此 , 在 六 弄 中 局 稚 问 量 间 局 


四 共 上 儿 高 p79 


中 心 、 册 站 为 半径 的 球面 sr) 在 指数 映射 exb。 下 的 从 是 单 点 集 
{9}. 特别 地 、 对 于 Tyif 中 落 在 5*-!iw) 上 的 任意 一- 条 光 清 曲 钱 的 
有 


cp 人 人 = 
因而 ， 
[esp rears tT ty) 一 0. 

这 晤 说 曙 ， 指 数 喘 射 erp 在 3 人 记 和 导 上 是 处 处 退 半 的. 

受 指 数 野 射 在 单位 蒜 硬 S$" 上 的 这 种 壕 懂 现 煞 的 丑 发 ， 可 凡 引 A 入 
直面 的 证 详 ， 

定 其 3.I 设 【, 扩 是 完 备 的 各 维 深 坚 谢 形 ，p Ee ,ve Top. 
如 来 指数 英 射 cxp, 在 处 基 退 化 的 ， 即 存在 非 零 切身 量 


Ww ET NM = TT, NM), 
使 得 
kxPoyerfay = 心 


出 称 了 = cxppty) 6 计 是 j 点 { 社 测 地 线 了 的 = 多 请 fo 的 共 斩 点 . 
恨 据 上 一 节 的 讨论 ， 对 于 世 Bp 5 时 为 知 点 的 测 地 线 


FI = sepn io, te [0, Al, 


可 以 把 “上 满 号 莹 人 忻 J = 由 的 Jarobi 场 了 宕 示 为 二 寻 中 语 射 
开 tf 雪 定 训 的 … 个 线性 向 其 忆 在 切 眶 身 toxpp) 下 的 你， 因此， 可 
以 用 Jacabi 场 来 天 配点 的 共 印 点- 

定理 31 浴 4+: [0 ， 叶 是 客 备 柳 曙 请 形 时 .站 上 的 -如 淹 
地 线 ， 晴 = 、 生 : = 下 区 是 了 点 滑 站 的 其 罗 点 ， 当 朋 奴 当 存 在 
洲 ~ 的 非 索 -Jacobj 场 了 = J 洪 足 


J = .71H) = 


2BD 第 二 说 Jacobi 场 和 共 杯 站 


证 明 首先 ， 半 于 本 意 的 t+ 加. 引 有 
= expnlt* iON. 


设 了 = Jit) 是 泊 日 满 是 TI 的 = J = 的 非 零 Jacobi 场 ， 而 田 定 
理 1.2. 六 由 天 由 根据 推论 18 世 肛 并.13; 式 ， 


Tt = Herp ) oa tT (0)). 


由 十 Ai = 二 山 有 
i sw- 【7 间 放 一 岂 ， 


所 以 根据 定妆 2.1, 8 = 的 二 expofayi0D) 是 天 请 站 的 共 罗 点 ， 死 他 
性 得 证 . 
肖 证 必要 性 , 设立 是 p 点 沿 测 地 线 入 的 具 辊 点 ， 则 存在 非 孝 富 基 
引 志 下 洱 , 性 得 
[eecp so = 由 


对 于 性 章 的 1€ 沁 . 本 ,全 
TE) = toxpol trioy (a), 


网 并 = 7) 是 滞 和 的 Jacobi 声 ， 且 有 J = 有 = 了 0 让 毕 . 

推论 2.2 设 pyc 好 .如 果 9= 3 是 fm= YI 讲 测 地 贱 
< 二 E 各 中 的 其 狂 点 ， 列 点 号 9 点 沂 抽 地 线 二 后 三 人 全 一 有 的 到 
统 品 ， 

定理 2.3 设 了 的 ,FE 的 可. 太 完 省 歼 品 流 形 [3 中 二 的 一 条 前 
好 线 ，pm = 了 的 ,二 = 人 全. 如 虹 # 不 是 点 浴 六 的 此 范 点 ， 则 对 本 性 
容 的 wnETY, 如 EE 汪 , 在 5 上 -存在 叭 一 的 一 个 Jacohi 蕊 了 = J 
居 豆 

di = IO = tr， 


. 2] 


证 明 出 假 没 得 知 切 典 射 [expypjwwwrm 非 进 化 , 因 市 是 谎 性 同 椅 . 
四 此 ， 存在 叭 = 的 一 六 EH 全 Tu 一 了 5 如 3 全 得 


w= exp net 
对 于 任意 的 E 人 ,本 ,全 

J = Foxpy)eey tn (EE, 
出 二 是 洛 Y 的 Jacaoki 场 ， 满 足 条件 


0 =0, 0 = xprl oryrio li = te. 


另 一 方面 ， 根 撕 挫 论 32.2.p 世 杯 蚌 #9 点 的 共 轿 忆 ， 国 此 ， 玉 可 以 
得 到 洛 -+ 的 Jaechi 场 天 油 眉 [0 =v 加 一 0 令 


J 二) 十 attl, EE 山 冲 ， 


上 呈 了 是 消 下 的 Ja 其 ， 并 用 泣 虽 TD = J 二 
项 在 证 明 这 样 的 Jacobi 扬 的 唯一 性 假定 4 关 7 昆明 -个 满足 
定理 要 求 的 Jacobi 场 ， 刚 了 = 了 一 了 与”%_| 闹 中 
J = Tb} = 0 


的 非 寄 Jacnbi 场 ， 这 说 明 广 = 0 和 二 = 18] 没 千 互 为 夫 思 忆 与 
证 理 的 赣 设 矛盾 ， 嵌 而 昨 一 弓 感 立 ， 证 毕 ， 

例 2.1 医用 卒 空间 中 的 共 绝 点 - 

设 1 站 是 党 备 的 融 曲 率 空 间 , 其 被 而 曲率 为 常数 上 TY 一 的 诗人 
小 +ece 三 碍 由 的 一 此 让 规 测 地 名 ， 即 有 全 :三 1 由 和 例 14, 在 7 
|- 谱 足 TO = 站 间 与 了 正 变 的 Jacohi 场 了 具有 由 这 式 


Pt) = Bel BH (2.1) 


282 。 弟 五 于 Ja Jacobi 声 吉 共同 点 


其 中 如 tt 是 少 站 、 朋 与 正 诡 的 尾音 一 个 平行 同 量 场 ， 易 车 
J 天 站 


当世 0 时 ， 孙 数 3 内 有 一 个 零 虞 t= 人 当时， se 的 等 
点 次 
TT 直 汕 下 说 是 狂 - 
J 注目 负 竖 熬 
出 此 可 抑 ， 当 “三 避 时 ， (人 上 的 每 个 点 吏 设 有 其 辊 点 ， 碳 当 
a 交 0 时， 点 B= 7) 洪 3 的 站 二 点 为 


dh = (所 ， 大 济 白 恕 昭 . 位 ,2 


特别 且 ， 车 取 中 为 BE 中 半径 是 1 yr 的 标 肉 球面 57[1 we 刚 
三 玉 共 二 点 中 的 gan 1 部 号 的 对 种 上 点， 而 gut 硼 与 5 点 重合 . 
对 于 测 地 线 地; 四 二 财 , 记 
2 = {7; J 是 语 4 的 Jarobi 扬 ， 并 号 Ti = 元 向 = 站， B39 
网 Zhi 虹 然 是 一 个 向 基 守 了 向 . 恨 扣 定理 2.1 的 证 明 , 小 礁 看 出 ,名 全 
与 野 射 esp 在 if) 处 的 切 映 射 的 术 kerttrxpyj win 同 构 [ 夯 石 本 
童 习 原 第 7 项), 日 有 2 局 [91. 
于 是， 可 以 引 六 如 上 的 概 六 ， 

定 涡 23 没 5#E 则 ,站 是 区 总 流 形 Lf) 上 的 一 条 调和 地 线 ， 
二 ~ 二， 站 鱼刺 数 da Wt) 称 为 点 了 关于 请 所 { 客 测 地 
线 了) 的 共 狐 午 数 . 

于 让 ， 虚 是 名 点 语 测 地 线 和 的 共 先 点 当 导 投 泊 #9 尖 十 的 夫 
辆 电 数 太 于 等 . 

菊 ]- 共 大 互 烙 ， 述 有 如 下 的 一 租 结 采 ; 

定理 ?3.4 渤 LW, 认 是 完 督 的 tn 维 歼 最 流 形 ， 则 对 于 并 土 的 性 
意 - 亲 测 地 线 和 : [0,3] 二 车 ,都 丰 

diun tn) Il. 


tC— 
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证 明 根据 推论 1 给 测 地 部 了 在 上 = 属 处 奴 守 的 ,larohi 场 知 成 
一 个 mn 叭 癌 甚 空 可 .再 市 推论 1 由 和 床下 1.5 得 划 


HT CTE Ft TD = 中 
= {Te gy = 站 [12.41 


旗 
dim Sts) < 二 人 一 1 THR OY Gm 1. 


证 毕 . 

另 芝 ,根据 刁 【1, 在 一 个 具有 常 截面 昌 座 cc 0 的 ia 绯 完 备 葡 品 
流 形 上 ， 和 如果 立 点 是 5 点 匠 测 地 线 Y 的 第 一 共 罗 点， 则 枚 谍 的 共 辊 来 
灼 一 定 基 rm 一 1. 村 实 上 ,由 包 . 式 可 唱 在 7 和 两 点 取 乱 什 的 Jacobi 
场 了 与 苛 向 册 BI01 E TM 成 -村 应 ， 丽 当 了 限定 当 污 Jacobi 马 
时 ， B00) 可 忆 联 是 瑟 计 中 路 有 与 各 ] 止 训 的 初 向 茂 ， 四 此 得 再 


tiry, A [Yn 1, 


其 中 = /vi 


85.3 fartan-Hadqamard 定理 


上 ` 节 知 道 , 在 :个 具有 目 正 截面 曲率 的 阁 用 认 空 间 中 ,十 何 
一 点 沿 着 内 潜 点 出 发 的 性 意 一 条 测 地 绕 者 汕 有 闪 转 点， 这 个 于 实 可 己 
推广 到 任意 的 具 训 十 正 截面 师 率 的 完 兰 歼 总 这 形 , 并 用 上 证 明 性 artadl- 
Harraril 定理 . 
汐 了 阁 述 的 方 合 ,用 玉 w 表示 歼 况 流 形 【的 的 截面 出 党 ， 记 再 
在 基 的 怀 芝 一点、 带 着 任意 一 个 二 维 恭 血 的 截面 出 座 部 是 非 止 的 ， 
忠 说 tA.51 满足 羔 件 Kar 所 刀 . 


| 革 正 误 Jacobi 场 和 共 量 民 


引 理 3.1 沪 启 M,g) 号 完 兽 的 禾 幼 流 形 。 如 凡 其 三 由 出 村 于 性 
意 的 号 E 用 ,世态 从 三 点 出 菇 的 任意 … 条 淹 地 线 ,p 孝 没有 沿 的 共 
因 点 ， 特别 地 地 ， 省 数 轴 里 wa, : I, 冲 地 名 是 - -个 局 部 微 耸 同 于 ， 

证 明 WE 对 ,设计 EW 二), 晤 时 上 从 点 出 发 的 一 条 
正规 注 洱 线 ， 对 上 洛 “的 任意 一 个 法 Jacobi 声 J 党 


1 = | Yt e+) 
则 有 
FY 2 Dt). 
Mi) = DT + TY) 
= a + TY, A 
— 2 FE A EY A TAN) 2 1, 


其 中 下 人 J 毕 滞 着 由 全 和 J 确定 的 二 玲玲 三 的 截面 则 
率 ， 并 日 
jy A = TD DY ty, TY 
各 味 p 点 污 呈 有 此 驱 点 二 二 i); 霹 之 兴 则 存在 入 Y 的 蔡 索 


Jacobhi 场 .1i), 使 得 
TD = Ttol = 


下 丰 有 ft) = 了 二 0 出 二 J 0 两 散 产 [让 音 油 间 增 ， 从 而 
Ft FD = 0, 
所 以 ， 范 禾 fi 人 i 也 站 单 济 伐 塔 的 .因此 ， 当 人 + 所 加 时 ， 
= Ftol FN 0, 


即 Five 一 0 于 是 Zoe 一 0 特别 地 ， rt 由 定理 2,4 是 


本 Jacobi 场 ，Dj 假 共 耶 盾 ， 世 以 ， 站 点 设 布 其 饭 点 - 
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由 上 《六 是 完 关 的， 指数 映射 axp, 在 整个 切 空间 TM 上 有 定 
叉 - 现在 天 所 无 其 因 点 ， 这 意味 着 遇 射 exp 在 殖 对 上 无 退化 点 ， 因 
页 erns 是 淄 六 ， 由 于 


dim Tu M = dim 24, 
故 对 了 任意 的 E 五 虹 , 郁 有 在 时 中 的 -个 开 邻 域 忆 ,人 悟 得 
cx eTPn CY 


是 微分 同 肛 ; 摘 包 话说， cxpy ; 下 时 一 用 是 局 部 微分 癌 些 .证 毕 . 
”定义 3.1 设 邮 , 六 是 两 个 光滑 流 形 ， 六 if 一 是 光 潜 映射 
如 果 对 于 每 一 点 了 © 站 部 有 点 剖 的 个 开 孝 域 天 以 及 币 的 子 集 

Co, ww ET, 恒 得 
i = (ts. 


bi 二 | 
并 满足 目 列 条 件 : 
(1) 对 于 任意 的 FE za 是 地 中 的 非 室 开 集 ; 
妇 ) 对 于 任意 的 不 同 指标 .5 &€ 了 


[mn 门 Da 二 作 


[3) 对 于 生 意 的 a Ee 了 J 了 vw, ;VU 二 其 撤 分 同 驻 ， 
串 称 六 旺 一 六 下 维和 蝇 映射 , 卫生 邮 上 辣 的 绝 融 流 形 . 
诲 了 方便 起 网 ， 注 总 3.1 中 的 开业 五 称 海 点 二 6 {关于 烤 委 独 
射 让 六 容许 误 域 . 号 下， 出 害 必 得 知 纺 且 典 射 息 灌 射 . 
5| 理 3.2 没 [ 汪 .名 和 WW 而 是 疝 个 莹 如 流 并 ，f ;对 一 访 是 一 
个 局 部 禄 分 同 圣 ， 如 沫 和 的 其 完 备 的 ， 此 卫 对 丁 性 意 的 ppE 凶 习 
点 任意 的 5F, 孝 有 


[fot > [ls: 
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则 是 狂 各 峡 时 ， 此 时 ， 1A.I 也 是 完备 的 . 
证 明 由 上 六 足 局 部 微分 问 驻 坝子 = 六 是 好 上 的 -… 个 荣昌 
度 考 ， 共 而 了 本 和, TY 是 计 部 等 ， 另 一 方面 ， 出 痕迹 
r= | 天 gl， 


以 县) 的 定 秋 性 ,不 维 有 出 [时 , 疝 志 是 冠 瘟 的 ， 事 襟 -市 二 
式 ， 

ry i yl EE MM, 
装 此 ， 如 染 吾 是 [ 亲 , 引 中 任意 一 个 有 界 团 集 ， 则 上 也 是 (2 半 ,9) 中 国 
有 界 闭 集 . 根据 Han-Rimow 定理 ， 蝇 是 Mf 的 紧 公 子 集 ， 这 束 证 贿 汪 
[和 ,5 的 完 兽 注 以 下 几 对 表示 歼 怖 流 形 [并 , 如 , 同 时 设 了 是 局 部 等 
出 . 

为 了 证 明 上 映射 了: 时 一 六 赴 究 杰 峡 射 ， 首 先 需要 证 明了 起 一 个 
注射 ， 由 十 了 起 局 部 等 中 ， 共 像 华 fi 和 0 必 基 六 的 -个 开 于 玉 ; 并 用 
对 于 F(T) 中 任意 一 般 测 地 强 了: 各 全 一 天 村) 具有 QW 四 的 测 
地 北 Tb LE 四 ,可 使得 ( 敌 看 本 草 习 是 各 9 搞 ) 


根据 NY 的 完备 性 ， 7 的 定 尽 域 可 以 瑟 拓 到 各 ,+ee) 因而 车 也 可 以 姓 
拓 刘 由 ,一 oo). 这 就 说 明 (71 ,加 基 鸯 备 歼 坚 流 形 。 形 措 第 开 章 的 泪 
悍 67 af) 作为 光明 流 拱 是 本 可 姓 护 的， 所 以 

f[M]=N. 


缉 丰满 射 ， 特 别 地 ， LN, 训 也 是 学 备 的 歼 芝 流 比 ， 
现在 率 证 上 天 暑 射 让: 时 一 六 祖 是 定 交 3.1 的 系 件 ， 
EE 认 ,， 取 充分 小 的 正 数 5, 使 种 区 = 施 ? 由 种 褒 中 以 译注 中 
心 ， 以 志 尖 半 醋 的 法 坐标 球 健 圳 ， 贞 王子 中 漠 射 ， 可 二 


Fat 一 [ow}ar [. 
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Do TN 
"dr 
zx 了 a 
ni ™Y 
图 之 


对 于 每 一 个 了 仿 s =: 高 ,本 ) 其 广 中 臣 94 为 中 心 。 峻 百 为 半 
径 的 溃 地 蒜 ， 下 而 料 依 底 证 明 ; 

(1 Fr :Ui 天 是 千 分 癌 师 ， 

i2) TI = Ube 

(3 bi 志和 不 相 训 . 

首先 断言 ， 图 2 中 的 图 表 忠 可 各 换 的 ， 即 有 


expa ois = fo xp, 下- 


事实 上 ， 对 于 任意 的 weE 区. 的 = expo, fg) 是 3 中 庆生 点 出 
震 、 并 有 与 5 柑 切 的 测 地 城 ， 因为 # 是 局 部 等 啤 ， 所 以 


Fortt) = f owcpy, Lit) 
是 入 中 的 测 地 线 ， 凡 一 方 玉 ， 
和 的 = tplt feo, (2)) 
也 是 中 的 - 洒 测 地 线 ， 并 屿 
HM = 了 = fon) = fo HAO), PD = ooo lt = 人 Fo 人 
共 而 目测 地 线 的 叭 性 得 到 


了 DeXP 人 = expelt fo tu)l, 


局 品名 革 五 训 is:nbi 场 和 失 耗 点 


今 +=1 便 得 oexrpy_ 人 = cxps Toiv). 断言 得 证 . 
为 证 明 (1, 出 Bi 厨 相 5, 由 分别 表示 TyN 和 了 .好 中 以 原 
虞 次 中心、 世上 沟 半 答 的 升 球 ， 天 把 上 面 得 到 的 交 撞 图 限制 在 呈 中 
|， 古 得 
expy ofre, — 下 ep : Bat) 0, 
好 然 ， 
Cxpae fr : Bo (6) 一 也 


怎 微 寺 问 旦 ， 因 此 ， exp, : 了 人 一 杰 其 切 陆 射 foexp。)- 者 是 
草 射 .所 以 瞻 射 ex 是 福 分 同 里- 由 此 后 知 ， 浏 地球 池 ), 癌 沙 在 点 
dn 的 波 坐 款 域 后 ， 于 是 


下 Fr : Li 一 殊 


也 是 微 他 同 旺 ， 荆 而 是 等 距 ， 
再 评 明 {21. 固 交 


了 (U 汪 =| fe,) = 0, 


村 以 
[ier a). 
ih 它 十 
另 一 方面 ,对 于 任意 的 六 E 770), 令 B= fp ED = dlp. < 
设 五 中 从 天 到 于 的 最 短 正 规 测 地 线 为 yt 5 [0 由 王子 是 局 部 微 
分 同 驻 ， 可取 #5 古村, 峙 得 六 tt = 邓 币 ,把 好 中 从 请 点 出 发 、 并 
册 与 ua 各 切 的 测 地 线 沁 为 (的, feE [0, 二 30). 利用 了 是 局 部 等 汇 的 带 
空 ， 得 知 fe“ 是 谨 中 从 户 讨 发 、 而 卫 与 邓 的 ) 丰 切 的 测 地 线 ， 愉 而 
中 测 地 线 的 唯一 性 ， 闻 = 了 olos- 由 此 可 击 ， 


Tt 二 了 的 三 菠 
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从 而 3 站 1 前 所以， 存在 mE 了 全 得 5 中 = ww. 注意 到 
全 


故 有 PCE,C Li. 由 迪 点 的 作 意 性 得 到 
了 TEL 
最 上 后 证 明 【3 设 全 ,让 = Ee a. 假定 个 是 让 邮 中 峰 接 er 村 Whe 
的 茶 最 短 测 地 线 ， 店 于 
fn) = fi) = 


Fes7y 是 训 中 世间 汶 东 点 的 一 菏 测 地 线 下 路 国 为 5 史 ( 和 放下 训 的 一 
个 法 坐标 妹 邹 域 ， 所 以 对 王 其 中 的 于 意 一 点 严 在 站 上 中 过 接 5 的 
测 地 名 只 有 … 茶 .因此 fo 小 能 全 部 落 在 笑 人 之 中 ， 所 以 

dgas ds) = LY = Lo 


这 就 说 明 Gy ns = 二 名 引 理 证 些 . 

引 埋 3 必 是 一 个 十 共有 用 的 郁 县 ， 上 其 中 {地 ,g 的 抱 项 性 呈 岂 要 的 
莹 件 ， 它 小 能 用 CCN, 各 的 完 琐 性 来 代 普 . 

有 了 上面 的 准 和 甸 工 作 , 现在 串 以 证 明 下 面 的 CartanTadaruaml 证 
型， 

定理 3 [Carten-Hadamard)】 进 [Mg 地 完 田 的 罪 黎 吾 
流 形 ， 如 果 共 扑面 曲 谭 六 < 由 则 对 于 每 一点 PE 条 ,指数 映射 


expp i Tot + MH 
是 莹 普 呐 射 ， 特 划 地 ， 如 果 对 是 单 连 通 的 ， 则 


expp :二 让 时 


号 巴 下 间 Jacobi 场 和 兴 师 点 


起 微分 同 脏 ， 
证 明 ”出 引 型 3.1, exp, ; 了 对 二 得 昆 膨 部 微分 同 肥 . 记 = 
‘expp)*[ 员 ; 则 吾 是 Tp 和 上 的 葵 受 度 其 ， 六 是 


ony [Tp 
骂 局 部 等 听 ， 注 莹 到 对 下 性 意 的 we 了， 
FI = expplty) 


是 中 的 测 证 线 ， 所 必 二 向 (TY, 而 小 的 测 弛 训 ， 并 旦 可 以 
无 限 地 延 人 种 ， 这 意味 着 ， {TMf. 司 作为 克昌 访 形 二 完结 的 ， 再 田 引 悍 
于, 了， 

TD Tp A 
足 窗 全 映射 ， 灵 国 海 8* 山村 避 总 连通 的 ， 所 以 

Ep dn 
基 授 用 窗 要 映射 

特别 地 ， 训 从 34 是 单 连通 捕 ， 刚 exp :Res = 站 af yaf 必 是 贡 

分 疝 有 时， 证 毕 . 


85.4 ”Cartan 等 距 定理 
设计 二 对 其 mm 维 纲 晤 流 形 之 问 的 等 听 ， 风 对 十 什 音 的 
PE YH, 以 及 任 党 曲 训导 nw 半 人 时 ， 有 美 汇 式 
Eula = Eotdr ho ftw)). 


纲 存 着 而 区 剖 题 : 设 Mf 和 好 是 其 个 tm 绯 琴曲 流 撒 ， 如 果 存 讽 袜 
分 癌 且 了 ; 时 二 好, 使 忆 对 于 任意 的 pe 于 以 及 ww 6 于 时: 当 
上 站 时 ， 总 是 成 立 


Ku iv, a 一 Fall), ft)), 


了 artan 村 民 定 理 。 识 1 


邦和 又, 映射 是 否 是 等 蝶 妮 ? 在 加 等 入 个 问题 之 扩 , 先 考虑 一 沾 虱子 . 
例 4.1 谋 有 到 中 两 张 则 面 ; 


SFr= {naw bv oa thu, FF {a ho, B+ bh 


其 中 心 二 副 关 0 没 站 :5S 履 了 8 丰 这 两 张 川 丽 上 具有 相同 驮 数值 
b 呈 的 点 之 而 的 列 诬 ， 则 站 旺 然 是 微分 同 了 及， 和 并 且 中 与 广 存 对 这 
点 有 相同 的 Ganss 曲率 { 即 截面 曲率 ), 人 中， 间 【 必 ,要 关 [开本 有 
te 天 全 ,到 ) 时, 在册 面 3 与 可 之 癌 根本 就 不 存 在 光滑 千 帮 (天 
青 做 : 状 文 献 [3, 第 149 页 11, 所以， 映射 /不 可 能 是 等 距 . 

航 所 1 说 明 ， 上 上 上面 提出 的 去 问 题 的 管 案 是 否定 的 .但 是 ， 划 旱 在 
宣 沪 秆 细 的 构造 下 条 设 对 应 的 裁 面 出 率 相 等 ， 则 可 书 断 青 ， 机 应 的 秒 
分 疝 豚 由 等 虐 ， 这 就 是 本 节 所 要 介绍 的 Cartan 等 焉 定理 以 及 它 在 大 
范 症 的 推广 一 中 arrat- 吉 olbrosn<Hicks 定理 ， fartan 证 理 是 Jacobi 切 
玛 记 的 一 个 应 川 ， 

谈 昌 : 条 是 两 个 如 维 歼 民 流 展 ，PE 村 ,让 E 和 好- 明定 一 个 等 是 的 
线性 网 档 :总 蜡 一 下 村 恨 定 可 必 W 是 上 由 的 一 个 法 浴 肝 仓 城 ， 
合生 expy 在 oo fercpoy71i6) 上 有 尘 交 ,对 ] 任 音 的 jE 5 令 ! 沼 下 
图 3) 

了 erps oro fexp fg 【11 
机 一 方 身 ， 对 二 在 产 疝 其 六 虑 出 属 的 于 意 一 茶 正 规 测 地 战 二 :各 中 一 
3 了, 用 

DB:TM ol 

起 未 沿 广 从 + = 二 至 的 半 行 移动 .对 应 地 ， 我 们 假定 地 信 在 沿 刘 
满足 条 件 

FI = BF = 5 0) 
的 草地 哉 ， 则 字 向 | 1 因而 仿 也 是 正规 测 节 线 ， 用 


已 : 1 “ To 
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丧 示 语 千 从 =0 到 + 的 平行 移动 对 于 任意 的 te 四 ,4 证 艾 且 射 
pe Tt 2 in, 
司 得 
一 只 oa， 时 {4.2 


做 看 上 1 加 | pt 是 等 玫 线 注 同 构 . 


TM - Ts 


MoU — 一 MM I 一 To 
疼 3 图 1 

定理 4.1 (Cartan 等 距 定 理 ) 很 设 吕 与 三 分 则 是 mr 锥 获 综 流 
形 时 与 轩 的 委 最 曲率 张 其 ，pE MDE 对 :和 好 一 Ti 是 
一 沾 等 距 的 线性 癌 寺 ， 如 是 点 伍 的 “个 法 尝 标 邻 域 使 得 expy 在 
oflexpy) HtW 上 处 外 有 定名 如果 对 广 吕 中 局 点 出 发 的 任 登 一 条 
正 横 测 地 灼 

~ 

由 (2) 式 三 定 的 映射 pe ;了 (村 一 下 局 天 满足 系 件 


at 一， 世 : 3 二 to RM, Pi， 党 
Afr) ploy pai pa ee 


出 由 [4.1) 式 定义 的 映射 


FCN 
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是 局 部 等 了 中， 并 H fp= 5. 
证 明 首 范 指出 ， 由 定义 式 生得 到 


jan = (exps)n 口 辣 认 iexp,, 0 二 站. 


国 此， 上 只 需要 延明 f 是 局 部 等 钙 ; 换 名 话说 ， 只 要 让 明 ， 对 于 任意 的 
9 Eo Told Tyeayitf 保持 切身 基 的 长 度 不 变 ， 为 上 直 ， 设 测 好 禾 
是 如 十 连接 p,q 两 点 的 最 杠 正 规 测 地 线 ，p = 站， 
二 让 于 让 起 pp 点 的 法 坐标 邻 域 ， 对 十 任意 的 w ET 村 ,上 必 有 党 
7 的 -Jarobi 场 了 = 使 得 

J 一 站， = 


在 Tpl 中 迁 定 一 个 单位 正 交 共 {eil, 使 得 PT 一 人 人间 1. 用 eilt) 形 
示 由 量 衫 平行 移动 产生 的 向 量 场 ， 即 Fi 二 Fitei), 于 是 Jacobi 场 
了 的 可 以 直 示 为 


Trh 


一 edt), TO =0 Laiem. i4.4) 


这 样 ， 了 所 满足 的 Jacnbi 方程 是 


LE _ 2 人 


Rteml 人 a 人 tmntt): elt)) = 


相应 地 ， 在 并 1 考虑 由 和 go 确定 的 测 地 贱 
+: I 


它 满足 条 件 40) = 名 这 人 约 二 qty[0h. 出 于 a 是 等 由 的 鳅 性 同 构 ， 革 
起 止 规 测 地 线 ， 定义 


Bt)] = peatt)), 1 


284 五 章 a obi 场 吉 共生 六 


根据 wp: 的 定名 ， &it 构成 请 分 平行 的 草 位 正 灾 标 架 岳 ， 并 且 
sm 人 0) = TO. 
对 于 伍 普 的 上 各 中: 仿 
= 了 的 古人 个 = 多) 
则 宁 = -的 是 漂 了 的 向 蜡 场 .根据 宗 理 的 恨 这 性 3 
Rlemlt), ett), emtty, ett)) = Pisalt), BylE), Er tf) Bilt)), 
所 刁 方 程 组 得 吧 可 时 区 号 为 


TD DPD Ram (td, em(t), lt) = 0, LSEEm 


这 悍 味 着 启 量 场 了 是 滑 油 地 线 半 的 Jacohi 场 ， 并 且 满 中 
HD =0, OP = oT = 1 
另外 还 有 
TD) = Ta = TWDater) = rN), 
记忆 = fy 网 由 推 沦 1.8 和 (1.13) 式 得 知 
Th = tecpy lye to ty, dH = [expa) Tio tee). 
上 是 ，u = -0 = (expmoerintem 并 上 及 


1 一 1 
六 一 全 六 后 5 oD exp dein't0)) {i 


= rT oT) = J ER 


a = DF -= TDP = eh, 


| 34 Cartan 村 焉 定 理 2 

证 毕 ， 

分 析 二 面 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 实 际 上 已 经 证 明了 记 下 的 推论 ， 

推论 4.2 健谈 pc 本 , 站 地 ,并且 对 于 等 距 的 线性 同 构 

FT Ts, 

昼 侣 所 吕 点 香 几 的 作 划 一 茶 止 规 测 地 钱 + 出 [#0 和 性 如 两 式 定 
叉 了 肌 射 了 和 和 六， 

tl 如 果 了 是 局 部 等 号 ， 则 有 


fonn = pt Did Tron MM; 
加 如 果 指 数 映 射 
Bxpy: Toaf 3 MT 和 exps 下 时 .时 
都 是 崔 分 同 旺 ， 则 在 定理 4.1 的 条 件 由 3 下， 映射 


— ph or otexp TN 二 
tps Pr 


闪 易 看 山 ， 对 上 具有 相 岂 截面 曲率 :的 常 曲 率 室 间 ， 定 旭 4.1 的 
条 件 入 名 恒 上 成 立 ， 国 此 得 到 如 下 的 结论 : 

推论 4 设 对 , 邓 是 两 个 具有 机 癌 截面 昌 率 “的 mm 维 党 曲率 定 
加 则 对 十 任意 的 PE 并, FE 时 ,以 加 工 轩 和 证 的 任意 两 个 单位 
正 交 基 {et} 和 信 i;}, 碟 存 在 加 的 开 邻 域 呈 它 , 以 及 等 味 于 :一 下， 
使 香 
[和 一 让 Frled = lai<m. 


推论 4.4 设 必 是 具有 截 贺 曲率 «的 mm 维 常 旧 举 空间 ， 则 对 于 
剑 意 的 pge 池内 点 工 是 和 耳闻 的 和 意 苞 个 单位 涉世 基 {ei} 和 
fi 这 在 蛮 p09 的 并 部 域 情人 忆 及 等 眶 站 :一 六, 使 得 


T= frnlei} = Bt lr 
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在 指数 映射 expy : ThA 二 时 滞 是 微分 癌 且 的 悄 损 下 ， 要 像 定理 
4.1 那样 构造 出 从 于 到 对 的 鼎 射 是 不 可 能 的 ， 因 此 ， 在 : 太 范 围 的 情 
形 ， 不 且 如 下 的 做 法 : 


斌 好 .好 在 两 个 完备 的 m 维 黎 曼 流 形 ，PE 对 ,的 ,EtE 0 中 是 
于 中 任意 - 茶 分 自 光 滑 的 正规 草地 线 , 扩 有 0) = 号 取 到 间 册 . 汪 的 
一 症 萌 证 = 而 过 之 丰 一 上 使 得 每 一 段 间 浇 Thin) 都 是 最 
后 油 地 线 全 志气, 记 % 二 wl: 并 用 只 表示 向 了 从 二 三 自 到 
t 的 平行 防 动 . 

恨 定 > ;TM 一 瑟 时 是 一 个 等 铬 的 总 性 同 森 ， 峭 在 对 上 可 以 壮 
步 攀 造 曲线 于 如 下 ， 首 抱 合 

贡生 = expsttot (Oh) Nt 

刚 条 :ii 一 并 的 宇 当 是 


sD 人 由 之 二 之 本， 
2h) 二 _ _ . 
exPi otit toro | {7 机 袜 主 芝 培 ， 


其 中 号 , 是 请 交 从 t= 到 二 的 平行 移动 . 
一 般 地 ， 若 il ， [0, 1] 全 3 已 深造 出 ， 出 生计 


他 : 加 ,六 ] 一 虽 


为 


种 -1 全 ]， 1 
Tf) 一 BSP 上 一 安宁 


有 1))), 1 —1 区 E 立 二 。 
其 中 bi., 是 沿 外 内 t=0 到 ti 的 半 行 称 动 .最 后 令 


字 二 条 :有一 时 
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剖 丫 是 在 时 上 的 : 茶 分 怒 治 潜 的 正规 测 地 斌 ， 并 县 由 谢 地 战 * 唯一 
确定 . 
现在 租 述 办 范围 的 Cartan 等 星 定 理 ， 对 于 芋 意 的 .4 5 讶 ,用 
A 表示 在 籽 中 从 闻 划 了 的 所 有 从 段 光 请 的 正规 测 地 线 的 桌 台 - 
定理 4.5fCartab- 点 tibtroee-Hircksy 设 对 , 虹 是 完备 的 严 维 歼 
品 流 来 , 此 好 是 单 连 通 流 形 ， 呈 灶 . 5E 时 . 假定 吾 , 下 分 别 是 邮 时 
的 莹 莫 曲 率 张 基 ， 


:TN Tt 


起 等 用 的 鳅 性 同 构 ， 如 果 对 于 寻 中 蔚 意 的 黄玉 汶 始 点 用 从 笑 拓 清 的 
正夫 测 地 浅 地: [0 一 村 ,也 严 任 意 的 +e [4 部 有 


R= wR, 


其 中 映射 ps 的 意 况 赔 人 1 式 ， 刚 对 于 任意 的 & E 时 ,以 共性 总 的 
EVM 在 和 池 上 与 相对 应 的 测 地 线 了 的 终点 年 0 与 分 的 迁 联 
无 革 ， 此 处， 由 


日 二 了 本 Fr Fd) 一 党 加 


确定 的 映射 了: i 一 对 是 局 部 等 距 的 获准 峡 射 . 

定理 45 的 证 明 可 由 如 下 : 根据 好 的 单 连通 性 , 对 于 伍 意 的 了 时 
让 及 件 意 的 7 了 sf 当 于 者 是 同人 的. 异 助 于 相应 的 伦 移 h， 
可 以 在 入 与 和 之 间 插入 一 系列 分 股 光 洪 的 油 地 琢 3,,0 = sw < 各 < 
-ww 二 1, 好 得 


高 = 二 二 
并 且 在 扯 强 测 地 线 上 对 座 于 二 ,441 的 点 部 落 企 某 点 的 一 个 法 坐标 邻 


城 上 内， 这样 就 把 问题 化 为 定理 4.1 已 径 处 理 过 的 情形 ， 限 于 篇 朵 ， 细 
节 不 再 竟 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 笋 有 和 骑 考 文献 [15: 第 39 页 ]- 
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35.5 空间 形式 


首先 车 山 空间 形式 的 定 交 : 

定 兴 5.1 党 省 、 单 连通 的 带 昌 党 衬 问 秘 为 空间 形式 . 

出 后 , 用 对" (全 表 本 以 为 表 而 曲率 的 款 维 空间 形式 ， 下 面 岂 我 
们 已 沦 部 花 鬼 人 出 子 ， 

他 5.1 了 欧 氏 空间 性 其 殴 曲 率 为 = 省 的 于 维 就 间 形 式 . 

囊 实 上， 由 第 门 章 的 本 1.1 或 例 3.1, 梧 ' 具有 常 赵 面 曲率 站 它 的 
完备 性 正 是 歼 党 分 析 中 的 Cauehy 收 训 玲 则 ， 其 昔 过 道 性 是 显 热 的 . 

全 $2 ET 中 半年 为 * > 上 0 的 标准 球 徊 "tr) fn > 芒 是 截 日 这 
为 一 1 的 ” 维 宰 间 形 式 ， 

事实 .已 ， 8 人 全 宇 习 显然 是 单 连通 的 ， 电 至 的 ， 因 而 有 让 冠 首 
章 。 六 -~ 方面 ， 根 据 第 二 全 例 2.2, 在 由 

站 三 和 人 攻克] 
淹 的 球 概 投影 刍 山 的 局 部 举 标 医 盖 【的 .六 直下 ，3 人 ) 上 
的 诱导 麻 量 的 骸 达 式 是 
gE 
t+ 11eEiP 

茂 中 加 = 和 0， 站 不 = 各 bm 根据 第 凸 草 的 例 43.1 得 郑 ， 
sfr] 的 埠 面 曲率 是 常数 “= 吉 . 

鲍 5.3 寂 届 空间 电 3 fr 世人 扩 丰 般 曲 率 为 # 的 1 维 宇 间 形 式 . 

依照 第 二 章 的 倒 2.3. 在 他 "+ 中 引 A 和 Torantz 肉 积 


Eid 


人， 1 二 » ry _ I | 1 ， 
站 | 1 
Wr 一 [ ,-- ,re+1]， 4 一 [Wl tl E RR+1 


EH Ret 表示 Lorents 空间 tt, . 
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在 四 区 :中考 二 青 时 凝 遇 面 的 上 半 哮 
Hire — {rE Bt, 一 一生 re+l » 0), 
其 中 = ye. 则 ,在 瑟 *la) 上 的 限制 诱导 出 "(te) 上 的 获 


时 麻 址 9. 具有 请 导 诬 且 的 光 语 流 形 mic) 就 是 维 砂 曲 丰 间 ， 设 
Da 海 欧 攻 空 间 了 中 其 原点 为 由 心 、 以 为 半径 的 开 球 ， 即 


DL"in) = te 这 i EY < “| - 


由 由 


过 全 所 所 


山 宗 的 映射 ww 于 rn) 二 Bria) 放出 了 fo 上 和 交 一 个 第 林 华 标 系 
HR): 相 席 地 ， 度 基站 可 以 再 未 为 


:dB 


ER 
根据 第 四 童 例 3.1, "Mte) 的 截面 曲率 为 常数 5 有 I"{c) 是 二 纵 常 几 
率 空 河 ， 显 感人 是 单 过 通 的 拓扑 宗 间 ， 现在 要 证 明 它 的 党 闸 性 , 

根据 Hopf-Rinow 定理 [第 三 章 的 定理 683), 要 证 明 Hf 芷 完备 
的 ， 只 需 此 说明 居 点 


ne EH tl 


出 发 的 圭一 条 袜 地 上 线 都 可 以 无 限 地 延 神 , 从 而 名 证 了 指数 映射 expy 
在 TIM(e) 上 处 处 有 定名 。 关于 局 部 些 标 系 【FE 的 局 部 坐 
标注 各. ,由 , 而 从 部 出 发 的 正规 测 地 线 + 的 铭 数 方程 方程 二 (参看 
第 二 章 的 例 1.31 


a 


; ef 
4 = 和 (3) 1 <in, {En,+ae), 


30 半天 章 -cnli 场 和 站 闯 由 


其 中 wn] 注 起 


彼 类 菩 测 地 号 财主 汶 弧 长 磊 款 、 并 明定 这 让 无 限 区 多 [| [0,+20; 上 ， 
起 再 一 个 完备 的 莹 上 避 流 形 . 

上 上 血 的 珊 丁 上 告 激 我 站, 对 本 任意 的 实 于 “ 虽 此 性 总 的 自然 数 ,以 
= 洗 蕉 面 孟 座 的 3 绯 荃 间 问 式 基 看 企 的 ， 本 节 将 虹 证 明 ， 在 等 此 的 章 
党 于 ， 上 述 例 于 实际 上 包 扫 了 所 有 的 蔚 阿 形式 ,为 此 ， 首 质 要 介绍 闫 
寺 和 演 叶 的 一 个 引 和 型. 

引 理 5.1 恋 所 ,应 :于 -时 是 m 准 歼 曙 流 形 省 和 计 之 间 的 
两 个 所 部 等 几 如果 人 并 在 -点 PE 好, 使 得 

Hp} = ftp flr 【让 1 

则 有 方志 . 

证 明 定 旦 好 的 子 集 

A443= eM; FD = fel fe 二 

显 央 4 是 杂交 一 个 村 空间 子 集 ， 干 徊 要 汪 明 A 也 是 对 的 于 证 集 ， 
从 鲁 出 型 的 连通 虱 各 并 太一 村 .这 就 证 明了 入” 让， 

根据 第 ”前 的 六 题 2.3, 对 于 伍 意 的 3 上 几 可 取 充 耸 小 的 十 闻 咱 
已 得 户 , ja 企 法 坐标 球 郭 城 品 yt 丰 上 的 限 籼 都 是 到 和 Y 内 的 等 忠 ， 及 
区 o{ 有 1 则 有 

seT AM, hol=1, 
丘 得 用 = expytht), 革 中 = 9]. 仿 
~“ = ep (Eu) 匀 0, 避 . 

山 由 于 户 , 鼎 是 小 祖 等 市 ， 藤 53 和 二 57 都 尾 民 中 的 测 地 线 ， 开 
民 


C= 


i 5.5 空间 玫 革 S01 
Cf oy 0 [让 ar 各 = (aa A = tf 2 7 0). 
根据 测 地 线 的 唯一 性 ， 对 于 和 性 音 的 t+. 训 在 
he ytt} = fa ob), 
特别 地 


fi =Fexpoibe)y = {fh 2 
fa oD = texps ty = A 
四 于 七 霹 ,[ 胡 的 任意 性 ， 
CH), = Li 
得 而 对 于 全 童 的 E 型 z( 用 ,及 有 
fir = fd 
向 此 可 见 ， 帝 , 侧记 二 贞 训 下 是 对 的 并 丁 集 ， 定理 得 汪 . 
定理 5.2 设 村 "le 是 截面 曲率 内 “的 维 空 间 形 式 ， 则 
上 当 时， 于 Ma) 与 半径 为 = Tvwr 的 标 兴建 面 3 人 
等 隔 ; 
(2) 当 e = 上 时， 六"n) 与 区 氏 空间 户 * 等 证; 
{| 当时 MM) 上 至 出 空 间 呈 ?fey 和 党 及. 
证 明 党 考 嵌 全) 和 (3) 的 情形 ， 假 进 
二 位 或 & 芝 必 ， 
故 (a 代表 区 "或 本?[ 必 . 
尾 取 pe I, PE Wriey, 以 及 等 距 的 二 性 同 攀 


Ni 2 TM "ee. 


MI 第 正章 Jacobi 声 加 共 轰 让 


由 于 Nt) 各 于" 者 此 单 连通 的 完 音效 曙 形 ， 且 截面 几率 者 是 非 
正 的 ， 根 据 Curtan-Hadamard 定 坚 {定理 3.3], 指数 映射 


ex 3 Ne 3 NG 和 exps : To Mc) + 有 
部 足 微 分 癌 旺 ， 愉 而 喘 射 
f= expsoro texpp) :io oo MN 
是 被 分 同 胜 , 又 内 为 Ntey 和 8"[(e) 具有 相同 的 常 表 而 灶 率 6 山 car 
ta 等 喷 定 王 ( 定 建 4. 贡 . 了 是 局 部 等 险 ， 所以， 点 等 取 . 
谭 上 5 的 情形 课 r = TY 任意 取 定 点 PE Sr 和 点 


站 EM 并 败 -pp 表示 吕 太 的 对 种 点 ， 由 于 8 在 SmtrM 1 一 pH 小 设 
有 共 驾 上 点， 里 射 


[exp :ST {Pp} 人 天 
有 秋 交 ， 并 且 是 用 #90 -pH 到 了 Sm) 中 的 计 球 地 irmy 上 的 条 分 
癌 且 ， 有 又 十 一 个 圭 耳 汰 性 同村 
TT IT An. 
让 演 
y= rps or n [exp 一 :Sp > fi, 

-出 于 3 一 下 和 和 "iel 具有 相同 的 党 截面 曲率 ec 点 天 是 局部 等 
出 . 

可 理 ， 对 于 人 性 章 取 定 的 点 站 E 人 一 中 诬 二 :让 则 有 有 等 


著 线 性 同居 
了 【六 Js - 1 re] 一 2 ， 


以 而 浆 有 局 部 等 距 


fr = expgor ofexpn 2 5"(r)\ {9} + Me), 


95.5 室 间 形 吉 3 


注音 到 n> 名 所 以 本 = 人 和 -mp, 一 咎 是 S517) 的 连通 开 子 从 并 
且 9E 琵 - 易 昂 ， 
ft 四 一 fpld. 
Chl = {Expalso OTO [expr ) + =7 = tiplssg: 
根据 引 理 5.1, Fw = 站 | 本 全 合计 过 国光 
Sir) = (Srp) YU tir a, 
(Srp NS 十 ， 
所 上 蔗 可 以 定 各 入 Snir] 到 Mie) 的 遇 射 了: SY [7 和 Me 性 得 
人 如 果 zz E39-Pil; 
1 了 1 一 
1 记 [ 蒂 ， 如 兴 E(t- 和- 
自然 ， 了 秆 局 部 等 上 听 . 根 撕 引 理 #2 
fr MC) 
中 一 个 覆 合 国 射 ， 由 于 8 和 "iw) 者 是 单 连通 的 ， 总 了 是 微分 向 
坚 ， 因 而 是 等 号 证 毕 . 
对 下 任意 -个 笋 电流 形 CW 四 , 如 时 


Ti 一 


44 时 的 一个 敌 要 野 射 ， 刚 1 忆 二 局 部 微分 国 胜 ， 因 而 是 浸入 ， 所 以 
5 = x*[g] 是 必 上 的 禾 闸 度 二 ， 软 沪 在 本 营 流 形 对 1 的 村 橙 度量 
了 是 [并 .前 证 -个 歼 若 访 形 ， 并 且 履 玲 睦 对 


El 


TD 


是 居 部 等 虐 ， 这 时 ， 皂 【好 ,六 称 为 袭 此 流 形 141,4) 的 禾 明 覆 番 室 问 ， 
同时 ， 市 于 映射 把 [ 玉 , 前 上 的 每 - 茉 测 地 线 映 射 为 【 财 :由 上 的 测 


304 。 某 五 重 Jafubi 场 和 兴 朱 上 


地 线 , 不 难看 出 ， 当 fad, 骨 是 完备 复 曼 竟 形 时 ，【 蛤 ,及 也 是 完备 的 . 
另外 ， 局 部 等 距 保 持 堆 面 曲 证 术 变 ， 帮 由 定 下 5.2 可 以 得 到 训 下 的 椎 
论 ， 

推论 5.3 说 财 是 具有 蕉 曲率 < 的 完备 常用 率 空间 ， 砍 它 的 通用 
区 上 坚 歼 亚 宗 癌 优 是 > De = 和 ec<0 和 从 着 等 耻 于 Smil we), BR? 和 
H"ie). 

现在 可 以 把 推论 4 和 扩充 为 如 下 和 的 去 范围 阁 果 : 

定理 5.4 设计 "tn 是 截面 昌 率 为 6 的 维 空 问 人 形式， 则 对 于 
MM(e) 上 的 尾音 两 点 所 下 出 政和 3 人 fo 中 的 三 意 两 咎 单 
位 正 尝 东 人 让 fi, 存在 唯一 的 一 个 等 虐 

FM 一] 
使 得 
开门 = 而 fnlei) = 1 Zin. 
证 明 ” 恨 设 
oT Me -3 Te Mle) 
基 由 sie;) = 让 侍 革 1 芝 人 确定 的 等 忠 线 性 同 构 ， 极 据 定理 5.2 的 证 
明 ， 契 在 等 中 ;地 ?7 一 好 Mr), 捷 得 
fip} = 而 fn=0: TM"(e) ++ TpM "te). 


再 由 引 理 5.1 得 划 这 样 的 等 距 是 惟一 的 ， 洁 玛 得 让. 

效 巡 流 形 【对 ,的 上 的 全 体 等 距 号 搞 {大 看 第 二 章 定 六 .2 构 鼎 
果 染 合 关 于 上 映射 的 复 罕 构成 一 个 群 ， 称 为 歼 坚 流 形 (4,g) 的 往 距 变 
的 群 , 并 记 汶 TMH, 或 47. 可 以 证 骨 11M) 是 一 个 李 尾 .定理 5.4 
告诉 我 们 ，? 绯 空间 具 式 "mc) 的 等 腊 变 措 群 IGM*ie) 的 维 数 基 
tn 十 1 72, 

- 设 { 册 基 严 维 黎 尾 流 形 ，r :时 一 对 是 它 的 一 个 覆 秋 映射 ， 

刚 美 于 MT .上 的 可 委 府 最 负 7 是 局 部 等 路， 设 太 ;时 浅 贞 是 关于 物 
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是 7oh = 的 微分 同 胚 ， 由 于 7 是 局 部 等 距 ， 站 必 是 等 由， 即 
he MAH). 


显然 , 畦 己 上 映射 5 的 全 体 杷 委 变 换 也 梧 成 一 个 群 ， 称 为 禾 从 7 的 竹本 
变 摘 群 ， 它 是 工 虹 ,六 的 一 个 子 群 . 

现在 假定 是 一 个 高 馈 大 ,祥生 它 在 弘光 请 疯 形 对 十 有 一 个 
必 败 昌 :Tx 上 肛 收 时 .如 时 介 满 是 以 下 两 个 亲 件 ， 

{对 二 性 写 的 ze 对 ,部 存在 的 一 个 都 域 5 合租 梨 吾 1 
[NU 人 让 有 箭 集 ， 其 中 后 中 = {ty); yy E01]; 

没 ) 如 举 zy e 时 ; 计 且 工 放 Tig) = {8th 办; #4 ETH 则 有 5,8 的 
邻 域 让 , 书 得 

中 站- 区 一 外 


其 中 
T= {Oy hcCT,y er 
则 称号 是 离散 故 工 在 洛神 访 堪 灯 .|- 的 纯 不 连续 作用- 
设 犁 :FTx 覃 一 是 基 认 散 群 工 在 光滑 流 形 迪 上 的 一 个 纯 不 连 
姓 作 用 ,， 礼 籽 = 诅 江 . 如 果 此 作用 级 有 不 动 点 ， 刚 在 对 上 有 唯一 的 
光滑 纤 构 ， 全 入 卓然 投影 : 理 二 邮 外 一 个 要 要 映射 [参看 参考 文献 
[3, 第 二 癌 ， 辐 1)， 根 据 商 空间 和 自 撼 批 影 的 定 尽 ， 对 于 任意 的 只 ET 


TR,) = zl. 


因此 ， 提 [hh,'] 是 格 痊 工 的 一 个 收 闪 变换， 反之 ， 对 了 ]- 苍 袜 济 形 上 和 
它 药 一 个 哥 着 觅 射 5 :于 二 村, 机 应 的 覆盖 变 换 群 避 定 是 纯 不 连 经 地 
作用 在 牧 要 空间 再 上 ， 并 且 设 有 木 动 点 . 

她 上面 的 装 论 妊 介 起来 得 知 ， 候 定 工 是 MMIO) 的 一 个 吝 郑 子 
群 ， 如 果 它 在 呈 "f 上 有 一 个 无 不 动 点 的 纯 不 连续 必 几 ， 则 苟 至 间 


3406  。 某 焉 章 Jannli 场 和 其 辆 点 


型 TT 是 一 个 完 省 的 绯 常 曲率 空间， 其 高 而 曲率 为 “， 芭 
之 ， 漫 条 是 性 意 一 -个 完备 的 维 曲 率 空 隆 ， 并 用 具有 截面 效率 + 
则 襄 有 IMM 的 一 个 离 曾 子 群 T. 以 政工 在 HMie) 上 的 一 个 十 不 
动 点 的 纯 不 迷 结 必 由 ， 合 得 并 等 距 二 商定 间 "TAI. 

由 此 可 网 ， 妥 对 截 硬 曲 宰 汶 + 的 纵 帘 备 常 册 率 空间 进行 分 类 ， 
跳 足 曲 寻 找 Tie 的 所 有 离 茹 子 群 ， 并 对 它们 进行 分 类 热 而 ， 
这 却 有 是 一 个 十 分 困难 的 问题 ， 不 过 ， + > 0 的 情形 口 缀 得 到 完全 的 解 
洪 ; 有 兴趣 的 读 少 可 以 荆 看 参考 文献 BB1]， 作为 本 节 的 结 玉 ， 在 这 虫 
只 揪 述 偶 准 数 情 形 的 一 个 结果 ， 

命题 15 设计 足 一 个 截面 曲率 为 1 的 2k 绯 完 音 常 有 曲率 宝 问 ， 
叫好 必 与 单位 球面 5 或 实 射影 空间 妥 * 等 距 ， 


习 勤王 


1 泛称 归 流 形 LW,9) 上 的 一 条 测 地 线 ， .JI 是 
洪 “的 任意 -一 个 Jacobi 扬 . 证 朋 : 如 娄 了 关 0, 则 它 的 零点 是 犯 闲 的 . 

32. 证 明 熊 论 1.6 的 鲁 论 [2]. 

4， 证明 雅 论 1.3. 

4. 度 c< 中 由 足 具 与 常 埠 面 曲率 "的 熬 晤 访 形 , 假定 :0.1 一 
型 是 一 公正 规 测 地 乒 ， 向 量 E 于 局 闻 让 满足 


a t=. = 上 
显然 、700 不 是 YI 的 共 思 点 {参看 引 理 蒜 吉 . 证 明 : 诉 * 满足 茶 忻 
一 


的 Jaroti 场 J 出 下 式 藻 山 


sinhiy—rt) 


Jit) = sinht VE 


二 


其 中 的 在 沿 站 的 -个 平行 向 其 声 ， 并 且 
-证 
5 让 守 :0,4g] 二 于 其 歼 坚 流 形 对 上 的 一 条 测 地 线 ， 皂 尾 呆 
.的 Killiny 间 屋 场 . 
上 证明， 六 在 7 十 的 限制 
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4 站 #9 二 {exprin veioy (0). 


[= YE 
是 第 的 Jarosi 场 ; 
‘2 利 肌 i 重新 证 且 第 三 章 了 习题 第 #83 时 姓 果 对 是 巡 通 的 ， 并 
且 疗 在 以 呈 E 时 使 得 


KID =0 DX=0 WweT,M, 


岂 王 在 曙 1 蛋 当 零 ， 

站 设 村 丰 邓 上 总 访 形 ， pe 对 , 假定 对 于 以 六 点 出 发 的 作 意 一 某 

70. M,N = 

泊 半 的 任意 一 个 法 Jacobi 声 了 部 具有 -的 = 让) 的 形成 ， 上 其 中 
吾 人 在 沿 下 平行 的 单位 向 划 场 ， 

由 说 区 区 区 好 是 区 时 中 的 任 一 个 而 其 子 空 间 ， 对 于 党 分 小 的 
政 炽 让 今 

= {EF gw = exp,{T), 


宅 是 型 通过 眠 于 的 子 浓 形 ， 评 明 ， 存 在 充分 小 的 瑞 > 0. 使 得 对 于 全 
总 的 测 地 二 字 :人 0 日 二 对 ,内 可 


TD 一 pe Ti 的 克 芝 


则 在 好 中 测 4 的 平行 移动 把 认为 Tiw5. 


了 08 蒜 五 可 JacoDi 声 和 站 配点 


[2 放出 m 3 > 证明， 对 在 点 闫 的 截面 出 这 是 与 一 维 截面 的 
取 社 无 关 的 帅 数 . 

7. 设 了 :让 二 时 是 获 虹 疲 形 寻 上 的 一 某 测 地 线 ， 今 

LY) = 1 了 为 府 的 Jantni 场 ， 并 且 人) = 5) = 介 : 
证 即 ， i 起 水 性 蜡 身 Lecp ayioy) vty (0) 网 接 宝 问 辣 构 . 

8. 庄 :| 喇 十 560) 二 时 是 歼 晤 同 吨 对 称 空间 好 【和 区 看 乱 下 章 习 题 
第 11 其 ] 上 的 一 第 测 地 战 ， p= ?i0)， 对 于 任意 的 二 < [8;++oo), 定妆 


线性 喘 射 
Kr : Tn 一 了 ai 


如 下 ; 
Ft = Ri YY Vw Ee TY 


01) 证 明了 有 射 下 是 自 共 驾 的 ， 即 
(Kt), to = (on, Kf, Wt E Tn. 
位 ] 取 Ti 的 一 个 单位 正 迹 基 {ei]; 使 Kw 对 首 忙 ， 划 
Kotei] = Me 1 Si<m. 
水 用 平行 移动 ， 把 。 扩展 为 洛 平行 的 向 最 声 ,证 是 ; 


YE 二 Et Yt Ee 加, 十 2c]， 


总 ] 没 
J[t) = 2 了 区 本 二 
是 沿 5 的 一 个 向 基 场 . 证 上 时， 了 是 Jacnbi 所 等 价 于 (由 满足 方 种 纪 
3 + A =0, li 


[4) 证 明 ， 点 玫 座 了 的 共 绩 点 起 ziYA), 其 中 上 是 正 节 烙 ， 
其 映射 Eo 的 任 音 一 个 正 特征 棋 ， 
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9 设 型 是 先 演 可 坚 流 形 ， 了 :Mi 加 汪 (NN, 册 基 局 部 等 眶 ,证 
明 ;， 对 :二 任意 一 羔 测 地 训 


i 


以 及 主意 一 点 了 E #09(9)), 在 于 中 存在 叭 -的 -条 测 地 线 和 使 得 
Fe+ 一 也 

10 设 了 是 完备 黎 曼 流 形 MM 上 的 一 点 ， 如 内 指数 觅 射 exps 无 由 
化 点 ， 或 等 价 地 说 ， 了 点 无 其 部 点 ， 则 称 点 了 为 于 的 一 个 炉 点 (参看 
引 坏 84}， 易 知 ， 具 有 非 正 截面 必 率 的 完备 黎 虹 流 背 上 的 每 一 个 点 都 
是 其 极点 ， 证 明 : 如 盯 完 备 的 单 连 通 黎 坚 流 形 4f 有 极点 ， 刚 M 和 上 
氏 亨 间 光滑 癌 凸 . 

11. 设 对 是 隔 中 前 一 个 旋转 皂 物 古 


MN= {ry eR s=r +y), n= [0,0,0. 


i 了 PP 太 地 贞 的 一 个 极点 ; 

[2 上 的 站 auss 机 这 大 于 和 要， 
本 题 说 调 ， 截 面 曲率 非 正 站 完备 黎 此 流 形 右 极点 的 一 个 充分 杀人 御 ， 忆 
不 是 必 权 某 件 ， 


1 设 寺 : 杠 一 时 其 歼 避 度 形 对 的 一 个 竹 检 访 形 ， 证 明 : 对 
关于 履 要 度 区 是 知音 的 当 上 用人 当 对 居 完 备 的 . 

13. 证: 性 谍 让 过 胃 流 形 之 间 的 局 部 等 距 ， 试 举例 说 明 ， 当 
六 是 完备 的 时 候 ， 好 和 不 一 是 是 完备 的 - 

4 证 和 导 所 = 胰 寻 站 币 } 的 通用 费 香 流 形 ， 相 应 的 枢 登 了 映射 
是 ;型 一 本 ,证 有 明 ， 时 关于 桥 登 度 蚊 . 屁 洒 可 延 哲 的， 人 和 趟 有 是 完 普 
的 . 出 此 可 见 ， 不 可 延 括 性 准 忻 比 完备 性 条 件 验 ， 因 而 用 起 来 水 祖 方 
恒 . 

15, 设 黎 显 流 形 [加 的 规 面 肌 率 俩 济 等 ， 了 E 对 , 必 是 灶 在 
点 加 的 性 意 一 个 法 坐标 邻 城 ， 证 明 : PEp Ifexp [Dy 于 CH 是 
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等 虑 . 

16. 漫 由 是 黎 咒 流 形 ，b5E 时 420 充分 小 ,个 得 测 地 球 加 | 遇 
是 对 在 yp 导 的 一 个 法 望 标 令 城 ，5 ; 辕 一 和 上 是 -个 尖 请 映 
射 ， 如 果 对 于 浪 ,t 章 中欧 每 一 亲生 向 浏 地 吉 Y 的 人 和] = 下, 部 月 


Tt = 7 Wt, 


则 称 了 是 对 在 交点 的 -个 局 部 对 称 变换 . 证 明 ， 洒 足 黎 党 局 部 对 
称 空间 的 充 外 必要 荣 件 是 村 在 咎 一 点 都 存 仁 等 叱 的 局 部 对 称 变换 . 

17, 设 名 人 记 Rt+1 是 半 各 洛 了 的 标准 球 面 - 证明 : 37"Ir] 上 的 
枉 意 一 个 等 镍 变 杭 帮 串 Et! 上 的 正 变 变 拉 在 32 人 .1 的 限制 ， 因 而 
有 Sin) = Of + 1). 

18. 至 楼 证 明 失 论 42 的 结论 (1 

19. 依照 弟 二 章 的 出 2.3 和 第 二 章 习 项 第 台 四 题 ， 攻关 才 
Lorent;s 寺 和 要 

ty, = Te Tip 一 1 ， 
Tr = rl, tt), y= yl tl 
枸 成 - -个 Larprts 空间 于 "t! 二 1 人 .说 
He = {se Wt = -0 At > 0}. 

其 中 心 =1w=eri "ie) 工 的 繁昌 度 基 了 市 二 请 导 . 用 Oin 二 1,1) 
月 示 在 好" 上 入 持 Lorentz 内 积 不 恋 的 线性 变换 由 构 成 肘 群 ， 忆 丰 
一 般 线 性 群 GLIn 十 1, 加 的 本 类， 令 


Ge On+11); detd> 0 有 rt > 0) 


I 0 
cE 二 ( " ) E GLin+ 1, RB’, 
0 一 ! 


其 中 证 表示 nt 阶 划 位 绰 阵 让 曙 : 


习题 五 “中 1 


[1 对 于 性 普 的 二 主妇 -1 可, 44 EE Oin 十 14,1 当 寺 仅 泊 
AiEA4d4 = 5: 

[2 对 十 性 意 的 pe Hn{a), nlp} = -p 基 nr 在 点 也 的 “单位 " 
法 问 大 ， 即 


Cp np = ol ye 0 ELH), 


(3) 对 于 任意 的 太 E ,4 在 Me 上 的 限制 dm 是 吾 "fel .上 
的 等 距 屋 换 ， 并 且 保 持 FM) 的 是 阿 不 变 | 

4) 对 于 伍 意 鸭 pq EN 革 民 本 二 和" 和 7 上 与 定 
辐 相 符 的 单 集 止 灾 基底 fei] 利 1 设 二 是 印 


FF 


碳 更 的 线性 谈 摘 ， 则 有 了 E GG; 山 此 进一步 说 明 HWin) 是 完备 的 效 上 
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变 务 让 是 研 沦 获 昌 儿 何 的 有 有 效 于 医 之 一 ， 第 二 齐 秋 经 介 红 过 引 长 
的 第 一 上 这 分 公式 ， 即 强 长 花 函 的 一 阶 导 数 表达 式 ， 这 个 到达 式 与 聊 昌 
流 形 本 身 的 出 举 没有 关系 ,加 果 进 --… 厅 求 弧 长 证 画 的 - 阶 导 数 ， 便 可 
午 到 鲜 长 的 第 一 变 几 全 式 . 由 于 在 秆 二 变 分 会 由 中 出 现 与 黎 癌 流 形 的 
曲率 月 关 的 项 ， 从 而 成 为 在 黎 昆 病 形 上 册 充 受 其 曲 素 囊 响 的 机 关 犊 性 
的 重要 下 此 首 一 章 ， 站 移 将 导出 弧 长 的 第 -恋人 苍 公 式 ， 热 后 地 它 肌 
[研究 测 地 绕 的 最 扯 性 利和 歼 曼 流 塔 的 所 扑 特 渗 . 


$6.1 天 长 的 第 二 变 分 公式 


设 (对 ,入 是 六 绯 稀 品 听 形 ， 根据 种 一 章 的 推论 33.62 上 的 - 苯 
才 段 站 滑 曲线 3: 加 让 一 时 下 摧 地 哉 当 且 权 当 * 其 在 它 的 任意 一 个 
有 加 定 内 点 的 变 分 卡 刀 长 泾 质 的 情 界 点 ， 为 了 刹 是 一 条 测 地 线 昆 击 叫 
在 连接 其 端点 的 所 有 分 共 尖 请 曲线 中 的 启 夫 此， 需要 让 算 业 长 汉 首 极 
二 乱 导 帮 ， 兵 胡 达 式 就 是 邦 长 的 第 二 变 逢 公式- 
概 定 ij [fe [5; 四 让 歼 妾 流 形 (31,g1 下 的 一 某 正 则 的 测 地 线 ， 
由 由 第 二 章 的 定理 1.5 其 佑 数 1 必 与 它 的 遇 长 成 比例 . 讶 
5 
把 了 的 一 个 蛮 委 ， 则 对 于 什 间 的 本 ET 一 < 有 三 外 曲 北 


Fult) = it, te [ed, 
其 中 0 二. 曲 线 如 的 蜂 长 是 


看 p 
En) 了 jf de : | CD), ht. 


4 音信 这 维 攻 的 各 一 刘 全 全 全 
为 此 ， 如 果 仿 


_ 由 - 站 - 
T= 卫 ， 二 下 , | = 一 3 = Ti=- 有 3 
(到 5 (sen 


刚 六 = 必 的 在 变 分 重 的 变 和 从 向 基 扬 ， 且 有 ( 短 看 第 三 前 的 委 区 由) 


Dl) = Lh 1 一 f 加 [1.11 
= 训 -Ta = 3 ， - 


技 中 万 足 诱 导向 基 吕 "TW 由 的 诱导 有 联络， 将 和 是 式 对 w 再 次 求 
导 ， 香 到 
的 
Lt) 一 Tu 
=f (FD 07 Tm} 
a | i 


: (D7) 人 


rh PE Fr 机 
DaDst, ) +t DR DEt ) De di [1 
。 {他 (TT 


其 中 利用 了 等 二 Dg 了 = Ds 大 看 第 三 章 的 人 3) 式 ), 投 及 是 条 
目的 曲率 张 有 其 ， 则 根据 第 四 之 洁 题 第 3 题 的 希 论 有 


DeDsU=DeDeut+ RE TL 
所 以 
(De Dat n= maDet,L}+ (RE, TY. T 
站 和 -， 
= Er UT) -Dav Dat (RI, TUG, T). 
出 于 当 上 一 时 ， “0 一 个 为 测 地 小 ， T | 一 人 研 有 {十 看 第 -章光 
注 记 8.1 


DD; 于 wu 一 DaY 二 几 ， 加 | z=0 一 个 | 二 清洁 


8 斩 -] 皆 长 遇 第 二 亚 学 从 碟 中] 5 
阁 合 i 一 Ll[™Y), 则 出 
[| 
= fat= I ba 


得 划 | | 
Ti = 一 一 . 
[Te = ht) pr 


拒 上 述 各 式 代 六 [1.3, 伟 得 


LO = os LT,’ 
de | 
b— 9 昌 一 1 ， r arr 1 ot 
= {i (Dao) RE 0 } 
] 人 
6 a at 并 ,全 


其 中 
FE = DaU= Dru 
但 变 从 同 世 场 4 洛 曲线 ;的 协 恋 导数 {全 看 第 二 癌 胸 入- 咏 成) 
为 了 北 简 们 癌 式 , 用 -表示 变 分 向 量 场 厂 的 与 和 Y 屠 区 的 法 
分 量 ， 则 向 


UY 
由 此 得 到 
[= De ,0 ,yy 
所 以 
人 = 局 Dp ye 
ny 


— cy 站 
Cy) (1 


一 dr Lr 人 十 


931 时 六 音 萄 长 的 种 -二 谈 从 公式 
基 中 利用 了 
a 
4 二 i 
dr Hi mr :了 了 | 记 了 了 | 


把 姓 . 和 代 六 站 .3 这 战 证 明了 下 面 的 定理 : 
定理 1.1 设 和 ,+tE a, 可 引 榴 襄 许 撕 人们 中 的 一 茶 测 地 北 ， 
则 对 了 ]: “的 性 和 重 : |g, xf 一 EE) 一时, 下列 兴 式 成 立 : 


0) = 一 二 (Dr CT 六 


A Rt 


其 中 由 测 地 线 7 的 人 长度， 丰 诸 导 内 年 了 对 上 的 话 导 联结， 
rt’ = Dy [a 


二 


特别 地 ， A 的 一 个 县 有 国定 浓 吉 的 站 分 ， 则 


LD) 112 GY, yd, 二 证 


公式 上 5) 称 为 汉 长 的 第 二 变 分 公式 对 于 有 国定 端点 的 变 分 来 
说 , 在 此 会 式 中 起 作出 的 是 变 分 向 基 局 5 相 对 于 曲线 3 的 类 分 其 二， 
F 与 测 地 线 Y 相 切 的 分 其 是 不 起 任何 作 珊 的 ， 因 此， 在 车 虑 测 地 线 虹 
长 的 第 二 变 分 时 ， 通 常 只 将 讨论 了 的 所 谓 法 向 变 分 ， 即 假定 变 分 向 基 
场所 与 测 地 线 * 处 处 正 变 ， 烛 时 ， 根 所 截面 曲 认 的 定义 ， 蛮 分 会 忆 
{1 全 代为 


Eh ， . 
Po ef le .| KY [47 
, 


此 和 外， 出 于 


Tl Tr 此 站 
to 二 :LY ‘EE 1 
并 且 ID = ED = 0 [1 式 半 可 以 改 写 为 


_ 
六 站] = -3 oR Yd. (1.8) 
[ry 
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”一 一 -一 


48,2 Bonnet-IVlyers 定理 


本 节 要 介绍 的 Bonnet-Myers 定 娃 是 大 范 围 微分 儿 何 中 最 嘻 的 定 
型 之 一 ， 宇 反映 本 黎明 府 其 的 菩 率 特性 对 二 流 形 折 扑 的 要 求 ， 是 师长 
第 二 蛮 分 公式 的 间接 应 用 

定义 2.1 黎 扣 流 形 {M4, 轴 的 直径 卡 和 起 

MM) md i Pd EA, 
加 典 其 直径 让 于) < 十 oo, 则 称 ih, 加 是 有 圳 的 . 

因此 起 标的 完备 蒙受 波形 都 此 龙 界 的 ， 其 直径 下 + 

定理 2.1 [Bnnnet-Myers】 访 1 虹 , 几 是 党 簿 的 mr 维稳 量 流 形 . 
共有 正 数 2n0 使 得 LCM, 的 Ricei 几率 届 a 为 下 民 ， 即 对 于 每 一 忆 
PE 计 世 及 任 疙 的 切 癌 量 v ET 有 Rect) 之 9; 则 ,四 基 直 径直 
超过 vn 一 1 wa 的 紧 外 蓝 辟 流 形 . 


证 明 设 #d 是 好 上 的 任意 两 点 ， 疝 为 李 是 完备 的 ， 迪 有 最 二 
的 正规 测 地 此 下 :的 让 一 时 使 得 


TI 一 部 二 
而 且 = dp 的 . 选取 给 + 平行 鸣 单 位 正 奖 标 染 世人 相让 使 得 
Ene 一 ~ 
间 H 
本 他， : ir i 一， 


刚 W001 = 信人 0) = 0. 束 据 第 二 党 脱 .3 的 讨论 ， 邦 在 7 的 有 图 由 端 后 
的 变 分 
秋生 :加 . 用 【一 5 一， 
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司 得 再 在 区 下 为 蛮 人 苍 向 其 场 ， 于 其 由 位 与 式 ， 普 分 下 看 所 对 应 的 绪 
长 第 一 变 分 公式 是 


wo) =-— fo - ROY 
二 < 人 一 上 
再 由 第 四 章 的 定理 4.2， 


"一 1 TQ 一 1 
Ticiers) 二 » Kieri ten) 一 Yem, etlenn 2}, 


?二 | 


所 以 
ri—1 t 2 Te 
» LD) 一 f (sin 于 攻 E [1 一 1 一 Ht (em) ) 


x? 上 Tt 2 
芝 (Fe Da | (sn 于 ‘lt 
nh 


一 5 (到 om -| - 


计 开 1 TV 一 wa 则 


T0 一] 


Tm 各 一 1 一 上 屏息 2 0 < 


四 而 存在 某 个 指标 记 工 < 和 让 一 上 司 得 瑟 加 二 入 这 上 明 对 :| 全 分 
向 量 场 去 奔 对 应 的 变 分 中 外, 要 = 充分 小 时 ， 此 总 “在 入 楼 pg,# 盘 出 
减 族 

{yb rE (—s,5)} 
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中 长 度 最 长 ， 这 与 由 线 » 药 最 短 注 相 了 矛盾 ， 因 此 ， 
dp = Tv va. 
由 py 两 点 的 作 癌 性 得 知 
dN awn — Ln, 


再 出 Honf.Hinerr 定理 {第 三 章 室 择 奋 当 [ 各 ,有 是 紧 避 的 .让 毕 . 

眶 恒 指 册 ， 在 上 述 证 明寺 程 中 所 使 用 的 求 和 按 巧 辣 售 着 十 分 有 川 
的 想法 ， 沁 可 内 下 二 其 测 河 昕 的 太 穿 ，。 Bonnet 在 于 = 的 情形 征明 
耳 定 坚 21, 而 这 种 情形 到 高 强 获 尽 流 形 时 的 一 个 直接 推 广 是 把 定理 
中 的 杂种 接 成 好 的 截面 曲率 在 正 下 办 a. 后 玉 Myers 拱 迹 个 条 忻 减 
再 为 定 轩 名 1 所 上 额 述 的 条 件 ， 即 : 于 的 Ritwii 曲 举 有 有 正 的 下 界 . 存 这 
里 ， 能 回 从 裁 面 曲率 的 亲人 性 过 渡 到 型 cci 归 率 的 锭 件 ， 本 壬 上 就 是 利 
用 了 十 而 所 提 到 的 求 和 技 苹 . 

推论 2.2 设 14, 放 是 完备 的 歼 曼 流 形 , 它 的 Hicwi 出 率 具有 正 的 
下 界 #4. 则 24 的 通用 可 营 流 形 毕 紧 臻 的; 特制 地， 的 基本 群 [9) 
芋 有 限 群 . 

证 明 庄 :; 六 -3 晤 寻 的 通用 覆 检 映射 ,了 直 计 上 和 鸭 村 用 
度 基 ， 刚 由 ff, 及 的 完备 性 得 知 1, 闻 也 是 党 备 的 黎明 流 形 ,并且 和 阅 
委 蝶 射 7+ 为 局 部 等 距 . 由 于 局 部 等 忠 保 持 截面 遇 谈 不 变 ， 礁 {Mf .前 的 
Risei 曲 座 同 样 匡 让 久光 下 办， 中 据 定 见 宇 1， 对 是 紧 致 流 形 ， 国 而 


Tr 


是 一 个 蓝 春 次 数 有 限 的 得 委 映射 ， 即 对 于 每 - :点 pe 如, 存在 的 开 
郎 咸 五, 使 得 415) 是 站 中 有 限 多 个 革 木 相 变 的 开 集 5 teE 站 的 
并 集 ， 并 忆 对 于 性 意 的 uC 工 


Tr UD 


320 。 革 六 章 外 访 前 第 一 变 分 人 有 
是 微分 局 肛 . 此 时 ， 对 的 基本 群 同 村 于 :好 一 好 的 竺 杰 变换 群 . 
因为 对 的 覆 合 变换 糙 只 是 在 {Uo;aE 站 之 笛 的 租 和 模样， 所 以 季 的 


菇 本 群 mh 在 限 ， 十 毕 . 


§6.3 ”Synge 定理 


3ynge 证 香 是 踊 长 第 二 变 分 公式 的 另 一 个 极 肖 出 色 的 应 用 范例 ， 
其 证 明 方 村 在 太 范 围 黎 红 几 柯 中 县 有 屁 表 性 ， 首 这 一 节 将 绽 出 Synge 
定理 的 证 有 ,首先 介 绷 个 引 理 . 为 了 方 全 起见， 用 “路径 ”表示 扫 苦 
流 形 中 分 磺 光 语 的 曲线 段 ， 而 一 妆 闭 测 地 线 则 指 处 处 满足 狂 地 问 睛 
程 的 虐 则 钱 ， 固 而 也 是 处 处 光滑 的 . 

引 理 3.1 谤 【时 , 风 是 非 单 违 遂 的 紧 致 柳 旬 流 堪 ， 上 它 的 通用 履 
香 流 形 开 也 是 紧 致 的 ， 则 在 好 上 存在 一 落 非 零 伦 的. 哩 长 虎 最 络 的 
闭 负 地 此 . 

证 明 田 寻 的 非 单 违 通 性 以 及 他 的 紧 致 性 可 逢 ,对 寺 苹 总 一 点 
PE, LW 是 元 素 个 熬 木 消 本 斌 的 有 限 集 ， 央 而 可 设 


开 lp] = {BL 之 2 


殖 坚 履 释 腕 午 7 的 儿 委 举 换 洛 是 虱 佑 鲍 形 [时 , 司 的 等 距 变 挽 群 的 子 
群 ， 它 在 Ttp) 攻 的 作用 成 为 十 … ,Pr] 的 置 措 群 ， 并 且 辐 构 于 大 
本 群 mr 1) 

设计 ;0,1 -和 是 J 开 中 已 厂 为 基 忠 的 全 等 伦 闻 路 征 ， 


TI = 1) = 


刚 对 于 任意 的 1 达 & 所 证 闭路 径 站 可 局 提 升 罗 于 中 具 点 记 消 发 
Fx 一 Tt 后 到 区) 
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并 是 Pa， 天 Tn- 应 过 来 ， 对 J T-! [nl 中 的 在 齐 丁 个 小 同 点 Pers s Flee: , 在 
好 中 连接 高 ,名 的 任意 一 条 路 答 Ye 在 覆 查 映射 所 下 的 候 


P= 7 oe 


是 册 中 由 为 基 后 的 非 字 伦 闭 足 笃 ， 司 时 ， 由 于 7 是 局 部 等 中， 故 
蹄 实 “与 相 诺 的 提升 路 入 yx 具有 相 问 的 长 度 ， 即 


LY = La 


虹 然 ， 搓 升 路 征 a, 1 大空 兰 r 可 眠 异 助 十 帘 要 认 措 群 训 [31) 可 相 转 
杭 ， 
水 和 一 般 性 ， 在 种 新 上 编号 后 可 i 设 


dA, Fu} — Ti dpa Be 小 
假 站 车 是 本 中 连接 罚 , 关 的 蝴 宙 征 线 ; 
Ll = dif, Fah 


并 坦 Tp 二 站 六 了 网 人 ip 是 Af 由 的 一 菜 以 有 罗 基 点 的 目 稚 伦 财 上 响 征 ， 
并 且 除 点 避 外 六 处 相交 福 并 卫 福 足 袜 地 谎 方 积 ， 辐 时 有 


fn = Ly), 


因此， 六 是 时 上 区 呈 为 基点 的 所 有 非 堆 伦 印 路 入 中 长 度 最 得 的 闲 路 
TE. 
车 汪 直 述 计 论 ， 在 好 下 定 交 了 一 个 实 苞 数 


了 :村 信阳 
使 得 对 于 位 意 的 PE 邮 ， 


fp) 二 工人 rp 
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下 面 要 证 明 滑 数 了 其 史上 的 违 续 国 数 , 事实 上 , 对 十 任意 的 pF 衣 ， 
区 用 “pp 的 最 得 竹 可 刻 (参看 同 加 


Ll Lip + 2drp,p), 
王 [pr < LY) + dp, bY). 
四 此 ， 
Fir oo Fip)| 一 五 [一 天 人] < 2dip, pl. 


这 说 明了 上 届 对 上 的 Lipseluts 画 数 ， 秽 而 是 连续 谓 数 ， 


“yp 


阁 5 


是 丁 Mf 由 紧 致 的 ， 必 有 点 PE M1 使 得 巡 统 函数 了 在 bp 点 达到 最 
小 全 我们 断 百 ， 与 二 对 应 的 路 径 六 就 是 好 中 东非 稚 众 的 最 舞 闭 
测 地 线 . 证 明 这 个 断言 的 英 键 在 于 证 有 明 7 让 Pp 点 的 光 沸 性 ， 汶 此 ， 设 


Jn 一 “rtt), +* 尼 四 ， 1]; 


弄 
To) = (1) = pp 


并 且 ~” 齐 开 区 间 位 .1) 上 光 浪 . 任 取 一 点 二 E (0, 了 ;六 浊 


日 三 lioy, 


.3 ynEe 定名 2 


杂交 也 可 以 看 作 一 业 世 为 基点 鸭 亲 路 裕固 此 由 ? 的 最 短 性 假 业 
得 二 
Lal < Llp). 


然而 恨 据 点 的 取证 ， 芯 有 
了 人 < 下 全 


所 殿 
Lis) = Lh). 

由 此 可 见 ， 和 是 时 中 攻 字 点 为 基点 的 赴 零 作 ， 卫 长 应 基 短 的 闭路 
和 经. 拒 六 视 必 以 铝 闻 党 基 点 的 闭路 径 并 记 海 8 吕 在 天 0] 中 一 点 
处 的 舞 逢 中 号 总 中 过 楼 其 应 点 的 最 是 向 线 ， 祖 据 第 一 章 的 定理 3.5, 
时 是 对 中 的 测 地 线 ， 央 而 有 = 交 o 疡 赴 邮 中 的 副 地 线 . 所 以 ， 除 了 
点 加 外， 刷 , 处 姓 潢 足 测 地 赤 的 鼎 程 . 特别 地 ， 委 在 ?点 是 疙 谓 的 . 
所 以 条 是 好 中 "条 于 黄 地 线 ， 和 补足 村 [| 埋 的 要 求 ， 证 毕 . 

定理 4.2 (Synge) 衣 0 的 是 嘴 备 的 介面 访 形 ， 其 截 而 曲 兰 
Kw 具有 正 的 上 界 o, 即 


Kw 


(1) 如果 3 的 继 数 mr 是 偶数 ， 则 当 时 可 定 同时 ， 型 在 单 连通 
的 ， 当 时 不 可 定向 时 ， 地 的 基本 群 7 = Bs 

2) 如 时 条 的 绯 格 1 起 可 元， 则 于 局 基 可 定 同 的 . 

证 明 【1 棋 据 Bonnmct-Myears 定理 ， 时 是 暴 致 流 形 ， 现 假定 对 
中 可 定 辣 的 ， 如 果 时 不是 单 迷 通 的 ， 则 市 捧 论 2.2, 必 欧 通用 虱 盘 访 
形 对 是 紧 敏 的 . 再 根据 引 理 $1, 在 导 上 存 芷 一 条 非 零 伦 的 . 且 医 麻 
展 披 的 闭 测 地 线 ， 记 汶 

~ 0, 时， 


其 中 上 是 的 长 度 . 令 p= stm = + 中， 
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有 甲 记 :工作 - 工 避 和 几 表示 讲 科 的 平生 移动 ， 型 只 是 以 人 本 到 
它 眼 身 的 等 出 线性 同 构 ， 并 区 


PYDY) = = 7 0). 


因此 ，~10) 是 BB 的 特 入 导 为 1 的 特征 向 其 . 由 于 并 是 可 定向 流 形 ， 
TM 的 一 个 定向 jr 沿 侍 何 岂 为 基点 的 亲 些 径 进 行 连 线 疙 揪 到 让 5 
走时 所 得 到 的 定 疝 zy 必 与 jp 一 性 ( 伏 丰 参考 文献 [3, 第 二 之， 他 是 
6 了]. 特别 地 ， 对 于 Tp 和 f 中 任意 一 个 单位 正 稀 其 人 eei 中 
(fala), 四 ter) 
给 出 了 Tp 时 科 是 向 [#1 四 10m| 洛 个 的 连续 传播 . 因此 
Dn :TM TM 
十 行列 式 为 1 的 正 次 变 执 ， 我 们 知道 ， 任何 正 变 变换 的 特征 慢 或 是 成 
对 周 草 的 北 辆 纯 虎 数 , 或 在 1. 因为 只 的 行列 式 汶 1, 所以, 如 时 一 1 
旺 它 的 特征 佣 ， 则 其 重 数 必 为 惕 数 ， 趾 上 型 的 维 才 六 足 侦 歼 ， 特征 
值 工 的 重 孝 也 必定 是 侗 数 ,于 是 星 存在 另 一 个 单位 切 问 贡 虽 研 了 ?于 司 
得 oz, 并 且 只 人 1 三世 
对 工 尾音 的 te 加 ,下 定 关 下 的 一 瑟 癌 - 刚 下 = 个 基价 了 平行 
日 处 处 正 交 本 5 的 单 榨 加 措 场 ， 考 磋 Y 的 变 分 


名 ;0,0 交 (-5,5) 于 


使 得 
里 侍 , 41 一 BE Wt, tH) ED {| x (~—s, 8), 


则 更 的 变 委 向量 坊 为 让, 由 颖 长 的 第 二 变 分 公式 性 5， 


芝 
人 FE = (Dr + | oo 
用 


时 
dd = 


—. —. 3 Synge 定理 。 折 5 


对 本 性 意 辕 定 的 二 模 截 曲线 


ost} = BE [es), 


其 测 地 绒 ， 而 向 时 场 
VL) 一 于) 合 


是 这 些 测 地 线 的 切 向 其 场 ， 内 此 DyY = 0 在 名 1) 式 中 令 u= 小 村 
得 DT = 故 有 

(Dy Vy =0. z (3.2) 
此 处 ， 出 于 玉 景 洪 7 的 平行 问 其 场 ， 


Vt) = Dy Vl) = 0, [3.9) 


把 [3.2) 入 . 沪 式 代 入 [3.1 式 , 并 福 意 到 ,YY 的 单位 正 交 性 和 定理 
的 想 设 ， 


‘ ! 
dm) = El Vdt < -a <0 
be I 一作 五 


这 蕊 时 痊 ， 当 的 忽 对 值 充分 小 时 ， mm 是 与 站 同 伦 的 闭路 径 ， 昌 有 
Pi si 这 司 3 的 最 类 性 相 了 矛盾 ， 由 胰 可 见 ， 对 必 党 是 单 连通 
的 . 
图 设 时 是 不 可 定 启 的 ， 则 有 对 的 二 重 覆 得 
T: 1, 


使 得 Mf 是 可 定向 的 党 潜流 形 { 铭 看 会 羽 文献 [25]). 设计 是 六 上 的 下 
委 上 庶 甚 , 则 黎 晤 流 撒 (六 ,#5) 在 构 本 酉 射 r 下 号 与 LY 入 局 部 等 距 的 ， 
因而 {对 ,有 辣 是 一 个 偶数 维 的 可 定向 葵 总 流 形 , 并 月 其 截面 粕 率 有 正 的 
下 党 如 丰 册 前 面 得 到 的 结论 ， 半 是 单 迷 通 的 因此， 六 是 对 的 通 
用 球 委 流 形 ， 再 注意 到 了 是 二 生效 登 ， 训 af 的 基 木 群 zf) = 多. 
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{2) 设 册 的 锥 类 rr 丰 硒 孝 . 名 采取 是 不 星 注 向 时 ， 则 有 下 的 
二 晶 欣 避 裕 委 
可 ， 人 的 下 (i ), 


情 得 好 是 可 定向 的 ， 基 中 5 是 锌 车 度 量 ， 由 于 【 邮 , 及 的 完 蔡 性 ， 
[六 ,5) 也 是 完 各 的， 对 于 任意 的 pe 好 , 7- 1p) 性 由 两 个 点 档 成 ， 木 
妨 设 为 位, 站 则 邓 中 任意 一 兼 连接 识 , 襄 的 有 路径 车 证 下 的 怕 
7 二 T27 丰 册 中 以 yp 为 基点 的 闭路 和 权 ， 井 卫生 针 的 枉 意 -个 定向 
jy 沿 * 连 竺 传播 到 p 所 得 着 的 定 疝 jp 是 pj 的 解 转 定 癌 . 这 样 的 闭 
路 径 藉 为 共有 荐 转 定向 性 质 . 长 这 来 ， 邓 中 任 膏 一 条 以 p 为 基点 、 
并 卫生 有 翻转 定向 性 质 的 闭路 径 都 可 忆 提 升 为 村 中 连接 高, Po 的 
路 年 车, 日 有 

FTG) = Ln). 
现在 氢 定 了 是 对 中 连接 新 ,高 的 最 短 测 地 线 ， 则 mp = To57 柜 亲 
中 以 b 为 基点 、 并 且 具 有 翻转 定向 性 盾 的 、 长 诬 景 短 的 济 地 闭 雌 征 . 
利用 引 塌 4.1 的 还 明 中 问 样 的 论证 可 得 ， 在 对 中 乔 存 一 茶 长 度 最 短 
的 ， 具 志 翻 转 定 向 性 质 的 困 钠 地 线 


全 站 站， 
其 中 王 荆 [7), 并 HH 3 人 0) = 0) = YD. 于 面 令 = 0， 
和 前 面 贝 撤 法 一 幸 ， 慨 定 也 是 证 曲线 的 平行 移动 ， 市 县 
布 翻转 定向 性 质 ， 天 必 守 翻转 和 的 定 阿 ， 因 而 
下 
是 行列 式 为 -1 的 正 诡 变换. 因 上 出 ，-1 是 互 的 一 个 特征 信 ， 并 皇 兵 
有 奇数 重 烙 . 田 于 地 的 维 数 剖 是 栖 熬 ， 部 的 特征 值 1 应 县 石 偶数 


重 散 . 已 知 
如 位 如 三 站 各 
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人 个 单位 切 向 量 # E 瑟 提 满足 忆 tv) = ,不 芒 浊 mLy'tm. 利 
村 [1 相 周 了 蛙 讨 论 ， 可 外 证 明 : 在 以 下 站 = 喇 tw) 为 迹 分 向 其 场 的 
人 于 人 二 CxDyro WF 下 ， 测 地 线 阿 倍 地 谈 为 一 茶 长 度 严 格 
沽 小 的 闭路 种 , 它 同 样 具有 翻转 证 向 性 硕 . 这 占 ”的 取 法 乎 盾 . 正 毕 . 
往 记 41 潭 用 Synge 让 理 和 不 难 证 骨 第 开 音 全 题 5.5, 证 曙 的 细节 
留 给 读 青 拒 为 缂 半 . 


§6.4 ”基本 指标 引 理 


J 由 一 虹 下 本 维 殖 芝 流 形 【时 ,和 中 的 一 条 正规 测 地 线 ， 
交加 有 xs 一 是 * 的 一 个 下 固定 端点 的 变 人 ,并 用 
ae LY ,于 民有 如 下 的 弧 长 第 二 蛮 分 公式 [着 江 介 式 1: 

= 

at) 


= fw Ey RE DY dt. 


中 一 目 


很 明 尿 ， 上 式 右 端 对 于 任意 一 个 语 了 定 广 的 分 县 区 请 癌 量 场 下 者 是 
有 意 多 的， 把 它 记 为 五 全 下, 妈 


了 
tPF, = f [YR Yt 


这 是 一 个 甘于 下 的 二 次 更 , 将 其 极 人 化， 有 即 对 寺 任 膏 两 个 撑 " 定 尖 的 分 
枚 区 滑 疝 庆 切 于 体 . 今 


ILIV MH" = {hv + 一 了 TFT 生 让 
I 
=/ ,HY RY FY, FY} dt, (4.1) 
j 


则 可 得 划 沐 钱 性 形式 三}. 在 下 耐用 光合 ] 表示 沿 测 地 线 和 定 多 
的 分 眉 花 祥 向 其 场 构 成 内 党 台 ， 轴 时 定 洗 它 的 于 集合 庙 下 ; 


Fh = {XE FEY) XID = = 
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yi = {XE FLY}, Ws WN NY. 


容易 看 出 ， 由 [4.1) 定 衬 的 虹 射 
TF x Yi) = 


是 一 个 对 称 的 尿 癌 性 形式 - 
定义 4.1 观战 性 形式 上 称 为 测 地 线 7 的 指标 形式 . 
为 了 简化 记号 ， 在 不 会 引起 混 消 的 情 开 下 ， 涡 用 工 来 表示 上 , 即 


I WI = HY), VWH EY. 


作 尖 对 刚 , 考 卉 定 况 在 获 癌 流 形 [村 ,个 | 的 疮 清国 数 放 设 p& 叶 
是 了 的 一 个 临界 点 ， [TY 是 Pp 点 物 任 意 一 个 局 部 价 标 杀 ， 则 了 的 
Hessian 张 其 
Hess 六 = Drdf} 
寿 点 的 分 量 怡 好 是 F 的 二 次 偏 导 狐 ， 
| HF ,Bt 本 
下 人 区 = Ba Be Bry 
现 站 ， 济 地 线 “是 强 长 汉 函 Lime) 的 桨 恰 点 ， 它 的 措 标 形式 了 工 就 相当 
于 函数 工 的 Hessian. 事实 上 ， 和 根据 强 长 的 第 .- 变 分 公式 以 及 描 标 正 
式 的 宇文 ， 下 列 侧 题 成 次， 
合 蚜 4.1 假设 ” 奶 前 ， 则 对 于 ? 的 任意 一 个 有 男 定 庙 点 的 安 分 
名 ,有 


‘] 
Ia =， 


du? | 工 一 让 
其 中 是 重 的 宣 分 向 量 场 ，tU 好! 关于 测 弛 线 ? 的 法 对 其 . 
证 肪 环 E 区 全 1 如 时 向 旺 场 环评 在 区 间 以 1; 二 土 大 党 消 的 ， 
由 
i, HY 二 Tv, Wy, WY. 
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起 了 iV WY 可 雇 玻 写 为 
到 WH) = Sr ,YE , — f 人 一 了 RY 
1 二 | 站 
其 中 0= 志 过 本 三 -之 =! 是 区 则 风 , 生 的 -个 划分 ， 恒 得 下 在 每 
一 个 小 玉 癌 [fi_:,#] 上 上 的 限制 部 暴光 滑 的 . 
命题 4.2 候 设 同上，J 是 济 习 的 -个 Jacobi 场 ,， 央 对 了 任意 


的 瑟 三 区 的 ) 有 
HY) = C7 I. 


证 明 亲 J 是 一 个 Jacobi 场 ， 此 而 满 号 Jacobi 场 方程 
1 = RY , JYY. 


由于 了 沿 ?+ 基 池 语 的 ， 克 了 = 了 牧 和 人 4 区 式 便 得 到 我 们 所 要 的 结 
论 . 

引 理 4.3 度 下 兄 在 0d 罗 中 党 六 在 放 洗 曲线 了: 加 才 一 时 上 
的 党 请 切 向 基 场 ,用 下 (0 = 0, 则 存 存 沿 “ 定 诡 的 光 沸 切 向 量 声 六 的 ， 
使 得 


并 有 0) = 0 
证 明 设 {& 罗 } 是 沿 平行 的 单位 正 交 标 加 杨 ， 风 有 


Vt) = SY wit)ertt), vild) =0, 


根据 第 一 音 的 引 理 4.1， 
vitt) = to [ft), 


其 中 si 让 六 港 画 数 ， 间 且 本 站 = ww. 将 
A = 9 (Heil), 


330 时 六 章 弛 长 的 第 二 谈 分 公 访 


则 = 二 的 并且 A = 全 向) 

下 面 证 明 一 个 十 分 重要 的 引 理 . 

5| 理 44 { 基 本 指标 引 至 ) 设 -: 上] +L 是 mm 维 散 晤 流 开 
CM, 中 的 一 对 正 趣 潮 地 线 ， 假 证 = 0 让 | 没有 共 因 点 ,并且 
了 = J 人 H 是 沿 站 的 一 个 Jacobi 场 ， 则 对 于 满足 条 促 

FO = TN, KD = I) 
的 外 宕 一 个 向 基 场 互 E Yl) 者 有 
TN, KY > TY, 


六 莫 等 导 成 立 当 和 且 梳 尖 匡 =. 

证 明 任意 取 定 一 三 区 [1. 使 得 

KIO = JIM, EL = J). 

下 面 将 分 丙种 情形 米 完成 引 至 的 证 明 . 

情形 1: 0 == 人 0 

住 切 空间 了 i 性 趾 联 一 个 单位 正 交 菩 认 {ei} 出 于 wl) 不 是 jp 
点 国共 轴 点 ,根据 第 开 伦 的 定理 .4, 对 于 每 个 二 1 所 了 wm 存在 认 
7 的 Tacohi 场 Jj, 恺 得 

TMD =0, J = ee; 

想 据 第 业 芝 的 定理 2.1, 商量 场 组 15] 在 区 间 各 ,站 上 是 处 处 斌 性 无 闫 
的 . 

由 于 i) = 0 根据 引 理 4.3, 存在 潜 7%Y 定 导 的 光 衣 重量 场 44,{4)， 
使 得 

[一 < 站 ,人 
放 皇 Af 三 0- 我 们 断 首 :了 [在 加 ,上 上 处 主线 任 无 甘 ， 为 
了 证 明 这 点， 注意 到 
itt) = lt) 
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它 科 在 (0,1] 上 是 处 让 线 性 无 关 的 , 所 凡 只 需 览 说明 向 最 组 {4 名 } 是 


厂 性 无 关 的 即 可 .种 实 上 ， 对 于 任意 一 组 实 喜 是 半 = 1 
扬 
= 天 下 
是 洪 ~ 的 Jacohi 扬 ， 如 果 
2 i0Y = 小 即 2 fny = 


则 存 
VD = 0 V0) 


上 内 而 由 第 五 章 的 定理 12 三 由 卡 
站 三 小 
由 于 {i 六 外, 如 上 处 处 线 社 无 区 ， 所 以 
A =" 


由 此 可 见 ， {4:(0)} 是 线性 无 美的 . 
于 是 在 上 0,1] 上 存在 分 由 光滑 函 孝 站 人， 悟 得 


[tt) = 和 人， 下 于 站 二 让 


i 一 1 


恨 据 第 一 章 的 引 下 41, 不 维 知 道 ， 存 在 分 中 光 滑 丽 数 Kit 


Ei) = EEE. 


由 于 下 册 = [dt 就 得 到 天 [小 于 用 的 的 林 达 起 


= PD XE 


~ Th 问 鞭 


柄 得 


[3 


333 。 匡 六 章 部 长 的 币 二 民 从 个 


再 念 本 
JJ 的 二 放生 人 有 的 {44 
则 了 是 短 站 的 Jacobi 场 ， 并 用 
TI0) = ,NiO = 0 = 0), 


= FT, RUN) = XE = TY). 
利用 第 王 章 定理 2.3 的 叭 -性 得 若 了 = 了 即 


= 3 KD (5) 
于 是 根据 推论 4.2， 
TD = TD = 4, TD)) 
a XID, df). [4 
Ly 


另 一 方面 ， 巾 人 4.3) 式 得 到 
(RX) = NI TD DN 1) RN, 1)} 
= SOKA TY MEN 
加 CRE XK DRE}. 7) 
由 于 二 ,J 满足 Jacohi 方程 ， 故 有 


d 


i 一 一 4 放 四 (7 a 


={REY, J REY, YY) 
= ,i 下 人 J 411 ?一 由 
疯 而 天 ,7 一 全 玫 全 二 得 其 上 = 由 故 


(天 = 人 


有 


-= 一 md 二- 
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于 是 ， 
六 一 EPA = XR) — (i) =0. 
我 六 [ 生 站 式 得 到 
LX 区 二 之 [一 生生 十 | ，( 生 .8) 
因此 ， 上 由 指标 形式 Tf 互 , 习 ) 的 定 避 以 严 入 出 和 过 .6) 式 得 到 
上 
XX) fA XS + RO XH Xdt 
0 | ， 
-+ f 区 a 
-了 YEE REY TY, ydt 
[可 ， ， 
= 5 Ht 
Ea 
最 然 ， 上 式 中 的 等 导 成 立 当 且 避 当 
YX = 0 te [0. [4.0 
t . 


由 于 在 但 .中 上 {i 由} 是 处 处 线性 无 美的 ， 均 性 及 式 等 价 于 
Kt) = 0. 
即 Xi = XD 着 党 区 所 名， 由 导 . 辐 式 往 知 
= >», J 2, EIN) = TY). 


3234。 生姜 引 攻 的 芋 一 证 分 从 福 


情形 2，JTI0| 关 吕 . 
人 


则 文 [O] = 站 = 了 00), 着 t = 0 = J, 于 是 利 出 情形 1° 的 铺 论 ， 可 得 
TE -= (4.10) 
其 中 等 号 成 京 的 充分 必要 茶 忻 是 喜 = 了 = 必 即 五 = 江 
将 生地 式 抱 册 展 开 得 
HE 
固 上 性 了 是 Jacohi 场 ， 斯 以 由 他 是 1 必得 到 
TX, 用 = 7, XN = 7 Th = TN). 
埠 TE 有， 人 .10) 式 等 便于 
TR, XY) > TD), 
并 且 其 中 等 导 上 成 立 当 且 仅 当世 = J 引 理 得 证 . 
十 库 利 川 苛 本 虱 标 引 畔 来 研究 测 地 线 的 最 短 性 . 
定理 4.5 设 7[2 人 0 所 +t 扬 从 是 黎 晤 流 形 { 计 .g 上 上 的 一 亲 正 规 审 
地 瑟 ， 并 且 在 上 举 有 点 5 = ”9 的 共计 点 ， 记 四 =9 各 7%r 的 指 
标 形 世 了 工 存 集 侣 加 tw 上 上 是 正定 的 ， 特别 好， 在 充 外 靠近 Y 的 所 有 这 
接 训 yg 两 点 的 分 段 泥 请 有 曲线 中 ， 忆 5 的 长 度 为 最 置 . 
证 明 ”因为 不 是 p 点 的 共 斩 点 ， 所 以 沿 “在 pg 处 和服 零 慎 的 
Jacobi 场 只 有 零 调 最 场 ， 根 据 引 理 4.4, 对 于 性 意 竟 区 世人) 都 有 


TX, KX) > TO.0) = 0), 


并 且 等 号 成 立 当 理 仅 当 X = 0. 这 就 证 明了 指标 形式 了 在 区 fy) 上 的 
正 冒 性. 
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设 理 是 测 坡 可 T 的 任 间 一 个 耸 舟 光滑 的 有 固定 由 点 的 蛮 分 ， 共 
变 分 向 基 场 内 有 刚 普 关于 > 的 法 分 量 -5 [其 [由 命 
题 #4.1 知 
dp | pt > 
du Ci _ = 【 9 ) 之 a 
并 且 当 5 天 上 时 ， 上 式 中 的 大 于 导 成 立 , 故 在 羡 = 训 处 ， 即 在 和 三 
处 ， 了 人 过 到 极 小 什 ， 证 特 . 
定理 4 若 在 正规 浏 正 强 00 人 0 万 t 气 科 的 内 部 没有 点 2 = [01 
的 此 颍 点 ， 而 = 7% 他 是 点 二 的 共 匈 点 ; 芭 点 由 是 点 着 诬 抽 地 闫 了 的 
第 一 个 共 恩 点 ) 刚 了 的 指标 形式 在 只 [人 上 上 证 半 让 定 的 ， 并 且 1 
点 甘于 Pp 点 的 此 绒 重 孝 等 二 了 工 企 大 人) 中 的 零 化 拖 空 利 
一 人 二 


的 叭 数 . 
证 明 市 9 是 pp 点 后 3 的 共 办 点， 由 第 五 之 的 江 理 2.1, 在 沿 
* 的 非 零 Jaxobi 场 J 司 得 J 了 0 = 的 = 让 民 由 前 朋 二 2 


HID = N=. 
对 于 任意 的 a.5e 四 ,由 < 和 以 及 YXC YY), 定 总 
| 
下 站 = f+ RY, XY Xt 


刚 有 攻守 ) = 天 人 下) 
任意 版 证 六 所 和 +9), 下 面 归 愧 造 一 族 疝 基 场 Xs E 为 4); 
字 亡 了 避 ,中 ,使 得 
Wala) 三 
并 口 当 症 呈 时， 生涯 在 由 了 上 :区 地 收效 于 站 ， 其 体 的 作法 
如 上: 


396 着 六 站 范 攻 的 加 二 证 分 公式 


设 {si 人 0} 是 洛 ? 平行 的 单位 正秋 标 般 场 ， 使 得 gas( = yi, 则 
(可 以 表示 为 


KY Xi A =0, 


对 寺中 a 所 下 舍 


则 


2, (x (a Xe) ， TE 


XY, ot 
i 


| 一 XA 一 | 


利用 ED 在 站 站 上 的 一 至 连续 性 区 及 茶 件 
lim Xty = 0, 


一: 


乎 只 证 时 ， 对 于 任意 的 > 由 存在 本 >0, 全 得 当日 < 一 < 下 时 ， 对 
王 所 有 的 #E [6,4 -… 歌 地 有 


] 攻 at 自 二 这 [二 


即 区,D 在 [0,4 上 一 玛 地 收 衣 于 六 (各. 对 于 拇 一 个 ee 取 定 在 & fa 
则 在 "ma] 上 上 没有 打 鲍 点 ， 注意 到 


Nallan 三 改 
Ego] 5 tlio.aly. 于 是 由 定理 4.5， 


WN, Ma) = 站 
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如 一 放风， 
{Ne, Xs) = 下) 


- f RDP + (RO, XY, Xl 
0 


| 空 寻 ， 四 
到 ) a 
十 广 CR Ea, Kodt 3 WE, IY, mt 
国 此 ， TEN 瑟 ) 二 天 [后 ,天 过 站 这 就 证 明了 指标 形式 了 在 兴 -I%) 上 
的 半 正 定性 
青 谋 /号 斩 4 的 Jaeobi 扬 ， 满足 J 人 00) = TID = 人 0 则 由 靖 县 4.2. 
对 于 全 党 的 YE 若 + [mY] 有 


TD FY) = Tt, YH = 0 
即 JE .4 反 过 来 ， 慨 刘 下 E fr, 则 存在 区 间 四 目的 一 个 划分 
= 二 要 


使 得 六 |;_,4,) 是 江 祖 的 ， 选 取 分 绒 关 沸 函 数 了 ; [0,1] 二 下 使 得 对 于 
性 意 的 了 ti) = 二 说 广 在 tu) 内 交 请 且 太 于 零 ， 令 


YE = 直入 作 一 尼 人 天 的 
出 丫 Ey. 因为 车 ,所 以 
0 = X,Y) 
一 fe, YT} + RY XY dt 


T 下 
一 信和 全， 一 (Ry EY, Yd 
il “9 : 


t 
+ -f -| 


388 。 弟 六 阐 强 其 的 各 二 实 分 从 志 
福 党 到 7 在 每 个 子 区 间 [fi1,#】 向 愉 大 于 等 ， 所 以 
[XR | = 0 


好 有 关 " = 人 R(m 访 YY 因此， 站 是 沿 tc_ 1r0 的 Jacobi 杨 ,1 所 i. 
要 证 明 是 证 T 的 Jacobi 场 ， 还 需要 说 明 下 诬 是 光滑 的 ， 肥 


Nt] = XH), [air-l. 
为 此 取 工 E i), 局 得 
Yi) = EM ED), 工科 7 一 上 


则 在 


R=， 
i 一 上 
工 一 二 


=— > {EI XY), it) 


1 二 1 


mr 1 
三 一 2 ra = 0. 
+ 二 1 


于 是 ， Y= 二 全 即 关于) = 六 7). 青 根 据 Jacubi 方程 解 的 瞧 一 性 
定理 作 道 旦 批 埋 ， 等 易 得 知 * 是 这 滑 的 ， 因 市 是 六 * 的 Jacobi 场 . 

他 此 ， 已 到 证 有 明了 测 且 线 ?了 的 指标 形式 工 的 等 化 空间 .A 和 党 
定 所 并 旦 在 两 个 端点 处 取 零 值 的 Jacobhi 翅 的 空间 是 重 台 的 ， 即 


地 = RY). 
岗 此 ，udin.f 等 于 点 9 = 站 关于 点 了 = YI0) 的 闪 固 重 数 [ 雳 看 音 
五 帝 的 中 习 . 证 毕 ， 


注 记 4.1 不 难 鉴证 ， 吉 时 在 上 述 证 明 中 ， 拒 i) 换 成 贡生 
恒 可 得 到 如 下 的 定理 


6.4 站 本 指标 引 理 330 


的 共 斩 点 ， 丽 = WY 认 电 点 了 的 共 弄 点 ! 凤 点 站 是 目 靖 淋 测 是 经 的 
第 一 个 共 先 点 ), 刘 3 后 指 标 撕 式 了 三 莉 全 上 上 芷 半 止 定 的 ,并且 了 点 
次 于 六 点 的 共 园 车 数 容 J 了 在 疡 [%) 中 的 堆 化 子 空间 

A = EV ,= 


的 维 数 . 

定理 4.7 如 采 在 测 地 线 75 的 轩 训 但 肥 点 名 =~ 几 的 共 辆 点 ， 则 
指标 撒 式 了 在 关上 了] 上 其 不 定 的 ; 国 而 局 有 非 索 加 其 场 是 共 [， 
使 得 

TNX, XX) < 0. 

特别 地 ， 此 时 的 涡 地 钱 一 定 趟 基 连 接点 fj 和 9 = Yi 的 最 短 曲线 . 

证 明 由 假定 可 知 ， 李 在 0 < 了 <I 使 得 羡 = Y(t) 是 吕 点 向 站 的 
第 一 个 共 帕 点 . 祖 据 华 上 L 膏 的 定理 2.1, 三 全 洪流 地 线 *| 的 Jacabi 
场 五 对 个 特 

T=) = 0 

取 弃 分 小 的 正 覆 =, 二 得 6 一 5 > 中 8 十 E 月 站 ste| 七 没 有 此 
恩 点 对 .出 上 "由 一 2 上) 不 是 点 的 夫 帆 点 ， 员 全 一 6) yD, 十 是 在 在 
灌 -w+ 的 Jarabi 场 如 ,使 得 


job 二 £] 二 
证据 第 五 齐 的 推论 1.6, 椒 准 知道 五 和 三 者 是 与 + 正 训 的 . 构 次 问 基 
所 无 如 下 [ 阁 克 图 全 |: 

KI = Td) bestehte, 


上， b+ StH 


340 。 革 六 草 缴 长 时 第 二 蛮 分 余下 


则 看 七 , 再 让， 守 
NN, heteh 
| = | 
中 plib+te. 
由 于 是 非 堆 acobi 场 ， 让 在 + = 户外 总 不 可 微 的 ， 因 而 不 是 沿 
6 wpe] 的 Jacobi 场 . 因此 i 六 4. 根据 基本 指标 引 理 有 
HE EY = TR, XY ILX, KY) 
=T 1) + Dt, a) 


bi—e 


< +t ,i). 
于 是 
TR] D+ ,= D1) = i = 0. 


在 并-- 方 负 ， 任 取 一 点 上 三 过 ,入 由 二 一 加 让 浏 地 内 74g6] 上 
没有 睹 新 点 ， 下 在 徊 "jo 上 上 基 正 宇和 的 .再 联 一 个 非 零 向 苹 场 
二 Efront) 醒 得 如 (5 说 ) > 0, 并 沦 


了 1， 0 
0 tt 


则 FF 二 0) > 国 此 了 工 在 夫人] 上 确实 司 丰 定员. 


| 
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如 上 上 所 构造 的 支 总 洛 入 定 匀 六 及 在 两 个 端点 寻 陪 零 值 、 与 + 处 
处 正 受 的 分 段 光滑 向 最 场 ， 取 定 7 的 一 个 以 于 为 变 分 问 基 场 的 有 国 
定 端 所 的 变 分 下 , 则 由 命题 41 可 知 


HE = TX 人. 
此 由 表明 测 地 线 + 在 遇 线 旗 fw 中 联 莘 器 长 的 最 大 俐 ， 坦 而 不 可 能 
是 巡 接 p,9 两 点 的 最 短线 、 定 理 得 证 ， 


规 在 已 缀 具备 必要 的 条 人 忻 来 打 述 著 省 的 Morse 指数 定理 ， 证 
人 二 站 


是 塘 癌 流 灌 Ci,g) 上 的 一 条 正规 测 地 总, 对 于 任意 的 5E 上 ,下 用 “加 
状 示 指标 形式 着 在 空间 ?人 ol) 中 的 零 化 子 容 间 的 绯 娄 ， 也 就 是 
太 了] 基于 点 二 710) 的 共 示 重 数 . 当 + 癌 不 是 p 的 共 辊 点 时 ， 
zf 站 三 是 此外， 用 了 本 起 示 共生 | 让 中 使 指标 形式 于 为 全 是 的 极 
太子 空间 的 准 数 , 并 称 之 为 指标 形式 如 的 指数 或 济 地 线 ;10,9 二 时 
的 措 雪 . 

Morse 指数 定理 ”人性 项 一 蘑 正 虐 测 地 线 了 : [0,!] 一 5 的 指数 是 
有 限 的 ， 并且 等 于 点 8 = 区 0 在 测 节 线 +o ,| 所 有 共 思 点 的 重 数 之 
枯 ， 到 

th) = wi tf 志 十 Bo. 


[| 


定理 的 让 明 可 以 查阅 佬 考 文 献 贞 , 光 成 [15, 第 4 剖 |. 


36.5 一 amch 比较 定理 


Gauss 引 理 肯 诉 我 们 ， 如 果 把 歼 总 清 形 在 点 mp 的 切 空间 看 作 蕉 面 
败 率 为 过 的 欧 氏 空间 ， 则 指数 映射 exp, 保持 与 径 向 制 且 组 的 止 交 性 
不 变 ， 并 皇 滑 径 向 基 保 长 的 , 至 于 映射 exp, 在 与 径 向 测 地 绕 正 交 的 向 
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其 下 的 年 用 在 长 度 上 下 霹 生 的 影响 点 种 艇 喇 流 形 本 身 的 截面 划 率 密切 相 
六 [ 著 有 第 匡 刘 的 推论 1.101. 
男 一 点 向 ， 常 遇 率 空间 乓 蜡 简 总 的 黎 蜡 流 形 ;， 因 比 ， 本 起 了 鲜 - 
艇 的 攀 品 流 撒 将 性 闫 ， 一 和 各行 笋 的 于 殿 就 症 将 伍 与 大 个 适当 侈 内 曲率 
空间 上 涝 行 比较 ， 部 通 当 情况 下 ， 这 个 涡 曲 率 空间 的 曲率 总 上 所 研究 的 获 
曙 流 后 的 蕉 向 曲率 的 .上 界 或 下 界 . 本 人 节 权 讨论 的 Ranueh 比 加 定理 将 
寞 起 让 本 比较， 和 评 北 生 如 并 许 如 证明 Rauch 比较 定 友 的 原因 中 这 迹 
理论 各 记 淮 已 经 成 肖 几 疗 黎 虽 儿 何 民 基 黎 这 形 上 的 闻 妾 论 捍 吾 方 力 
上 于， 除了 Ramch 比较 定理 外 ， 渤 有 别 的 也 同形 关 的 比较 定 王 ， 改 邵 
Toponogor 党 这 下 于 ， 境 天 出 较 定 惠 ，Laplace 沁 较 自理， Hessiau 下 
较 定 理 竺 绊 ， 空 前 壮 条 的 原由 让 上 蝶 的 方法 有 共同 之 处 ， 存 这 下 就 沾 
多 讲 纹 了 了 了， 这 吉本 以 茹 着 名 考 妇 杖 15] 利 [5. 向， 
定理 5.11Rauch 比较 定理 ) 候 梁 好， 好 站 别 且 men 人 ! 判 
散 品 流 形 ， 到 ,所 表示 寺 , Mf 的 蕊 耐量 六 ， ,全 入 加 分 剂 是 
和 和 池上 的 止 规 测 量 关 ， 下 在 了 上 无 站 费 点 ，J 了 和 泣 荣 浴 ,地 
的 Jacoli 志 ， 相 得 了, J 了 DD 分 罚 与 .二 在 =0 处 相 散 ， 六 满足 条 
性 
(AD, yD TO, TAD), > 
A TO = A PAD TD. 


如 果 对 |] 和 任 膏 的 ee 太刀 及 全 辣 的 


‘4.1 


EAE 


可 
Ts 
四 对 于 三 这 的 fe 四 有 不等式 || 大 | 的 | 
证 明 “ 辣 先 昔 虚 了 了 的 请 形 ， 此 时， 


TD) -有 和 Pi 二 省 吧 


.5 auch 比 圾 定理 34 


布 妨 设 了 是 非 零 Jacabi 场 ， 右 唱诗 论 自明 由 十 在 了 .上 没有 57 六 的 
共 苑 点 ， 根 据 第 五 章 的 定理 2.1, 函数 |.jij| 除了 上 = 之 让 没有 其他 
零点 ， 要 证 咀 的 铺 论 是 
1 人 ” 
[TA 


> 11, VEE ND,H]. [5.3) 


因此 ， 具 贿 要 证 归 上 是 : 的 增 函 数 ， 即 对 于 任 豆 的 上 > 0 有 


六 因为 在 J 六 0 的 点 处 ， 


ld DPY 
人 tl ;) - 


| 


苇 久 ， 具 需要 证 时 了 在 各 ,由 上 处 处 平 为 零 提 吾 


E {0.4]. 人 .4 


仿 军 7 E 各 处 使 得 Jagomi 场 了 全 们 ,7) .上 无 零点 ， 首 先 度 证 


明 [5 加 式 在 区 间 i0,*) 上 上 成立， 对 于 任意 到 定 的 HE& 各, 站 由 于 


3d4 弟 六 童 绯 其 册 咽 二 变 当 公 碟 


Jtt1) 关 D, 可 以 令 
Wo = = 


叫 熙 击 式 在 主 = 在 处 成 部 成 立 油 于 妇 当 
eH 的 ,FE 人 | > HA (2) Wh) |e . {5.8} 


因为 公 i ,th 咎 别 是 ?和 闻 上 在 上 = 日 处 取 零 值 的 Jacobi 场 ， 所 以 
而 负 题 #4.1 可 刊 


(EH 0), ee (i = WW, Wh ), 
{i Th, | 一 也! i, ! i 外 


这 里 的 上 和 分别 是 时 站 中 洪 测 地 线 7.5 的 指标 形式 , 这样 ， 遇 证 
是 的 个 -中 式 就 等 价 于 指标 形 也 的 布 学 忒 


I WH) ,Hi. 个 .61 
在 直面 把 邓 中 沿 ?oo 定 忱 的 商量 场 人 Ws 转变 为 好 中 沿 害 [ower 
的 向 菩 帮 [由 . 使得 
ia = [We Bl, ee = HF 
井 卫 石生 4 在 让] 的 栈 端 取 相 后 的 值 . 这 样 ， 对 十 
PP 和 Hh, , We ) 


就 可 忆 运 册 基 本 指标 | 理 作 比较 : 同时 根据 关于 对 ,对 的 埠 面 晤 率 的 
假定 对 于 站 人 的 和 本, Fh 进行 比 校 . 
沿 7 人 录 别 取 平 行 的 单 亿 正 芝 标 梨 坊 {6 的} 和 二 人 傅 得 


El fj 一 了 好， salt1) = Hi [让 
站 从 = 从 各 的) = We [站 ， 


加 | 肪 .5 Rateh 比 吉 定 于 
国 为 .TY 所 此 可 设 
Wh (FY = 3 了 fei 
一 它 
其 中 的 二 和 白 泪 起 某 件 
HI = .=m = 0 
Hi = WA = WM = 0. 


济 测 地 二 守 定义 向 量 场 二 们 = 部 证 :人 Ba 人, 刚 
UO = Hl = Uh = Ba) = Wi th. 
由 于 在 中 aa] ,上 没有 500) 的 共 困 点， 根据 基本 指标 引 理 ， 
I > (Wh Fh, 
在 男 一 片面 ， 根 据 定 久 有 
Bw Wo) = fo WAP + (RO WY Pi))d 
_ fw _ |W KIY, Wy dt, 
B= fo + Re Ye 
= fe eR yat 
恨 据 向 生 汤 4 的 构造 可 知 
Er = WB, El = | OP. 
再 由 定理 的 假设 ， 天 [HH < E17, 记 以 


De , He > BD LY. 
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主音 后 7 和 后. 人 两 式 恒 得 到 | 
WV WH ) > PE, , Hs, }, 
此 即 要 证 骨 的 不 等 式 企 .5), 
至 此 ， 局 歼 证 明 : 对 了 于 什 达 的 fE 区 ,r) 有 


,Tt)) {DD “有 
OE HY A > {HTD 
2 > 1, 或 等 内 地 ， 7 的 本 汪 | .5.9) 
鸭子 党 成 第 -种 情 带 的 证 归 ， 还 村 说 册 向 量 局 了 在 人 0, 中 .元 零 
点 - 如 车 涉 菇 ,上 避 有 "£0. 中 ;人 司 得 Wir] = 并 有 昌 二 在 仙 .7) 内 处 寻 不 
届 零 . 注意 到 上 在 10,!] 上 恒 不 为 零 ， 在 仙人 久 式 中 邻 + 区 于 +, 柄 得 


b= | > 


这 自然 是 不 可 能 的 国 些 ， 世 纺 式 对 于 任意 的 tc [0,1] 成 立 . 
现在 书 虑 一般 情 形 , 证 了 0, J 分别 与 地 白 妇 , 则 由 亲人 忻 全 -11， 
叉 有 
(加 | = | ADL. 
和 将 区 用 和 区 和 分 解 古 


三 4 AT TLD), 
7 的 二 十, 证， 


[2 = TD 
DP = + ,EY 
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根据 第 右 芝 的 [1.7) 式 得 知 


和 
1 全)》 =， ‘0 t+ (FD, TDD), 


出 东 了 丙 满 足 的 茶 件 5.11 可 得 
CT [= ,PY. 
负 以 ， 7 证 且 仅 汪 和 于 的 村 兰 | 计 交代 
显然 ， 对 于 了 了 的 候 讶 导致 . 生 扣 ) = J1(0) = 0 二 有 
0 = | 70) — (7 0, (OY’, 
TO = | — (0), FD))®, 


由 而 有 -0)| = |J "0)|. 与 (5 加 3 式 相 对 照 恒 知道 4+ 和 7 了 1 满足 
亨 一 种 情形 的 荣 件 ， 鼓 右 


| 的 开关 [的 民 
图 而 | 的 开 衬 17f95 定理 得 证 . 


推 沦 5.2 党 暑 尾 mm 缴 骆 受 流 撕 ，pe 虹 . 允 上 上 任意 的 单位 切 
问 量 拓 生 下 了 全 


了 全 = Te 有 Ot 


由 


i 末 沿 的 笃 同 截面 曲率 ( 即 设 会 丰 tj) 的 二 维 截 面 的 截 
而 晶 举 )i 二 > 0, 且 在 5 上 没有 gp 的 共 斩 点 叶 有 


上 xp 人 让 三 上， YY eT 
[2 当 半 沿 7 的 入 向 截 耐 曲 举 下达 0 时 ， 有 


Expr 三 人 之 用， YY Ee 5 


348 。 音 广 车 引 长 的 第 二 变 信 分 束 

证 明 到 对 = 工人 H, 并 想 记 着 作 欧 丘 字 间 ， 令 

T= jt =t, YET,M, 
则 了 是 型 荆 的 一 条 山地 线 ， 上 时 中 语 志 的 Jacobhi 场 ， 如 果 令 
-1 = rp 十 = (Xp) rx fr 人， 
则 了 在 上 中油? 的 Jatobi 场 ， 和 注意 草 
TO) = 0 =0, TO = TO = = 

因此 时 好 ,吉利 本 镀 足 Ramaneh 比较 定理 的 所 有 茶 件 ,推论 得 证 

顺 合 指出， 第 五 亮 的 引 香 3.1 实际 上 是 推论 5.212) 的 指 论 ， 证 遇 
贸 锐 读 少 作 图 练习. 

下 徊 的 宝 理 第 出 了 Raueh 比较 宇 理 的 一 个 应 用 . 

定理 5.3 设 对 , 果 是 上映 个 mm 维 台 品 流 形 ， 开 .玉女 列 基 对 ,时 
的 截面 是 率 ， pe . EE Hp: 时 才 全 必 是 -个 等 距 的 线性 辣 
档 ; 假定 仇 和 序 = wl 分别 古 让 了 媒 和 于 于 中 原点 的 名 虞 , 二 
得 上 指数 映射 


expo :HW 3 oxpotW) CM 和 expy :Wo crpstW) CM 
者 号 微 分 同 雅 。 细 业 在 生意 的 对 应 点 
seexpslH) 和 4= expsopo (expe 9) € expp{ WY, 
措 尾 坪 的 二 维 裁 面 7 二,5 Cc TM 于 有 
Kr) 之 乓 {5) 
刚 对 十 你 中 任意 : -荣光 捐 遇 线 声 相向 立 幸 大 天 下 面相 等 式 成 立 ; 


Licxps a) Litxps ol 2 3. 


TT 


及 上 Rauch 比 瞄 二 理 849 


证 明 不 失 … 般 性 ， 可 避 航 诈 引 处 处 不 为 零 [出 日 不 通过 原 后 ) 
考虑 测 地 变 俘 


各 人 tf 二 exp 


全 
Cit = 垩 -fn (区 = lexpp)ag a tid (nu)), 
出 
U0) = expo Be)) = exppjamtf) 
1 
Tlexp, ea) = | (Ul. thd. 
i 
右 理 有 
rowpa op op) = f EU lt 
其 中 


Bt, 0) = Etexpplp o Ba) = (epa)o vesty (PH Ce) 
对 本 任意 男 定 的 长 站 ,四 考虑 潜 涯 地 纵 
的 二 exDyItRta 和 mult) = tpgtte HU) 


的 恋 盘 向 让 声 也 的 二 和 区 大 戎 据 第 五 章 的 依 题 1 Clt,wl 和 
于 W] 外 别 是 谐 J 时 Jaecobl 扬 . 市 定 总 ， 


CO,u) = VD, = 0, 


DE | DE ， ran 
4 = Hit), 下 {0 tt) = i 0)), 


区 = Bu), Tt = pl. 
中 据 仍 进 ， 对 十 任意 的 并 二 了 Iad， 革 EE Tn 和 


机 全) 之 天 (六 ， 广 )， 


350 。 音 六 六 名 长 的 各 二 齐全 公民 


困 而 由 定理 5.1 可 得 
(Es, a 兰 | 大 全 ,四 | 


特别 地 ， 
[EL < Bl, 
属 有 
Lexpy 58) < Flexps op oA), 
定理 得 记 . 


习题 六 
1. 族 : 加 机 一 昌 是 丈 避 注 形 邮 上 的 分 段 尖 得 卓 线 ， 人 六 
b 
Ey = 3 f Minra, 


测 称 Et%y) 为 曲线 了 的 能 量 . 更 设 忠 : [i 有 x [a2] 一 计时 曲 谎 的 
一 个 分 县 着 滑 变 并 ， 上 天 各 4 EE [5,51, 是 相应 的 上 杰 分 身 量 场 和 变 
分 州 线 ， 由 定名 ，5 和 和 在册 机 上 共 这 总 的 ， 晶 存在 区 问 加 可 的 
一 个 划 和 从 


和 一 直立 让 二 
使 得 CT 在 生 一 个 小 区 癌 机 1 和] 上 是 尖 清 的 ， 对 于 任 记 的 车 
【一 5 舍 | 二 Bmw， 学 清 函 散 : 1a,5] 人 和 为 变 分 下 
的 能 量 泾 函 ， 
上 让 明 姑 下 的 能量 第 一 变 分 公式 : 


五 了 一 
E00) = f CD pt De 


?一 全 


= f 的， Ds") df — > Tt 7 + 


其 中 己基 蜡 上 的 歼 受 联 训 在 接 回 县 秋 了 上 的 话 导 上 秦 阁 ， 

[2} 利用 [二 中 的 变 分 委 式 证 明 : * 是 测 地 线 当 日 仅 当 对 于 它 的 
任意 一 个 内 表面 定 疾 点 的 耸 段 光 靖 让 苍生 它 都 是 相 度 的 能 其 论 国 的 
临界 点 ， 即 民间 = 由 

t3) 证 明 ; 如 暴 五 是 时 的 曲率 张 基 ，* 是 测 地 线 ， 则 用 如 下 的 
能 量 第 二 变 分 公式 

7) 


en 


点 + 一 
-/ I 
in " 


_ 9 A 
(Da 机 ( | | 


上 
一 1 A EE RY, Uy Yd 


a 


了 + 
_ » (fT Dy 十 人 oy, 
i 二 | 


亲 中 人 DD 是 控 回 只 生 了 时 上 上 的 诱导 收 络 .特别 此 ， 如 纹理 有 是” 的 一 个 
其 有 固定 端点 的 变 分 ， 则 有 


b | 

FO = 一 f (EY EY RY, dE + 2, 人 Cl . 

i 在 13) 的 基础 上 让 明 ， 了 能量 的 第 一 变 全 公式 可 以 焉 写 浪 
EN 二 Ti rr -| (Dg (到 ) 7 


其 中 六 足 测 地 线 的 指标 形式 . 
3. 举 出 说 明 ， 检 证 散曲 流 拱 六 上 以 其 黎 曙 子 谨 形 对 , 使 得 直径 


[ 


1 


0 


day > HNY. 


Si2 第 六 来 名 长 的 条 一 建 人 会 


3 设 了 足 肛 上 的 一 个 党 备 黎 盏 麻 量 ， 瑟 是 它 的 Gausg 册 举 ， 

证 明 : 
Him ( nf, Re 之 小 
其 中 种 :六 大桥 ， 斌 企 下 上 第 出 一 个 完 项 的 非 平 坦 歼 总 庶 基 . 

4. 斌 证明 下 述 洁 论 {Bonnct-Myors 定理 的 推广 : 设 对 是 一 个 
完备 的 黎 曼 流 形 .假定 存在 常数 4 > 0e 关 0 使 得 对 于 过 接 任意 两 
点 9 E 出 的 最 短 正 规 济 地 瑞 5 由, 都 广 沿 + 定 灸 、 并 月 满足 条 件 
| 这 的 沦 少 五 数 了 ,使 得 下 述 不 等 式 成 立 ， 

ie 了 [th > + TY, vt, 
出 好 蝶 紧 铝 的 ， 斌 求 直 入 这 村) 的 一 个 上 虞 桔 让 .如 时 =, 则 上 
壕 缚 论 便 化 为 Bonnet-hMvyers 定理 . 

5. 利用 Synge 定理 证 妇 第 五 章 的 命题 5.5 

6, 设 对 有 是 可 定 辐 的 侦 数 奴 黎 史 访 形 ， 并 具有 恒 止 的 截面 曲率 . 
假设 7 其 地 中 的 一 菜 闭 铀 地 扣 { 则 “是 圆周 91 在 好 中 的 说 入， 谋 
玉 T 在 每 -看 的 拖 城 内 铺 足 测 地 比方 程 ), 证 明 ， 在 时 中 存在 一 菜 闭 
曲线 #8 加 伦 等 价 J 县 有 二 LC). 

了 利 出 定理 45 证 明基 于 实务 数 的 下 列 不 等 式 [ 称 为 Wirtinger 
赴 车 式 ): 证 :国王 蜂 应 忻 巷 的 六 数 ， 满 足 0] = fw) = 省 


则 
ft < f (2dt， 


并 且 等 写成 立 当 且 梭 当 六 和 = 人 8int, 这 里 的 安 是 … 个 常数 . 

8 设 好 是 站 连通 的 完备 黎 昌 流 形 ， 息 谨 对 十 任意 的 点 pE 时 :点 
也 畏 所 有 径 向 鹿 地 战 的 第 一 个 具 辆 点 邦 是 同一 点 g 冯 记 并且 op, 的 = 
T- 证 时， 如 果 对 的 蕉 而 曲率 二 三 1 则 时 与 单 从 球面 5+ 等 忠 . 

9. 计 刁 : 显 王 时 咏 非 贷 的 光 渭 师 数 ， 开 且 al0) > 0, 证 明 ， 初 仿 
问题 


tp p=1, wD =0 
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的 解 全 少 有 … 个 正 的 零点 和 一 个 负 的 零点 ， 
10. 人 由 得 村 是 线 有 正 截面 曲 闪 的 rn 维 宛 备 吾 功 久 形 ， 


yo.00) 


是 正规 测 地 线 ， 利 用 本 章 习 盟 党 9 题 的 结论 证 明 ， 存在 加 > 由 使 得 
汕 地 线段 TY) i ol 扩 痢 考 


ingexlyll_ maa) > m -1 


11. 设 ” : (一 oo 全 好 是 完备 黎 显 流 形 村 上 -一 条 正规 测 地 
线 ， 如 日 对 上 二 任意 的 页 : 妇 芋 【一 ooo) 折 二 上 :al 虹 时 中 过 接 
?8 和 Tt) 的 最 短 测 地 线 ， 则 称 ;是 歼 曼 流 形 对 中 的 测 地 直线. 
证 明 ， 如 果 好 的 截面 曲率 拓 为 正 ， 则 在 好 下 不 存 证 浏 地 直 厂 ， 举 蚀 
说 妈 在 其 有 有 非 抽 截面 曲 衬 的 非 平 志 获 号 流 形 上 可 能 存在 测 地 由 线 . 

了 3, 如果 生 定 挥 45 中 的 集合 澡 [7] 摘 成 集 介 党 [7 其 结论 基 洁 
成 立 ? 内 什么 ? 

13, 利用 推论 52 证 明 第 五 章 的 引 理 3.1， 

14 证 明 如 十 移 Klingeinberg 引 理 ; 证 Kio 是 -- 个 正 烙 ， 对 是 
六 有 截面 曲率 天 << EE 的 完 第 再 绒 注 形 ，p,g Ee 可 号 两 个 不 辣 点 ， 
0 是 好 中 连接 上 pg 的 两 条 不 同 的 测 地 线 ， 开 Lo) 二 [1 
加 果 并 上 存在 一 个 纪 入 3 为 当 闪 旗 点 的 韦 续 曲线 许 seis E [0; 4]), 使 
得 


0 二 三 六 ， 
则 存在 so & [8,1] 使 得 下 烈 不 等 式 成 让: 


， 2 
Li 十 Liresn! 之 一 一. 
i 


可 见 ， 每 一个 直到 a 的 具有 固 符 汕 点 的 从 物料 蚂 过 一 各 “和 长 "” 山 
线 { 见 周 ). 


85 二 芝 六 事 驶 长 的 第 二 求 寻 和 公 碟 


沙 ]4 题 阿 


15. 利用 Kiimgenbherg 引 理 重新 证 阿部 下 的 Hadamard 定理 {名 
看 第 五 章 交 定理 33 从 蜡 此 放大 单 奈 亚 的 mr 雁 保 芝 访 形 ， 四 果 条 
的 截面 曲率 Kw 志 0. 则 对 于 尾 意 的 天 和 于, 指数 映射 


capo :Tpit oo 


电光 滑 同 胀 . 

16，[Sturm 比较 定理 | 设 jf 分别 是 下 而 两 个 常 微 人 部 方程 的 解 : 
FI KDNFE =0, FO =0, f=1, 

Ft + RIFE =0 FO =0 FO =1. 


EE 


雇 [ > +tE 贡 放 
站 容易 知道 ， 对 于 任意 的 te [0. 于 
0= fF + ED) FP + RA 
I 
OF P+ fk Rffat 
0 


证 明 : 了 的 零点 不 会 出 了 的 零点 先 出 更 ， 即 对 于 任意 的 如 E 的 ,说 刘 | 
果 在 ti 有 肉 赤 二 杰 ， 刚 在 前:t 内 也 坟 丁 过 


在 加 ,有 上 处 处 成 立 ， 等 寻 在 某 点 在 E 和 ,本 成立 当 皇 仅 当 在 肌 ,] 上 
玉 三 片 . 试 说 明 这 一 结论 等 从 于 一 维 博 形 的 Raueh 比较 定理 . 
17. ‘Sturm 霜 荡 定理 ) 谈 ei 是 完 叔 的 二 肉 歼 上 坚 流 形 ， 


~ 二] 一 好 


是 - - 杀 汕 地 小 ， 玉 们 是 对 沿 了 的 auss 几率 ， 工 人 区 大 定 六 本 和 0, 二 1 
上 上 的 冰 滑 隔 数 ， fy E 站 .二 oo 假设 : 
i 存在 灌 % 定 况 的 法 Jacobi 场 7 了 [t}, 满足 茶 忻 


TD = to 二 省 


许昌 在 [0,t) 内 TI 六 0 
| 对 J]: 尾 意 的 EE [十 S06 [二 工 [t 
证 明 : 方程 
FD + DF =0 


的 每 一 个 艇 了 让 区 间 如, 榴 ] 上 至 消 有 一 个 替 拟 . 
18. 设 时 是 完备 的 纵 获 蓝 流 形 ， :nso) 一 上 是 一条 测 地 
线 ， 天 站 是 本 滑 Yy 和 的 如 auds 曲率 ，Dp 二 0, 利用 Sturm 埠 荔 灶 
fo [sis 


网 Pp 点 讲 7 没有 :此 量 点 . 这 -结论 称 为 在 曲面 上 判别 共 示 点 的 Keser 
准则 , 

19. 庶 ? 了 :上 机 全 昌 是 黎 昌 说 形 时 中 的 一 菜 正 规 测 地 线 ， 点 
~ 中 没 5 设 有 世 鲁 点， 六 计 J 足 计 的 法 Jacobi 场 ， 满 中 


1 
t+ 


m=0, |T0|=1. 


356 音 妆 章 弧 长 的 串 二 空仓 全 二 


1) 假设 存在 常数 3, 使 得 对 于 性 音 的 +E 隐 本 以 及 得 直下 ( 丰 
的 作 YET 的 截面 曲 窑 


Krv, y(t 


此 外 ， 当 六 > 0 时 还 假定 < 有 jy, 证明: 


ainiw Pt) 
一 如 果 总 由 ， 
wo 
[TE 2 二 起 如 果 六 = 
sir dt 
一 一 一 一 一 一 二 训 果 六 世人 0 
一 ! ' 


[2) 在 (1) 中 ， 如 上 内 把 条 忻 换 成 下 tr 人) 过 会 有 和 什么 料 的 知 
论 ? 试 证 明之 ， 


第 七 章 ” 数 肢 流 形 的 子 流 形 


于 流 形 的 理论 是 油分 几何 的 重要 课题 . 最初， 微分 几何 学 是 研究 
三 绊 欧 氏 空 间 中 的 曲 乒 和 曲面 的 形 凑 ,并 寻求 藉以 确定 它们 的 形状 的 
完全 不 塞 其 系统 通过 深入 研究 欧 氏 空间 中 曲面 的 性 态 ， 下 , Gauss 发 
更 , 曲面 的 Ganss 曲率 出 它 的 第 一 基本 形式 完全 确证. 从 此 , 研究 机 册 
茄 的 第 一 其 本 形式 洪 定 的 目 柯 学 恒 成 为 一 个 中 心 设 题 . 本 课 程 所 介绍 
的 列 曼 几何 起 沾 于 多 , Hiemann 对 Ganas 的 思想 在 商 维 情形 的 推广 . 
对 于 黎 昌 上 儿 向 学 米 说 ， 子 流 形 的 理论 仍然 是 重要 的 .首先 ， 许 客 重 要 
的 柳 坚 流 形 者 是 作为 已 经 部 匡 的 空间 { 划 欧 二 空 间 , 球面 等 ) 的 于 访 认 
出现 的 ; 而 且 隔 戊 从 问 的 微分 几何 学 情 扎 是 研究 复姓 玫 和 何 的 最 主要 的 
戎 照 物 ， 具 帝 ， 一 个 黎 红 流 形 是 否 能 髓 实现 为 某 沾 高 维 欧 氏 空 间 的 子 
流 形 姑 络 是 一 个 重 归 的 基本 问题 ， 此 外 ,在 个 黎 曙 空间 ( 即 歼 品 流 
上 带 } 中 ， 闻 流 形 的 形态 明和 十 商 百 翌 的 ， 其 中 也 有 许 针 “好 " 的 、 且 有 于 
种 特殊 性 策 的 于 访 形 ; 它们 的 存在 性 、 唯 -性 和 此 何 性 质 ， 以 及 它们 
的 构造 方法 和 相互 联系 一 直上 起 几何 学 家 所 关注 的 研究 课题 ,可 夫 说 ， 
在 这 方面 的 研究 工作 与 关于 黎 昌 流 形 本 身 的 研究 相 比较 屎 得 更 骨 几 赛 
家 习 . 

在 本章 ， 上 首先 昌 导 出 黎民 空间 中 子 六 形 的 基本 公式 和 基本 方程 ， 
然后 外 绍 歌 氏 空 间 中 于 度 形 的 基 尊 炬 理 ， 进 而 建立 黎 晕 流 形 中 的 楼 小 
子 流 形 的 慨 总 和 相应 的 理论 ， 鉴 十 于 流 形 的 泗 分 此 何 学 已 经 成 为 内 容 
十 分 丰 宵 的 分 支 学 科 ， 其 中 包 侣 当 字 许 委 重要 的 研究 诺 题 ， 并 旦 已 有 
许 才 把 普 介绍 它们 的 现状 和 进展 ， 在 我 们 的 基础 课程 中 对 这 些 上 专题 进 
布 灌 入 的 介绍 虐 是 不 明智 的 也 吉林 可 能 的 ， 本 章 的 目标 由 建立 子 流 形 
此 招 理论 的 基本 框 扣 ， 后 时 介 名 该 理论 的 一 些 基 本 裙 次 和 方法 ， 帮 助 
读 少 打 好 基础 ， 为 深入 进行 子 流 形 微 分 几 柯 的 各 个 专题 的 厂 究 作 必 鉴 
的 准 戎 . 


358 。 第 七 说 整 鞠 流 形 的 于 流 形 


$7.1 子 流 形 的 基本 公式 


设 [中 是 ?排球 功 流 形 ， 1 好 是 N 的 一 个 mw 因 误 入 于 入 
形 ， 换 言 谤 ， 并 是 mm 缆 光 神 流 形 ， 了: 昌 一 训 是 对 在 六 中 的 -- 
个 光 宰 注入 { 即 的 切 呐 射 J 处 处 本 退化 ). 则 对 十 任意 成 BE 时， 
必 存 在 的 一 个 开 倒 城 晤 己 对, 醒 得 fe: 志和 为 [中 则 ) 殿 入 . 
由 此 可 以 ， 每 个 淄 入 于 流 形 i, 对) 让 局 各 上 各 乱 腊 入 于 浪 形 ， 因此 
在 讨论 子 流 形 的 局 部 理论 时 ,不妨 假定 (f, 闻 ) 是 六 的 一 个 mm 礁 典 入 
子 流 形 ， 并 日 在 委 种 表达 式 中 忽略 记号 了 及 其 切 映 射 f 、 作 切 冉 出 
产 等 等 比如， 党 把 时 和 天 如 ) 等 同 起 来 ， 知 县 对 于 作 熙 时 匡 E 好 ， 
把 钱 空 间 天 全 5 旺 ) 和 TI, 等 同 起 来 ， 正 国 为 名 此 ， 赫 讨论 子 访 形 贩 
局 部 仁 质 时 ， 常 常用 包 人 育英 船 : 得 一 来 取代 滥 入 了 

对 于 每 一 点 RE 于, 雪 室 间 TN 美 王 歼 苏 典 基本, 三 页 可 以 分 
解 为 村 将 直 和 

TN = TM TT, i1.1) 
其 中 二 好 二 本 在 Pp 点 的 划 灾 间 ，TYM 是 天 时 在 TpN 中 的 于 如 
补 ， 即 
和 下 


称 为 子 谊 形 i :对 一 六 在 5 点 的 法 宝 间 ,这样 ， 任 请 一 个 切 向 其 
VETLN 部 可 以 了 只 一 地 分 解 为 


二 十 名， (1.2} 


其 中 v1 e Vf 称 为 切 向 基 ”的 划分 量 ， 寻 二 人 时 称 为 的 法 分 
其. 
全 
T+ A = 时 TH 
了 三 对 


$7 于 泄 形 的 基本 全 起 459 


如 容易 验证 工 + 主 地 好 上 的 -个 向 直上 其， 竹 罗 下流 形 宇 : 于 一直 的 
法 只 , 从 位 与 式 得 到 


TN = TM TH. {1 


把 切 从 间 ZN 中 的 欧 氏 内 税 站 yp 分 别 限 制 到 MH 在 ? 入 的 团 空间 
Jp 对 和 法 空间 7 时 上 , 司 它 们 分 别 成 为 隐 氏 辣 量 空间 ， 并 卫 相 应 的 
诱导 内 积 仍然 光滑 地 依赖 J] 点 pe 好 所 己 ， 子 流 形 i 对 一 六 的 切 
包工 时 和 法 由 了 1 分 别 具 有 请 导 的 歼 组 结 愧 , 捷 它 们 自然 地 成 鸭 获 
名 同 其 二 . 特别 地 ， 好 基于 话 导 度 脐 


J 中 一 


时 二 和 本 
是 个 zn 叭 笋 闸 沫 形 ， 此 时 ， 包 童贞 射 
前 


成 为 等 亚 浸入 ， 有 时， 为 了 方便 起 见 ， 也 用 导论 分 别 表 示 黎 此 流 形 
,0 和 人, 曙 - 

没 站 是 尝 曼 流 形 [N, 且 上 的 笋 曼联 络 或 它 在 拉 回 具 关 ?w 本 的话 
导 联 乡 . 对 十 任意 的 性 滑 切 向 好 声 YE XY ETIPTMN 
此 所 中 沿 子 流 形 好 定 站 的 两 个 切 向 基 场 . 为 方便 想见 , 把 富生 全 
然 记 洛 习 .YY. 报 据 拉 回 向 量 肉 上 请 导 联 纪 的 定 空 ， DxY ET 人 了 1 
它 旺 中 语 着 子 流 形 虹 定 必 的 光 请 切 向 录 场 , 但 是 它 未 必 避 于 流 形 
邓 的 切 向 黄 场 ， 利 用 分 解 蕊 [1.2), 可 设 


DxY =DxY 十 此 (1) 


其 中 
DxY = (DxY}!, hlX,Y}= Dx. {1.5} 


通常 把 半 测 式 称 汶 子 诉 形 计时 二 六 的 如 ause 公式 . 


360 部 七 倍 束 坚 流 形 内 了 流 弄 


定理 1.1 没 i: 计 二 入 是 nn 准 获 昌 流 形 {NN, 硬 中 的 一 个 mm 站 

幅 入 子 流 形 ， 峙 由 全 .中 的 第 一 式 确 定 的 妓 射 
D : ELMY x ECMY ETM)Y, {YX DxY 

是 计 上 由 庄 导 庶 到 5 埔 定 的 黎 曼 上 腾 络 ， 同时, 由 位 癌 的 第 二 式 定 必 
的 鼎 射 五: 革 [) x 苦果 ] 一 TI 一 邮 ) 具有 下 列 性 质 ， 

TY A + 2) = RR + ht, 2): 

好) 对 于 性 赣 的 和 ECU) 有 有 hi) = A 

(3 NE, YY) 一 环抱 站) 
由 此 可 见 ， 天 :甘于 x 闫 [ 暑 } 王 TIT 村 ) 是 定 交 在 季 上 .并且 在 型 
的 法 具 中 到 但 的 对 称 的 二 险 协 变 张 其 妃 . 

证 明 ”对 于 企 意 的 玉 , 了 ZE 关 (J) 有 


了 w+Y 世 -- Dxz 十 Dy 2, 


因此 
Dxiv2 ={Dxyr 2 = {Dx2) +{ir2) 
=Dx + Dy-2, 
ME+Y,Z2) = (Dxrr2)! = (Dx2)- +{Dr2)- 
=PEX, 2) + HI 2), 
阅 理 有 


DalY + 2) =DxY +Deg. MY 1 2 = TT) + A 2). 
此 外， 对 丁 计 意 的 XE Ci 好 1 有 
Ds =x Dxlhr) = XAY + DxY, 
所 以 
DaxY ~ 全 sx = MDxY)' = Dx 


下) = {Dx (FIT 二 芒 [)Y 十 [了 TY = AY + ADxY, 


对, 子 法 形 购 基本 作 臣 。 361 


并 且 


HAX, YY = (Dax 7) = MDxY) = ME, I. 
出 此 可 见 ， 映 射 DD ; 革 ( 季 ) x 芋 (M) 二 半 M) 是 好 上 的 联络 ， 日 号 射 
hb 二 TT) 具有 性质 (1) 和 i21. 
巾 黎 晶 联 络 D 的 无 挠 性 可 知 i 知 君 第 二 章 的 [83.71 式 1, 对 于 尾音 
的 将 革 [a 有 
DyY — DyX = [X,Y € XM), 
所 以 
DxrY — DyX = {DxY -DrE) = [X,Y), 
RX YY) = BY NX) = DY — DyX)t =1), 
因此 联络 D 崔 然 是 无 撕 的 ， 并 有 下 :于 x 让 MY 二 TIT LM 是 对 
称 的 ， 即 和 性 所 (3) 成 立 . 
基 司 ， 对 于 任意 的 下 ,了 ,2 € 天 [MT), 根据 联络 五 和 笋 虹 讶 其 5 的 
败 符 性 得 草 
TIX YY ={Dzs ET + XD 
={(DzX) ,FY + (XK, (Dar)") 
={*Dz, 1 十 【 写 ， Dh. 


这 说 明 联 绪 D 和 活 导 庶 世 5 = 1*5 是 相等 的 ， 上 中 根据 第 二 章 的 定理 
4.5, DD :证 站 革 1 一 关 [ 叶 ) 是 获 营 流 形 【的 的 黎 学 联络 . 

定义 1 设 ii 必 一 六 是 n 维 昔 芝 流 带 [好 中 的 -- 个 m 维 
浴 入 于 流 形 . 其 由 习 吉 的 第 二 式 认定 避 的 映射 各 : 关 LMY 宇 人) 一 
TO 了 7- 时) 称 为 子 流 形 时 [ 在 六 中 ) 的 第 二 基本 形式 . 特别 地 ， 在 每 -… 
点 PE 晶 , 第 二 基本 撒 式 缩 出 了 一 个 对 称 的 让 线性 吴 身 


hy x TM oo Ti. 


362 。 某 七 埋 可 盖 流 形 的 了 波形 


宕 尽 1.3 设 # 时 一 让 是 m 厂 于 权 流 形 [Ng 中 的 一 个 得 纺 
机 A 入 子 社 形 . 如 果 届 的 第 二 基本 形式 恒 滞 雷 ， 则 称 对 是 六 中 的 全 
测 地 子 流 形 ， 

由 站: 生 式 下 其 ， 若 王 一 上 十 ( 八 信 中 的 全 测 地 子 流 下， 则 
对 于 任意 的 下 ,YE 半 [M)Y 有 Dx = TRY. 此 时 ， 寺中 的 潭 地 起 必 
是 交 中 的 浏 地 线 ， 芭 过 来 ， 车: a 下 志 六 是 高 中 的 一 茉 测 地 辣 ， 
并 且 Ya) € MY a) € Ty 则 * 电 ' 落 在 好 内. 

与 前 面 的 屋 法 相 业 似 , 变 第 二 年 )ECTITL NT 刚 二 E 工 全 了 于) 
是 上 中 消 子 流 形 对 定 羡 的 切 向 基 场 ， 上 由 诱导 联 绛 的 证 六 (区 吾 第 
二 章 的 本 82 DREETITY 全 


Dxé = -AstX} + Dx, {1 


其 中 
A XI = -Dxt)', Di = (Dre). (1 


通 带 称 世间 式 为 子 注 开 地 入 的 Weingarten 公式 :Gatss 分 
式 和 Weingarten 公式 各 称 尖子 流 形 的 基本 公式 . 

定理 1.2 设 f: 昌 一 六 是 二 绯 称 受 流 形 (YY 5 中 的 一 个 于 绯 
晓 入 了 半 流 形 ， 则 由 日 ,六 的 第 二 式 所 定 尺 的 映射 


D- :TITTMW) x KIM) 9 TI LMY, (KY DAé 


巧 轩 的 法 雪 T+ 上 的 联结， 并 与 法 从 了 + 让 的 台 晕 丫 徇 是 相 容 的 ， 
证 明 任 设 议 Y€ 于 CM) 6, 直 ETTAD. 则 有 


nt veE - Dit+ Die Dig tr é) = Dd + DE#. 
阿 时 ， 对 于 任意 的 %E Ce 站 有 


百人 


因此 
Dixé = (Daxt)™ = MDxE) = ADEE, 
DEINE) = KONE + ADx A = EINE + MDE 

由 此 可 见 ， DD 一: x 人 TH 是 法 具 T+TM 上 的 了 腾 
阁 . 

另外 ， 根 据 克 尝 碟 络 D 与 度 基 下 的 相 窗 性 可 得 (大 者 第 二 童 的 
(3. 式 ) 

XE En) = txtE bay + ih, Dxtoy = (DRE £3) + {dr, Dy ta 


因此 联 纱 隔 - 与 法 雁 了 一 村 上 的 话 导 歼 曼 结构 是 相 和 容 的 . 
定 党 13 对 于 概 A 入 闻 流 形 主 ; 时 二 六 而 首 ， 由 科 . 疗 的 第 二 式 
所 定妆 的 联络 了 :1 人 上] 关于 人 二 了 全) 称 为 在 法 子 流 形 的 
法 从 7T4 对 上 的 法 联络 . 
定理 1.3 说 i: 虹 一 后 古 环 座 昔 此 流 形 【下 中 的 一 个 mm 维 
嵌 A 入 于 流 形 ， 则 对 于 芋 意 的 EE TIT+), 由 科 . 闻 的 第 .- 式 所 确 秆 的 
据 帅 
A : EN) + EM) 
是 时 上 和 基 滑 的 并 本 是 瑟 庆 其 ， 如 果 把 4 看 作 对 上 的 一 个 光 语 的 
线性 变换 场 ， 刚 在 笑 一 点 呈 E 归 ， 
EE | 
是 关于 诱导 度 其 #6 的 打 共 绒 变 换 ， 并 用 沦 足 恒 圭 式 
(人 [区 
国 此 ， 在 每 一 点 ?PE 时 有 驱 斌 性 映射 4 IT 人 x Jp Th 使 得 


[6 A = 


364 弟 七 幸 黎 年 流 形 坚 于 沪剧 


证 明 关键 号 证 明 (1 式 . 根据 定 光 式 位 .站 对 于 任意 的 后 YE 
(MD 以 下 任意 的 eT), 由 于 从 ,如 三 仙 战 
(AeXY YY =(- (Dt) ,YF} = ~ {Dxt,Y) 
=— XE + DyY) = (DxY) ,8 
= 
因而 (1 式 成 立 . 
根据 涯 理 1.1, hE, 了 美 于 区 ,YY 具有 张 唱 人 性 质 ， 所 以 本 7) 关 
于 久 具 有 张 鞭 性 颖 ， 即 身 射 起 :和 一 下 GM 是 放生 [MD- 线 性 的 . 
因此 ， 和 4 在 每 -点 meE 邓 确 定 了 一 个 线性 变换 
4 
[参看 第 一 章 的 定理 6. 人 0， 张 划 hEX,Y) 的 对 称 性 加 上 {1.8) 式 说 明 
4 了 村 一 了 遇 是 月 其 纯 蛮 的 事 严 上， 对 十 什 章 的 区, € Tp 
有 
{二 人 
={, et). 


最 后 ， 代入 太太 说 明 本 (1 人) 对 于 自 变 基 二 El 一 季 ] 也 其 有 张 
脐 性质， 特别 地 ， 对 于 任意 的 太 Et 好 ) 有 


{A LT) FY 一 仆人 M6) = A 
= [二 四 1 一 全 e[)， Yc 站 时 有 


珂 而 4stf 吕 = 和 de [XX). 要 所 第 一 章 定理 6 巾 4650 = 4 人 ) 在 每 
一 点 #E 对 确定 了 一 个 双语 性 映射 4 1 昌 和 可 时 一下 时 . 定 地 得 
证 ， 

， 定 多 1.4 对 ]-PE 村 ,ETlM , 庙 定 厚 1.4 所 棋 述 的 厂 牧 映射 
4 各 为 子 琉 户 谍 并 下 Pp 所 闫 ] 法 向 其 的 形 
状 算 子 或 Weingarten 变换 . 


， 
1 
| 
| 
| 
! 
| 
3 
J 
1 
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注 记 1.1 形 寺 一 般 的 等 臣 朗 人 了， (M0 二 [LN, 恒 和 伍 尝 的 点 
PE 计 , 了 本 了 点 的 法 空 间 T 于 是 杆 空 间 天 (535 作 在 TryN 中 的 正 
变 补 : 相应 地 ， 了 了 的 法 夫 是 


了 时 = [| iM 
PE 好 


枢 据 上 面 的 讨论 十 难 知 道 ， 等 车 温 六 了 的 基本 会 卡 具有 如 下 的 形式 : 

Dx fl = MDT + A 【Ganas 公式 }， 

Dx# = —F lA) + Dt (Wingaten 人 A), 

HEY EX wvEETITLAY, 
其 中 晤 个 拉 同 上 产 TN 上 的 庄 导 联络 ，D 是 对 上 的 黎 贤 联 缘 ; 由 
司 ,人 mm DAE 傅 定 的 映射 
Dt RETT 二 x EN) oo TT A 
称 为 等 中 浸入 了 并 时, 且 一 人 天 的 (人 畦 其 上 的 ] 法 联络 ， 市 医 , 六 品 
4 二 给 出 的 蛇 射 
ATITLMY x ELUMY 瑟 于 
各 为 的 Weingarten 变换 或 形状 算 了 . 
黎 晤 流 形 【上 ,下 的 黎 屋 联 绕 D 在 子 流 形 的 切 名 和 法 具 上 请 导 的 

联络 D, DL 上 ,以 冀 第 二 基本 形 起 睛 相形 状 算 子 由 是 关于 于 流 形 i : 


了 二 褒 的 基本 几何 构造 ， 在 下 面 ， 我 们 把 这 些 基本 几 柯 构造 用 局部 
标 哥 场 家 示 出 来 首先 约定 模 标 提取 值 范围 如 王 : 


1 和 


设 pe M, 则 存在 了 点 在 区 中 的 一 个 开 亏 域 玉 , 届 及 在 克 中 十 
冥 在 捷 工 的 单位 正 变 标 黑 场 {ea], 使 得 ri 址 习 上 晨 切 向 量 场 ， 即 有 


{eares) = an 并 卫 mi Et 人 -号 


3 总 寸 章 第 年 迁 形 的 放流 形 


把 果 尖 在 所 上 注 芋 染 件 器 的 标 提 场 {ea} 称 为 子 流 形 对 证 上 
的 … 个 ( 音 位 止 变 的 jDarboux 标 架 场 . 

根据 11.4) 和 [1 划 两 式 ， 子 六 形 Wi 的 Gauss 公式 和 Weingarter 
从 址 作出 成 为 

Dn; = Des thlenes)h, Dues 一 一 由 te + Dies. {0.10) 
巾 通 入 的 定 交 ， 存 在 六 中 的 一 个 并 邻 域 十 得 5 = mT, 并 月 标 
保 声 fe} 衣 扩充 为 定义 让 上 的 弟 位 正 交 标 架 声 {E44. 谨 全 中 是 
位 4] 的 对 侦 标 架 岳 ， 并 用 {G31 表示 药 明 联络 了 n 在 该 标 架 场 下 的 联 
络 素 式 ， 则 有 


二 襄 4， 0 WEB 1.11) 


根据 假定 cj; = 5 上， #6 = 二 |w, 因此 


这 样 ， 当 在 己 工 变动 时 ， 存 
一 or， te 一 站 (1.12) 
所 以 ， {wi 恰好 是 与 子 流 形 的 切 标 右 场 fei 对 偶 曲 休 切 标 架 场 ， 
在 直观 卜 ， 科 ,1 各 式 中 的 wa = 出 者 时 , 当 g 在 上 杰 动 时 dy 中 
tr 上 的 要 向 其 ,其 法 分 法 交替 ， 再 此 在 于 法 形 评 :和 二 谨 上 的 请 导 座 
其 是 
9=78= {dnd = Dl, {1.13) 


记 和 2 二 | 则 由 (141) 利 {112 起 得 到 


doi 一 本 A wl, di = i oo 了 7 二 小 11.14} 


了 7.1 于 流 形 闭 基 本 公式 367 
人 [1.15) 


要 据 联络 形式 总 和 的 定 总 ， 在 太 上 有 


Dén = at, {1.16) 
把 于 成 限 制 在 5 上 便 得 
De; 二 wheg + 2 Da,, 一 wp 十 Eg, i] .17) 


荆 式 是 子 流 形 基 本 全 式 的 切 -- 种 表现 形 蕊 - 
比较 11.17 和 站 ,10 两 式 有 


De es = tor, hfeney) = wT ci}em (1.18) 


A [ei 一 一 5 [ijJPki Dzzea 三 wn)es. {1.19} 


综 杏 和 .145, 11.15 和 本.18} 的 第 一 式 得 知 ， i 是 诱导 诬 址 .19) 的 
黎 受 联 妾 在 切 标 轨 场 {#,} 下 的 联络 形式 .1.1 的 第 二 式 说 明 mz 中 
法 名 了 同上 的 技 联 颖 赫 局 部 标 架 场 {es。} 下 的 联络 形式 . 

果 据 1.134) 的 第 二 式 和 Cartan 引 即 ， 可 讼 


ww =. 门 .20 
于 是 {1.18) 的 第 二 式 成 为 
Ririei) = jyen, Ah= he 人 En {1.21) 
胃 外 ， 们 .1 名 办 第 -下 可 写 为 
fei] = ffes)es = 全 站 入 
大 上 


国 而 
中 ao。 = 2», hs ek L122} 
i 


363 第 七 舍 部 更 流 形 风 也 流 彤 

定 兴 上 .5 说 

hb: El) x EN) + TIT—ATT 
是 于 流 形 i; : M -+ N 的 第 二 基本 形式 ， 仿 
丰 守 irlh) = = hles ei] = 二 hen, (1.23} 

别 互 与 Darhonr 慰 架 场 fe41 的 选取 无 关 ， 称 为 子 流 形 了 : 朵 一 六 
的 平均 曲率 向 量 场 . 

贡 Ee 了 时 是 于 流 形 让 时 一 六 在 点 的 一 个 单位 法 向 量 ， 念 


{= en， = =， {1.24) 


位 一 证 十 卫 
称 豆 '* 为 子 流 形 好 洪 单 位 法 向 其 场 5 的 平均 曲率 ， 若 靖 
H* 二 Hs, 


则 有 
H = Hr?e,., [1.25) 


其 中 


此 时 ， 侍 均 曲 率 向 量 所 的 长 度 


IH8|= ,1Y (Ho)? (1.26) 


六 


称 为 子 流 形 i 在 NN 中 的 平均 曲率 . 


| 
1 
1 
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47.2 子 流 形 的 基本 方程 


说 i: 虹 一 帮 是 nm 诽 称 昌 流 形 【 ,及 中 的 一 个 站 妈 根 六 村 党 形 ， 
全 六 = 站 则 CM 加 是 :个 本 瓜 理 时 流 形 ， 对 于 尾音 的 2 了 E XLUHY 
孔 此 性 意 的 5 了 [TJ), 有 如 下 的 起 本 人 二 
DyZ2= D2+hiY, 2 -Ganss 公式 ]， {2.1 
Dyf = =- AY) + DEE Weingarten 公式 )， 2. 


其 中 总 fy, 弄 上 的 歼 其 联络 [在 拉 同 二 i*7 了 N 上 的 诡 导 联络 ), 了 DD 是 
上 ,山上 的 将 学 联 靖 ， 

h: {MY x ELMY) 一 上 [十 和) 
是 子 流 形 1, 入 的 第 二 基本 形式 ，At 是 形状 生子 ，DY 太 法 礁 了 ?村 
上 上 的 法 联络 ， 

本 节 要 讨论 {N, 避 的 黎 曼 时 率 张 量 和 子 流 形 (Mg) 的 歼 坚 则 闪 
些 基 . 第 二 基本 形式 以 及 法 联络 的 曲 举 之 间 的 相互 关系 ， 目 的 足 建 六 
子 流 形 i : 时 一 六 的 基本 上 方 程 . 

任 取 站 三 车 将 名 .0 式 关 于 天 求 协 变 导 妾 得 利 


DxDr2 =Dy(Dr2) + Dx({hiY, 2)) 
=DxDy 2 Apry a XN) — HX Dr 2) + Dithty, 2)}. 
因此 由 第 四 章 导 题 第 3 题 
RKTT)E =DxTy2— DyDx2 -DixyZ 
=R{EX, TE + Ap slr) — An st EY 1 DXALY, 2)) 
一 NEALS, ZY) + hEX, Dy 2) + hIDy RE, 2) 
— hlY.Dx2} hiDx Y, 2), [2.9) 


970 苇 上 七 谷 莫 亚 流 彤 的 于 波形 


其 中 而 , 玉 分 别 中 歼 晤 环形 【mw 而 利 14, 及 的 曲率 算 子 ， 注 意 到 让 : 
计 OMY x 于 [MD 二 ITM 是 定 尖 在 区 上 并 且 在 法 县 工 + 上 中 到 值 的 
二 阶 协 变 张 基 场 ， 和 用 【 虹 : 骨 二 的 歼 曙 联络 D 和 法 夫 了 一 寻 上 的 法 
联络 D+, 可 以 内 训 及 ; 革 LMY x 革 [ 了 二 工人 > MY 的 协 变 导 数 塘 下 ; 


(DaxhytY, 2) = DFRY. ZY) — DxY, 2) ~ hIY, Dx ZY), YX Ee XM). 
容易 验 让 ， 由 
NAY 2, KY = {Dxh)(Y, BS), YX, FZ E XM) 
和 确定 的 旷 射 
Dh: ELMY x ELTY x ELM) + TIT-M) 


是 定 交 让 必 上 ， 并 及 在 T+ 中 取 值 的 三 阶 协 变 张 且 场 ， 称 辩 的 
协 变 微分 ， 这 样 ， 人 .3 式 虑 为 
REX YZ =REX TIE + dnix tt) — Anr,zlX) 
+ (Dyh)lY, 2) — (DyALX, ZY 


分 别 写 出 上 式 的 切 分 其 种 法 个 革 得 到 


RY)Z = (RX TI ZY 十 diy Apex nl), (2 
Dx), 2) — (Dr)E, 2) = (R(X, YI2)-. [2.5) 


通常 ， 分别 礼 忆 . 直 式 种 他 本 式 称 为 幅 入 在 歼 量 流 吏 {N. 且 中 的 子 流 
还 对 的 auss 方程 和 心 udazzi 方程 . 
对 天 慎 意 前 全 EE 甘 EY, Gauss 方程 昌 相 可 以 进一步 雪 成 


(RE YE TY = 2, HF) 
+ Any mt — dix, a Hy), 


72 村 流 形 犁 大 本 广 程 371 


DRE, WH, ,YY =D 2, WE X,Y)] 十 多 [和 
A. i 


困 示 ， 也 把 从 .6 式 称 少 好 的 Gaugs 方程 ， 它 与 名 -4 式 契 等 剧 的 . 
同 梯 地 ， 对 12.3) 过 甘于 于 ECWY 求 协 变 导 表 得 到 


再 xy = — DxtAelY)) + Dx{D+é) 
= DrelY)) — ADrelX)— HE, AlY)) + DiDYA. 


因此 


RX FE =Dx Drt — DyDxé — Dxy]t 
= — [Dx{AelT)) -AnselT} — AelDyxI 
+ (Dry(Ael XN — Ap eel) 
— ADyAN) + RY, Ye 
一 让 Ee [2.7) 


其 中 此 上 大 下 :TO 和) 二 了 ITTM) 是 法 麻 阁 D- 的 曲率 算 了 于 ， 即 
RR FY) = NxDy — DFDx 一 DA 
张 基 场 二 ;TIT 对 1 x 年 [ 好) 二 完 (M) 的 协 变 微 分 
DA:TITTAMY x EMMY x ELM) + XCM) 
定 尺 为 


DAYE, FX} = Dx 8, 
=Dx(t A AD) — (DxF) 人 本 


9 冲 七 率 要 更 注 形 的 子 流 形 


等 易 验证 ， 了 半 对 每 一 个 贡 变 基 具 右 Ce 时 ) -线性 性 质 ， 珂 此 D4 是 
一 个 张 花 声 这 伞 ， [2.7) 式 可 写成 


RX TE: — (Die A) (EY) + (Dy AYE, X) 
FF RICE YE — hi, ActY ND + RY AclX)). 
分 别 写 出 它们 的 切 分 其 和 法 分 基 得 到 
(Dx A FY) — (Dr AYE, A) = ~ (RX, DNA [2.9) 
RX, OE = (RE, TIE + hEX, Aeth)) — ty, Ae{ XN). (2.10) 


上 种 他.9 向 . 引 下 等 价 的 ， 事 实 上 上 上， 对 于 YE EEIMD), 将 名 站 
式 的 右 端 和 放 作 由 各 得 
一 由 本 [ YE ， | 一 人 本 (人 YE, 2 一 R(X FE, £)， 


另 一 方面 ， 
(Dx)lé Yh, 2) =Dx tA lh 3) — (preth), 2 
一 (de 2 
EA) 2 — CA Dx 2 
一 hiy ZI DLE .- (h(tDx TY, 2),£) 
二 着 村 并, 和 ] 一 起 [Dx 公 , 咎 
‘htDx 于 ~ (hir, 2), DEé 
二 加 总 — hiY, Dy2) 
一 DxT 221, 
={[Dxi{Y ,人 


骨 此 ， 位 身 式 成 为 


{Dx 2 一 人 一 【3 
yYEeELIT LAY. 


上 
『 
1 
| 
1 


站 于 沾 形 前 基本 斑 程 后 3 


这 意 妹 着 他 .下 式 成 让 ， 上 述 过 程 旺 汰 是 吉 亲 的 ， 因 而 愉 人 2. 引 试 可 世 
导出 总 入 式 . 


由 此 可 见 ， 从 12.2) 式 得 到 的 新 方程 共有 仙 .1 由 式 ， 通 常 称 为 子 
济 形 i 的 Ricei 方程 


对 于 子 流 形 :上 一 六 来 卉 ， 训 auns-Codazmi-Ricei 方程 


此 [入 2, WY =REX, 2, WY) + thX, HY, AT 人 


— KE, 于， 本 了 二 分， 他 ,的 
【人 2 (DryhN, 2) = (RN, FY2), {2.5 
RX TNE =IRIT, TAY + hlX, 人 

— htY, AcLXN) ,2-10) 


反 块 了 请 是 度 址 9 = 六 站 、 第 二 基本 形式 六 .上 届 及 法 此 上 的 法 联络 DT 
十 外 国 获 受 完 间 NW 的 黎 此 度 旋 可 之 间 译 该 满足 交 人 系 动 ， 这 二 个 方 
程 宫 称 为 子 流 形 i :时 一 六 的 基本 方程 - 

现在 把 基本 方程 用 子 流 形 i: 4 一 上 的 活动 标 架 表示 出 来. 

弯 呈 <E 村 , {eal 是 宗 凡 在 点 峙 放射 一 个 Darboux 标 课 切 ， 则 有 


dg = ig, 2 一 全 
De: 一 2 ey 十 i Le 一 = Le; 十 hi a ps i2.11) 
De, 一 wij 十 wiirg 一 一 一 六 有 人 了 | Nie,. 
上 
共 市 
Des = wiey, Diey = wees, R= hi eo [2.12) 
根据 Di 阿 定 必 


Dh = wi Rw Wd 一 o 一 号 十 呈 和 天 让 从 en， 


374 。 单 七 齐 委 芝 波形 的 了 流 形 
仿 
hh 一 dd 一下 有 一 下 下 入 十 所 时 {2.131 


由 于 锐 = 了 帮 有 本 = 下， 天 二 ， 训 玉 Rijnw 和 下 4acp 分 章 
古 眶 和 访 上 的 欢 千 曲率 张 本 在 Darhons 标 架 声 fa 下 的 芥 咸 ， 刚 
六 auss-Codnrri-Ricci 点 程 可 以 表 东 流 : 


Riim = Rijm 一 入 一 Nha): [2.14) 
让 一 hi 二 二 有 [2.15) 
Ri = Tass 一 富生 — A) [2.16) 
E 
其 中 
Rixaiy = i R te Fy Es ea) (2.17} 


这 些 方 种 还 可 以 从 柳 蜂 流 形 [N, 加 的 站 攀 广 程 导出 、 目 实 上 ,第 
四 章 的 定理 汪 1 告诉 我 们 ， NN, 有 如 的 曲率 形式 号 


一 所 ] rt +， ， 
i 一 ds 二 起 uu 二 -Rp 内 oa {2,18) 


并 月 


lea, EH er 一 7 ie :1 Brer. 
将 他 .18) 式 中 的 洪 控 回 划 子 流 形 i 村 一 区 上 得 到 


= de A 十 入 A 
因此 ] 
= 


[i 


富 就 是 Causs 方程 - 同 种 还 有 有 


i 他 
和 让 
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= df 相 一 hw A ee A 
一 = 2 和 — 十 有 ji 车 内 a 
Ty Mu 一 3th he A 
局 若 
Ti = 由 i = tal A 
= 人 + 2 he he A 


二 4 十 一 二 hE ee A i, 


这 人 芬 别 是 Codawsai 方程 各 Bicci 方程 ， 所 以 Gauss-Codazzi-Ricci 方程 
等 价 了 


1 


i 上 i 和 ， 竹 
dA 
对 


一 :1 | cr 
和 = 


下 1 
= dd a At A 


由 
或 者 
本 = 包工 0 全 -入 oatc 
七 = -3 一 本 oAe (2.109) 


一 1 . 
下 = QF + 3 Shi 一 hh A wi， 


其 中 堪 庙 中 {让 的 面 率 形 式 在 子 流 形 (机 ,g) 上 的 限制 ， 厂 问 的 辣 ， 
ul 分 别 是 切 目 了 对 和 法 从 T+ 好 上 的 联络 形式 ， 


站 一 有 Be 


是 子 流 形 i: 4f 一 六 的 第 二 基本 堪 乓 - 


3 了 6。 间 七 章 加 间 注 至 的 于 访 形 


8#7,3 欧 氏 空间 中 的 子 流 形 


子 疣 带 微 分 几何 学 的 一 个 基本 问题 是 ， 对 于 给 定 的 两 个 获 晶 席 形 
i ND m= im < n= innN, 
是 当 存 在 委 入 映射 了: 对 一 旋 , 使 得 六: 下 换 问 活 刘 ， LM, 四) 
能 否 等 距 二 渡 入 到 (及 中 去 成 为 后 者 的 于 波形 ? 汶 了 用 微分 方程 米 
刻画 这 个 问题 ， 定 时 中 取 局 部 坐 林 对 人 fw), 在 六 中 联 局 部 准 标 系 
Ia , 设 
= Fandnt Ddrr, 9-= gudu dr 
志 , 吾 下 


那么 工 面 的 同 题 可 避 改 可 为 : 基 否 存在 -组 函数 


= A 1 

注 足 方程 组 sia gr 
Da feo) Te = yt) {3.1) 
总 如 


这 是 一 组 非常 揽 杂 的 坊 微 分 方程 组 ,要 储 -- 艇 情况 下 求 它 的 解 感 相当 
困难 的 . 
不 过 ， 上 其 下 感 兴 趣 的 问题 此 :一 个 mn 叭 笋 坚 统 拱 LM 和 H 能 否 实 
现 洗 高 维 欧 氏 论 间 到 中 的 一 个 刘 入 子 流 形 ? 或 者 山 ， 生 年 条 在 从 区 
至 莹 形 [MM, 科 到 Wr 的 等 中 温和 产 加 毕 在 性: 中 脱 标 准 的 稍 坏 尔 直 
骨 坐 标 系 fx, 那 双 的 度 基 可 以 表示 汶 
#= dr = Dr de 
4 


的 


即 了 2 = 345- 上 站 方程 组 人 .1 成 为 


rr 
Yr = 90). uel 人 3 
过 


Oo TT rr er 


有 ,3 娄 氏 并 问 中 塌 取 波形。 377 


这 仍 乱 是 一 个 复杂 有 的 击 得 组， 为 广 求 解 方程 组 (3.2, 一 可 办 诗 丰 羽 弄 
te 中 单位 正 沁 标 训 枸 成 的 集 澡 学 , 它 引 一 个 min 十 洋 这 维 江 训 流 下 ， 
并 且 党 中 性 兰 两 合成 内 都 可 以 通过 获 氏 空间 敢 上 叭 一 的 一 个 等 距 
变 摘 彼此 生 音 ， 因 此 ， 加 是 e+ 的 等 听 变 换 群 的 几何 表示 ， 利 丽 空 
闻 有 罗 , 可 以 把 方程 齐全 .2 兹 为 一 个 Pfaif 方程 组 ， 从 而 全 问题 得 到 简 
长 . 

首先 回 题 一 下 维 坡 氏 空 间 加 上 的 标本 空间 名 . 在 加 中 到 证 
一 个 单 但 下 区 标 架 {CG;64}, 其 中 

点 { 一 ,er 和 DO lAdn. 

那 务 ， 寺 ' 中 的 作 意 一 个 标 桌 仇 #41 外 由 空间 性 ' 中 仁 意 一 点 和 和 伍 
但 站 个 线 性 无 闫 的 阿 量 ej 组 成 的 ， 在 国定 的 标记 {人 :54} 下 ， 可 以 
把 点 和 [加 芋 #4 苍 别 形 洒 为 


Dw = ~ 08a, 


4! [3.3) 


eA4= adsp, de 和 yy EAU. 
ti 二 1 
于 是 ， 标 架 {yp;24} 相当 于 个 nx tn 二 习 扰 阵 
al ol nl 
; : : |， (3. 
a" a rt! 


它 的 第 -- 列 县 避 的 分 最 ， 后 面 各 列 分 别 是 ea 的 分 量 . 巾 此 可 见 ， 村 
哥 空 亲 部 号 所 41 中 的 一 个 开 子 梨 ， 忆 fa* ,ae 人 为 坐标 系 ， 在 到 
中 协 灾 微分 就 是 普通 微分 ， 因 此 


dp = Dd da = Dea 
dea = Foiw- = 5 Peay, 


379 EE 七 阐 虎 量 流 形 时 于 流 开 


其 中 
B* = hid, B= YY, dg (3. 各 
由 ee 


这 里 [内 ) 是 (aa) 的 道 答 陡 ， 即 5% 福 足 恒等式 
9 8 榴 二 她 == 旷 . 
5 c 


由 此 可 凡 ， 嫩 , 晤 是 定 科 在 多 上 的 工 次 微分 式 ， 它 科 与 固定 单 伴 目 
变 标 梨 【6 14] 的 取 法 无 闫 ， 称 为 在 区 ' 中 的 活动 标 训 {vie4} 的 相对 
前 县 ， 

对 全 -全 水 求 让 窜 分 得 到 


= {3.7 
号 站 


这 就 是 配 的 缚 凡 方 姐 . 共 实 ， 从 黎 近 几何 的 角度 看 ， 第 一 式 表 汶 联 
斤 卫 = 让 的 无 枕 性 ， 第 二 式 表 丽 本 :的 曲率 形 岂 为 委 ， 

对 于 谋 人 在 欧 扎 空间 避 中 的 子 流 形 ， 需 要 重新 儿 述 它 的 基本 全 
式 和 基本 方 释 ,后 后 再 给 出 加 号 访 形 (4,9) 能 况 局 部 地 等 瞪 漫 入 到 高 
维 欧 氏 空 间 Rr 中 去 的 充 耸 必要 条 件 . 

没 i :MM 二 了 是 二 中 的 一 个 mm 维 渡 入 于 流 形 ， 设 (5; 是 
计 的 一 个 高 部 坐标 系 ， 刹 映射 的 局 部 华 慰 表 法 式 巧 


A {3.8 
十 是 在 上 定义 了 mm 个 切 向 量 声 
容易 看 出 ， 观 射 ; 是 浸入 的 条 件 等 价 了 切 向 基 场 -ET ,= 在 可 


97.3 此 专 实 间 中 前 寺 流民 39 


博导 外 让 吉 昼 无 闫 的 ， 即 nx mm 市 阵 


dr! Br! 
Bel Bur 
: ， [3.101 
站 FT 站" 
Bul um 


的 著 业 外 是 mr- 在 避 忆 型 上 ,诱导 六 其 让 可 以 表示 为 


Hrd dr ，， ， 
嘲 忆 一 六 3 ， 


i 
全 | a 8 Hl A 
(Wr) -Dr 
全 下 而 记 3 
8 = 也 


由 寸 拓 阵 {93.100 的 秩 为 m, 到 十 任意 的 pe 5 都 和 和 P 的 一 个 名 域 Lm 
岂 及 泪 议 本 Wo 上 的 一 jn 个 光滑 问 其 场 
“= 十 1 
合 得 ) 
(jee) = 0 lem ey) = Hg, 
ut 


即 e+ 8 是 于 流 开 i: 一半 的 部 一 于 个 彼此 正 变 的 单位 法 
向 划 萎 . 这 样 ， 在 子 流 形 i; Mf 一 配 的 千 一 点 的 … 个 都 域 fw 上 存在 
标 架 声 {Gisah 其 中 fei 是 向 上 的 自然 二 架 场 ， {ea} 是 单位 正 
变法 标 占 场 . 注意 到 在 ER: 中 的 协 变 御 分 算 了 了 纹 居 冯 通 的 被 当 算 于 
gd 所 以 

dy = ua 一 

di 一 wi es + woeis, (1.11) 


dea = wie 二 deg 


主要 划 流 形 的 于 流 形 


其 中 
wi 一 db， 
13-19] 
w? = du = 
而 且 Ti 是 giy 的 Chrigtoffel 记号 ， hs 是 第 二 基本 形式 的 系数 ， 
so = -w3 是 法 从 TTM 上 的 法 联络 D+ 的 联络 形式 . 
由 十 欧 氏 空间 Er 的 曲率 形式 WI 恒 为 零 ， 辽 流 形 的 基本 方程 战 
为 [参看 位 14) 人 区] 式 } 


iin 二 一 窗 和 隐 一直) 但 ,13] 

haik = Nik (2.14) 

Rg = — gh — A ha), (3.19) 
kt 


其 中 


Rim = {Riep, er)ers ti), 有 ai = {Re eile any, 

Rai cyler = Do, Dy er — Des Does — Dn ee = ht{es, eile 
Rifesesee = DL DLes — DLDEea — DE, en = DH Lei ey)eg 
f= 

TT 一 二 
根据 47.2 最 司 一 段 的 讨论 ，Giauss-Codarri-Ricri 方程 谷 .13), 13.1 抽 和 
{3.1 引 等 价 于 023 肝 满 足 的 从 好 请 学 的 结构 方程 
人 
de — 中 A = WP A wa 1316 
下 
dd — At = ut A 
这 里 ， ww 让 出 子 流 形 i 计 二 共用 的 依赖 mm 个 独立 鳃 元 的 
标 想 族 的 由 对 分 量 ， 巾 此 可 多， 送 要 把 而 曼 流 形 CM, 了 寅 地 等 蝶 瀑 


一 


好, 了 区 虑 空间 中 前 地 流 形 中 


人 到 欧 氏 空间 配 中 去 ,除了 对 的 歼 蜗 度量 外 , 迁 需 要 钟 道 相当 」 子 
流 形 的 种 一 基 李 形式 出 吧 法 其 上 的 法 联络 等 几何 半 构 ， 而 且 它 们 必须 
满足 Ganmss-Codazzi-Hicri 方程 . 
定理 3.3 证 /于 ,及 是 昔 连 通 的 m 绯 黎 营 流 形 ， 井 且 在 好 上 -有 
一 个 秩 为 上 的 黎明 关节 从 到: 瑟 二 如 ,其 纤维 上 的 内 积 { 歼 曼 结构 ) 记 
为 六 小. 如 果 向 量 从 
TomTM THE NY 


有 一 个 对 称 截 面 "i 即 六 人 一 点 PE 对 gp TH 本 是 
一 个 对 移 的 潼 线 性 映射 |, 井 县 向 基 热 元: 吾 一 对 有 一 个 与 其 获 昌 缚 
档 相 等 的 联 绕 w, 它们 和 对 上 的 黎 怠 联络 一 起 满足 下 列 亲 件 : 
YET FM EE ELMY. € ET 

(1 RIN FIZ HY = {ol HY ery BY — {otX, ZotY, WY); 

[27 [加 ya) 2) 一 让 elf 全 ,2 其 中 人 xo 的 定 交 是 

(Bx)(Y. 2) = VxtolY, 3) — oiDxY, 2) — ath, Dx 2); 
位 .17 


(3) RX TY = ol Ae (YF), K) — ole (X,Y, 
其 中 党 是 向 节 丰 证: 二 团 的 联络 旬 的 草率 算 子 , 陵 射 46 : LM) 一 
天 fad) 的 定 习 是 


{et RY YY = {rR YE VN,Y € EM), [2.13) 
则 存在 等 胆 尝 入 了: 对 一 四 六 和 雪 鼎 出 下: 下 五 TT 杂 , 使 得 
rof=forn, 
其 中 工 :T1M 五 寺 是 潜 夫 的 投影 陋 射 并且 


Fm = {En ene Ey, 
ef 人 二 站， ET,M, 


J82 贡 七 素 扩 划 流出 部 于 流 邢 


jw 本 = DA ED), YX ET,M, é eTD), 

其 中 和 DD 是 等 距 诅 入 了 的 第 -基本 形式 利 法 联络 (参看 广 记 1.1). 
注 记 3.1 美 于 向 基 兵 Hom{TM 史 了 1 及 参看 第 一 前 例 9 
证 明 设 1 人) 是 点 pc 民 H 的 癌 部 坐标 条 ， 人 疹 

EE 一 Bi i 一 dot, 二 0, 


_ ， {3.19) 
gi BR END) gr — Dg Bi. 


用 tw) 表示 1;;) 的 道 算 阵 , 并 且 肌 1 记 9 的 Cbristoffel 记 中. 靖 
a = TT us, (3.20) 


则 由 DE = wl5; 争 出 (MH,g) 上 的 黎 品 联 雍 ， 并 且 dr = 加 Awi. 同 
时 取向 量 癌 并: 玉 一 邓 在 慷 荆 的 单位 止 变 标 间 场 


人 Erm 十 二 莹 在 立 生 二 府 十 大 
以 而 有 {i £4} 一 可.B， 要 


Ti Bj) 一 HR 站 二 一 hi 


i 
则 
Ca, er) 07} -= {ote By) Em} = A 
因而 
,人 一 
了 下 
证 党 
of 一 ju， wt 二 ig, (3.21) 

则 有 


d= 由 一 小 


73 欧 氏 窒 问 申 交 于 流 形 。 383 


用 se 家 示 向 量 妇 计 : 下 十 上 必 上 的 联络 定 在 单位 正人 交 标 棵 声 
{E4} 上 的 联络 形式 ， 即 
Wi = ds. {3.22) 


由 下 和 驹 闸 结 构 1.,'} 的 相 容 性 得 知 


至 此 , 已 泽 有 定 总 让 厂 上 的 十 开 个 1 这 微分 式 


wy =0, wi WF = i 


. 


其 中 ww" 是 处 处 如 性 无 闫 的， 其 祭 的 wf 是 迪 .w™ 和 的 总 
性 组合 ， 它 们 请 足 纺 居 方 释 


oo = 一 8， 


i 
其 在 来 考察 定理 所 假设 的 条 件 { 们 一 (3) 的 意义 ,注意 到 
(RE EV BY = {Es EE, EY) = pd i ), 
而 条 件 的 布 边 所 


{ot (B41 EL), Ei; 6B] 上 一 {of;， Gry, T{e,, Er)l} 


一 -2 一 下 各 站] 
-Si wi ELE) 一 EP 67) 
= qn) = wy ont)) 
一 Dh oR A wn [En 8) 
所 以 ， 条 件 1) 等 价 于 
和 


384 。 第 七 章 效 于 流 形 的 于 流 形 


即 
dol 一 一 a ty 二 在- 13.23} 
由 征文 式 站 .17 得 到 
(站 本 本 一 Ve LotBy, EY) — (Da Bp RE) — iBy, Ds, Be) 
一 本 tw + A Th St 一 wt 一 RE 
一 人 ii 一 区 if {eA jt + glei) 和 eu 
= (BE) — Be {2) 十 dé 
这 样 ， 杀 件 (2) 等 信 丁 
ER) — Sf 8) — wi (ds) — 2)) — wht EP ey} 
+ hlerwp et) 一 机 en [Ey 十 ww (6}e 人 GE:) 
一 亲生 让 Rn — te]} 
— lik hi NE, Bi) 
-， i 记 加 训 [站 


一 [2 — kh 记 一 2 本) 一 心 ， 


因此 

diue 一 ww 站 Wi 三 他， {3.24) 
直 搂 求 wo = 一 wf 的 时 油分 得 划 

二 (3.24" 


根据 山 率 算 子 和 曲 座 形 式 之 癌 的 蓄 系 有 
Ri, FE, = idle, Ey), 
其 中 三 是 联络 Y 的 曲率 形式 ， 纯 


3 1 
i = 证. 一 名 
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从 这 人 忻 (3) 的 右 山 午 到 
qda, {FY Ei) 一 of As, (es, 81) 
= (= gr ia -7 人 的 aa 
TT kr 
= | 和 一 和 a 
= 人 区) 一 wf (Bt (Ey) Eg 


= 和 A i {Ba Ey)E, 
RB 


因此 兼任 (3) 等 价 于 
du 一 A 


即 
一 总 一 由 (3.25) 


出 此 可 风 ， 上 面 所 构造 的 1 钦 微分 式 4 鱼 吓 关 档 方程 


dst 一 书记 二 必 . 


要 求 歼 最 流 形 { 则 ,由 在 本 中 的 等 昕 浸入 ， 就 是 把 于 流 形 基本 公 
式 全 11 中 的 {wr ea} 着 作 未 知 函 数 ， 求解 该 方程 给 .在 这 里 ， 点 了 机 
当 于 


Of Ya 
的 让 个 分 其 {21,… ,ww"), 每 一 个 向 其 
尼 才 一 多 “dd 
万 


388 。 弟 七 吉 报时 流 开 幅 子 流 邢 


相当 于 它 租 个 分 县 ia ;03), 所 以 荡 共 有 ntn+1 个 未 知 函 数 . 
这 棉 ， 求 黎 怪 流 形 (M4, 在 必 ' 中 的 等 距 说 六 相当 于 解 山 微分 方程 组 


Pu A 

Bat 

re ， 、 
mmJ - 电 位 “过 

Ba | ， 


其 中 Tay 中 法 联 绪 也! 的 系数 ， 是 w= Tedas. 如 果 用 他 科 记 fa 号 ) 
的 授 扎 阵 ， 则 上 研 的 方 全 可 以 改写 为 


ha 二 
成 9 一 1 宝 5 + 8， 
内 2 一 o 玫 二 I， 
特 偏 油 守 六 悍 组 转 乒 成 全 窒 交 方程 纵 ， 则 上 上 面 的 方程 组 等 件 十 
8 = Huda, 


百 iB,,l -号 时 
由 三 时 后 十 co ， 


je 一 ey 十 Bd, 


即 
人 
由 = 好 =w?， [3.27} 
及 = = 网 = 只 
于 天， 问题 果 姑 为 攻 虑 定 尽 在 4 x 到 71 上 的 Piaf 方程 组 
T= 
{3.28) 
gq 三 同一 二 0 


- 及 .3 欧 氏 室 亲 中 的 于 流 形 。 让 7 


由 J 和 .84} 和 fw,wi] 油 中 同一 个 结 愧 方程 ， 所 以 


do = dd A 
= A A = modfoet, ash, 
do 二 一 d 旦 二季 广 于 


= A t= mod{o’ ol. 


由 此 可 网， Pfaf 方 可 髓 全 .29 满 显 Frobenius 荣 件 ， 披 据 Frobenius 
证 理 , 站 x 必 "*"t1 中 尾 演 指定 一 点 4 叶 1284), 刚 : 必 有 PTaff 方程 
组 如 .28] 的 唯一 的 一 个 mh 舌 积 分 流 形 经 这 该 点 出 下 


w= di, Li 


是 坏 性 万 关 的 ， 因 此 该 积分 流 形 可 以 束 示 为 从 [5) 的 并 令 城 而 二 普 
到 Ri 内 的 映射 


Fi: Rm Rr x RY , 


满足 初始 条件 Fiwb,… ,Ww = fa], 
为 了 刁 上 而 得 到 的 解 Ffw) 一 人 aafal,e3fa 藻 山 所 览 求 的 等 此 得 
人 ， 候 定 初 结 值 fe? ,ad4) 满足 条 件 


和 = 
于 

,nh = 由 [3.29) 
] 

na 一 dp- 


换言之 ,要求 矩阵 (at4j 的 冲 个 到 间 基 的 应 基 系 数 怡 好 址 前 面 选 定 的 


人 -总 
bi 一 i 
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的 魔 其 系数 , 在 英 上 初始 值 的 上 述 假定 下 , 容易 证 明 FEH 方 程 组 (3.28) 
的 解 Eu = fa fa 600) 满足 东 件 

Daf ua tn) = gs), 

过 


2 of (was (4 = 0, {3.30) 
Dt = 


奉 实 上， 如 果 引 进 画 数 
有 = Dt [ja 人 一 get), 


天 st{aj = Sr 人 人 at 人 tt， (9.91) 


A 
faslu = ag 1] 一 Gd, 
出 
fotue) = fialuo) = forlun] = 小 
通过 求 偏 导数， 并 旦 利 放 广 各 蛆 (3.26) 得 到 
= - = Th fr; + Ty 


Hut 

dF; 

= -ri hr fis 十 Ts 大 = 十 工人 十 和 fon, 

本 

a 一 一 久生 8 pih fre 十 和 十 L a Fon. 


让 此 可 见 庆 ,, fw f48 在 (fiw) 的 宙 始 值 是 零 ， 并 上 且 潢 足 线 性 齐 次 偏 微 
前 方程 组 ， 根 据 解 的 唯一 性 可 知 ， 莱 件 [3.30) 在 tj 上 处 处 成立. 
若 忆 映射 中 ELD 上 fe 虹 记 成 下 则 方程 组 8.2 从 的 第 


一 式 玫 内 
一 Ea A 
点 


是 志 人 让 而 条 件 全 .301 的 第 一 式 意 味 荐 


toatuh eit)y = gst) = 4) , El. 


$7. 3 默 氏 空间 下 的 于 流 末 349 


国 此 ，{s;tw)] 在 而 上 是 处 处 线性 无 美的 ， 并 且 /是 等 臣 当 入 ， 莱 忻 
{3.30) 的 第 二 式 和 第 三 式 表 明 {fee} 是 浸入 了 的 单位 正 交 法 标 辑 场 ， 
于 让 方程 给 (3.25) 的 第 二 式 和 第 三 式 党 味 着 


he du B® du’ ® ef] 


是 了 的 第 二 基本 形式 ， 并 且 ws = 13{ujdut 是 注入 了 的 法 如 上 的 法 
联络 拱 式 ， 从 山 射 
F'n TM 

内 对 座 tw} my eat) 瘦 出 , 证 此 

如 果 狠 量 流 形 (4,g] 实现 为 对"*+ 中 的 超 曲 面 ， 则 MY 的 法 从 县 
秩 为 1 的 向 其 具 ， 尘 联络 是 平 几 的 ， 国 而 Rieei 方程 也 就 失去 了 存在 
的 意义 ， 于 是， 超 曲 面 的 基本 方程 内 有 Gauss 方程 和 Codnzzi 方程. 
妇 外， 此 时 旺 的 第 二 基本 开 式 二 可 忆 看 和 作 节 上 的 -一 个 对 称 的 二 菜 
协 杰 张 最 场 ， 即 对 于 任 帝 的 pE 果 ， 


hn : Tp 了 pi 一 用 
基 对 入 的 驶 线性 形 蒜 .在 局 部 标 架 场 下 ， 上 下 可 以 表示 为 
下 一 Piso Eo i 
困 此 有 下 面 的 推论 : 
推论 3.2 设 CM 四 足音 过 通 的 xm 绯 歼 品 统 形 , 并且 在 晶 上 有 一 
个 对 称 的 二 险 协 变 张 量 场 a, 它们 江 足 下 列 条 忻 : YY 2 HEE 天 (MM) 
人 ROX YYZ. WY = ol KR, WY 2 olE, ZYolY, WY); 


加 (Dxo) 3 = 人 Dr 其 中 Dxe 的 定义 是 
(Dxay{Y 2) = Kio 2) — stDx¥ 2) — a{Y, Dx 2), 


则 存在 等 正 温 六 了; 对 一 区 "+ ,使 得 = 中 多 的 第 二 基本 形式 . 
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定理 3.1 下 号 一 个 地 人 满意 的 结果 , 它 只 是 第 出 了 葡 旦 访 形 [向 ) 
能 各 【局 部 好 ; 等 距 涝 和 到 高 维 欧 氏 空间 中 的 由 课 人 性 菜 件 ，、 井 设 有 指 
出 黎 曙 流 形 【时 ,及 在 何 时 此 有 如 定理 3.1 所 壕 的 附加 构造 [如 阿 基 具 
者 :百人 村 和 胡 应 的 联 缚 加 : 以 其 在 向 最 雁 Hom(tf 了 于 各 TA, 琴 I 上 竹 
香 要 求 的 对 算 截 面 = 等 等 ). 事实 上 上 ， 几 何 学 察 们 十 分 关注 的 问题 是 ， 
一 个 mn 记 车 如 流 形 【及 能 省 等 只 通信 [或 浸入 ) 到 … 个 而 徘 的 欧 红 
衬 间 中 去 ?在 [这 ,g) 能 兵 等 此 拭 六 【或 说 入) 到 欧 压 空间 中 去 的 情 访 
于， 最 低 的 杂 徘 半 陈 该 是 专 少 ? 基于 这 些 剖 题目 前 只 育 -一 些 抓 立 的 
铺 毕 ， 很 礁 说 已 择 形 克 了 完整 的 一 般 理 论 ， 虽然 人 们 已 经 知道 了 一 些 
局 部 的 或 理 体 的 存在 人 粕 定理 和 不 存在 性 定 妈 ,但 是 离 并 完全 解 诺 这 坚 
问题 肖 远 ， 这些 其 体 的 续 果 坚 用 到 从 种 代数 的 ， 哲 拉 的 ， 或 分 本 的 技 
芋 ， 不 可 能 在 这 里 对 它们 秆 详尽 的 介绍 ， 下面 冻 列 举 几 个 较为 重要 的 
结果 ， 有 兴趣 的 恋 者 可 以 参看 参考 文献 0, 23, [39] 和 名 可 中 的 有 六 
章节 . 

定 香 3.3 {ITilbert) 诬 [ 持 , 明 是 完备 的 二 香 殖 如 流 形 ， 如 果 写 
的 Gauss 曲 这 政 世 一 有 妆 口 独 人 全 在 脂 等 距 地 赃 六 到 配 中 成 鸭 
岂 的 说 太子 流 形 ， 

定理 3.4 {Rosendnrn)” 设 FH? 总 完 钾 的 备 常 划 举 二 维 获 上 癌 流 
形 ， 则 存在 从 冉 ? 到 下 中 的 等 谍 谋 入， 


定理 3.5 得 -个 训 维 的 忆 "- 营 流 形 和 [2 < 20) 地 答 计 


个 宫 "- 等 脂 要 入 了 时 可; 其中 和 = 可 二 1pn+4. 
当 r 必 4 轩 ， 外围 空 间 的 准 数 & 可 以 隆 慨 到 tre 十 2 十 区 /2 
类 个 十 定理 3.5 的 结果 首 完 是 由 于 F.Naah 在 1956 对 得 到 的 ， 必 
证 时 ， 当 3<r<zo 有 时 ， 


T= [m+1) (Ben 十 1 十 dm ) - 


项 在 尚 不 策 道 是 前 任何 个 避 - 歼 曼 流 形 孝 能 能 人 -等 臣 误 和 人 到 条 个 
哄 中 去 . 
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最 后 ， 我 们 村 指出 ， 李 节 的 定理 3.1 以 访 欧 氏 室 间 中 学 流失 的 蔚 
本 公式 和 基本 方程 在 刘 当 的 做 贡 之后 在 负 曲 率 空 问 中 也 是 成 立 欧 ， 灿 
应 的 修 妈 请 读者 月 己 乡 出 ， 在 考生 再 赣 述 了 ， 


87.4 极 小 子 流 形 


在 这 “ 节 ， 要 诸 沈 一 涛 重要 的 子 疲 形 一 红 小 了 入 形 ， 篆 们 是 测 地 
沽 在 易 维 的 推广 ,我 们 知道 ,和 柳 蝎 流 形 (NW, 豆 中 的 出 邱 些 是 在 六 中 
的 一 茶 光 湛 曲 线 ， 在 它 的 任意 个 有 国定 疹 点 的 变 人 外 下 弧 长 泽 函 在 澡 
曲线 上 取 临 界 慎 .本 节 要 讨论 的 极 小 六 流 形 是 体积 汉 函 在 有 轩 定 边界 
的 次 分 下 唉 临界 着 的 子 流 形 . 因此 ， 左 换 述 做 小 子 流 形 的 概 闪 之 前 ， 
百 光 要 导出 子 流 形 迟 积 的 第 一 变 耸 全 趟 . 

定义 4.1 这 由 是 一 个 紧 致 带 记 的 m 维 花 竺 访 形 ， 让 ; 计 王 六 
其 六 请 温和 信 、 右 有 沪 滑 出 射 


PM {i 记 Fr) = Ffz,t)), 


满足 上 别 涤 件 : 

i n=£ 

(2) flgm = flam; 【一 5 

( 切 每 一 个 所 ;A 六 出 浸入， 
则 称 二 是 浸入 子 流 形 f : Mf -的 具有 固定 边 舞 的 变 分 . 

与 遇 钱 的 变 分 的 定 忱 相 比 较 ， 在 这 时 增加 了 条 件 (3). 这 基 为 了 性 
证 圭一 个 映射 产 : 开 一 站 在 好 小 诱导 山 一 个 黎民 度量 ， 从 而 使 得 
站 人 的 体 笠 放 束 可 以 证 世 , 在 m=1, 邮 对 是 曲 坊 的 情形 ， 典 庙 兵 
的 非 止 则 点 是 有 限 的 , 因而 在 小 假定 后 中止 则 曲线 的 情况 下 ， 它 的 弧 
长 悉 旦 可以 定 电 的， 所 而 ， 当 辐 > 二 时， 情况 就 大 本 一 样 了 ， 由 于 到 


维 丁 流 形 的 性 套 比 较 复 杂 ， 加 上 条件 但) 之 后 可 以 使 河 题 亚 得 简单 一 
点 


$B 。 首 上 上 阐 若 雪 流 形 前 于 流 邢 


以 后 用 5 表示 区 闻 [-e,s1 上 的 标准 切 向 量 . 在 等 一 点 pE 好 有 
切 向 重 


CE LP 


rrrr 


9 
Wp) = Fp (5) E TripyN. 4.1) 


这 是 讲 已 知 谤 六子 波形 了 : 民 二 六 定 芯 的 党 消 问 量 场 ， 称 为 于 分 上 
的 变 共 向 量 场 . 显然 ， 
Wnaw) = 0 
特别 地 ， 如 果 下 的 变 从 向 其 场 不 与 于 流 形 站 ; 对 二 六 相 处 正 区 ， 
则 砍 二 是 了 的 法 向 蛮 分 . ' 
反 过 来 . 若 沿 着 渡 入 于 流 形 六 虹 一 六 给 定 一 个 着 滑 向 景 场 他， 
使 得 
Wren) 三 几 ， . 
则 避 有 了: 对 一 页 的 一 个 有 男 定 边界 的 变 分 
PM xise FN 


向 Wi 为 其 变 分 问世 场 . 于 室 上 , 内 要 考 眶 光 漆 陕 射 下 :和 x {一 #,5] 一 
六 ,使 笨 
下 二 :机 = expyrp tt WY HDB)), (4.2) 


其 中 cxppiotp 5 对 基 艇 号 流 形 (六 , 男 在 点 ft) 的 指数 映射 、 坚 灼 
PD 0) = fp 并 是 当 p EM 时， 


Fip,t) = fp}. 


特别 地 ， ， 
Pup (&) = (exp rn) ol Wp) = Wtp). 


由 于 (exp pepy ls0 = 证 , 并 后 好 是 坚 宝 的 ， 丰 有 正 数 = > 51 > 册 j, 司 得 
当 tEI-20El 时下; 导 于 入 是 涅 信子 流 形 由 填 交 1 


FP:Mx{anel oN 
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旦 于 相形 了 :和 一 交 的 有 因 定 坦 办 的 变 分 ， 并 避 Wi 为 它 的 变 分 向 晤 
场 . 


定理 4.1 设 对 是 一 个 紧 长 带 按 的 严 维 有 向 光 清 流 形 ， 


FMN 


其 从 好 到 王 维 获 党 流 形 CN, 司 中 的 郊 溃 温和 A， 玉 :Mx [a 和 寺 褒 
是 它 的 托 意 一 个 有 固定 进 界 的 变 分 ， 定 电 画 孝 VW = Vol( 和 ,ff 六 
Da 
VD = 一 站 | iH, Wd .3] 
A 
其 中 忆 是 子 流 形 上; MN 的 平凡 曲率 向 量 ， 人 钱 是 杰 分 下 的 变 分 
由 革 场 ， UY 古 子 流 形 了: 寻 一 入 的 体积 元 素 . 
针 -3) 二 称 为 子 流 形 恒 积 的 第 一 变 分 公式 . 
证 明 在 邓 上 了 最 局 部 从 标 系 (U7;wi), 今 
于 (p, ti 一 Tp, EN ( i 一 {fey (去 rt 
T= Eo lic, (41 
HW) = pt 色 ) ， 
则 更 的 变 分 癌 基 场 本 = 售 | 
用 了 表示 上 上 的 向 曼联 络 或 它 在 拉 回 向 其 具 TN 上 藻 诱 导 联 


措 ， 当 万 表示 "TN 上 的 请 导 联 络 时 ， 对 于 每 一 个 固定 的 1, DD 化 为 
拉 癌 由 [f.)*TH 上 的 请 导 联 络 ， 店 第 二 荣 的 念 .站 式 庆 


Dy i; 一 也- + (| 元 |) = Do 市 、 [本 
对 于 任意 的 诱导 歼 营 度 基 如 = 17 的 分 表 是 


[ga = {RE Hy). (46) 
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记 

Gt = dett {gid {4.7) 
则 歼 蜡 流 形 (ad 91) 上 的 体积 元 寄 丰 


dT = far Bh dT™, (4.3] 


特别 地 ，d5% = dV 这 样 ， 对 关于 蒙受 度 5 的 干 积 荐 


Vt = Voli Mi, gt) = | dt. {4.9) 
Mi 
声 搁 计算 得 新 
Vi) -上 站 Ad 疝 
四 1 ac ,1 训 
-上 2 du A dr 


= 2 Tg dl A A de 
-1 ;| 2 ] 硬 Pe) gd 
其 中 人 ai 表示 在 行列 玉 品 : 中 元 索 ls)ii 的 侯 数 杂 于 式 ， {94 其 


度 基 现年 ir)is) 的 道生 还 的 元 素 ， 因此 ， tar} 一 【tia zt 注意 到 
[9 着 .上 指标 天 也 是 对 称 的 ， 利 周 第 二 章 的 个 多 式 得 


故 有 
Writ) =| Ym Dp Xi Kd [4.10) 


.4 械 小 于 济 形 。 3 


8 ,fe 8 

= Di) 
nm a 加 

_ (Fi ,hs [起 : 志 )) 


其 中 Dt 是 话 导 度 其 G4 的 芝兰 联络 ，i4 是 子 流 形 站: M 二 让 的 第 一 
基本 形式 ! 登 看 木 音 的 注 记 1.1%. 扣 上 起 代入 (4.10) 式 恒 得 


A 
一 (本 PR CE 7) )| 说 - {在 ,11) 


Wh = (Wy. (#5)). 


则 去 是 定 文 在 流 形 慎 上 的 站 语 切 向 其 声 ， 并 且 rw 一 修 切 向 量 蕊 
Ti 关上 诱导 度量 由 的 散 度 大 


divin = 2 -2 -Ele + Drie 
=- a Wo Hs 


1 a 


， 时 
二 De) WH 11.12) 
ts 


站 11. 
#7 
= -2 ga]: J - J . (4.13) 
不 
其 中 Tak 是 话 导 放量 {my}i; 的 Christotfnl 记 革 ， 则 
D's so -Th (4.14) 


596。 再 上 刘 条 有 人、 
综 台 fd.10- 仁 13 各 起 得 到 
WO0= fn- f, De Chi Ber Bo ) ) ve. (5) 
男 一 方面 ， 根 据 散 虚 定 型 { 靖 第 二 章 定理 5.31 义诊 
fmm = f tra = 0, 


其 中 dry 是 于 流 形 站: 轩 王 刘 在 边界 全 变 导 的 休 得 元 素 ，nt 
是 猎 子 流 形 CM 的 这 办 志 从 WY) 定 文 ， 活 革 指向 fa 的 内 部 的 单 
下 法 阿 基 场 ， 加 此. 知 仿 


工人 
Hi = 9) he (全 7 ) ， 
避 是 子 流 形 天 :3 一 交 的 平 国 曲率 向 量 ， 刚 (1.15) 式 成 为 
WH = 一 mm | {hi, Md. fd4.16 
在 [4.1) 式 中 令 上 = 1 人 恒 得 
V0 = -mf iH, AT 
A 

现 谋 引入 桃 小 子 请 正 的 概念 . 

定 尽 42 这 于 :对 一 六 是 交配 流 形 LN, 而 中 的 mr 维 浸入 子 流 
形 ， 刘 米 它 的 平均 曲 谨 辣 址 豆 处 处 为 零 ， 负 称 1 :本 洛 站 是 人 可 
中 的 极 小 子 流 形 . 

定理 4.2 浸入 子 流 形 请 对 一 太 是 区 总 流 形 [N90 中 的 极 小 六 


流 形 ， 当 日 民 当 在 每 -点 呈 E 时 有 一 个 并 名 域 辣 ,使 得 站 在 紧 的 ， 并 
用 在 站: 严 二 下 的 任意 一 个 和 国定 边 罩 的 让 分 


Fxlee oN 


87.4 入 小 于 流 形 397 


十 ，flir :tL 二 入 是 林 积 泛 国 人 = Vol 时, 委 ] 的 临界 点 ， 
证 明 撒 据 体积 的 第 一 变 分 公 动 人 4.3j, 必要 作 是 显然 的 . 
现 证 充分 性 . 对 上 任意 的 六 E 时, 可 联 的 开 邻 域 1 怖 得 六 是 
竖 查 带 阳 的 失守 请 形 ， 再 到 详 的 开 郭 城 楼 得 忆 和 忆 , 则 存 在 光滑 
靖 数 EE 训导 { 性 Y, 满 星 


OASL Nm =1l, Many=t 


和 规 认 二 -加 ;网 太 |yw 三 i 选取 J: 一 玉 的 变 分 


FiDx{-c,5) oN 
十 得 厂 是 它 的 变 分 向 量 场 . 由 假设 和 蛋 税 的 利 一 变 分 公式 性 3 得 划 


0 = To = -mf 及- [HI 
Ji 


由 于 -1 之 0. 卡 式 歼 售 着 .| 避 |? = 0 于 是 子 流 形 了 :村 一 六 的 
平均 晶 率 合 苹 囊 在 点 p 的 郎 域 上 处 外 为 塞 . 由 于 点 8 的 性 意 性 ， 
平均 项 率 向 量 玉 处 处 为 地, 故 了 : 查 一 站 是 站 的 概 小 村 方形 证 
人 毕 . 

从 上 曾 的 定理 可 以 得 到 上 几 个 有 趣 的 鸦 论 ， 

推论 4.3 设 {f 肌 是 具有 非 正 截面 遇 率 的 黎 崇 流 形 , 刚 和 站 全 
中 的 极 小 于 流 形 必 有 非 正 的 Biewi 曲率 ， 

证 明 设 了 :对 一 读 是 淄 入 在 1, 及 中 的 澡 维 极 小 子 流 飞 ，Ttie 
丰 导 上 的 Ricci 利率 ， 


站 一 


g= fy. 


我 们 要 证 明 ， 对 于 尾 意 的 六 E 时 以 态 枉 意 的 单位 切 向 基文 & Th 区 
有 
Rict RY) < 


398 。 音 七 章 将 间 流 形 的 子 流 形 
洗 此 ， 任 取 到 的 个 单位 正 交 基 席 fei … ,2 使 得 时 二天. 世 
及 和 兄 分 别 表示 tg) 和 ( 襄 , 硬 的 曲率 张 其 ， 则 由 Ricei 遇 率 的 证 
多 ， 

RiclX) = ly ea ;= Re aeii el 和 


t=1 


其 中 兵 [eeii 表示 识 妾 流 形 (9) 正点 了 向 着 由 三 ,6 张 成 的 二 弹 


截面 的 截面 曲率 . 
根据 和 ass 上 硬 程 ， 


{Rlen, ea)ei, 61) = (Rie Ei)ea EL) + tleL, Ee1) lei ea)} 
一 全 fy Fe), tle, Bi) 


= Rie er t+ ehler, ed tei ea} — [ies es; >, 


因此 
™ _ JP 
RiciX) = 为 “页 fei et 十 Trtihte, el] 五 /一 » ‘hier ee 
这 | 
-YA ee Sleep 写 昌 ， 


f= 卫 1 一 上 


推论 4.4 在 具有 非 正 截 硬 遇 率 的 单 违 通 完 备 称 虹 芷 形 【站 ,而 中 
不 存在 紧 私 无 过 的 极 小 子 流 形 . 

证 明 用友 证 法 . 根 崇 :时 汪 丰 是 站 中 紧 歌 元 边 的 航 小 于 
流 形 ， 固定 一 点 pg 所 和 媒 , 用 rp 表示 从 取 点 划 好 中 各 点 的 下 离 函 
数 . 因为 MM 是 紧 葡 的, 故 有 点 9E 对, 恢 得 p 硅 点 Y 达到 最 大 值 ， 用 
7 ; 四, 中 王宫 表示 连 楼 点 8 和 的 情 簿 止 规 测 地 线 ，! 一 pl 各 , 则 由 
张 长 的 第 一 变 他 公式 {类 看 第 下 剖 人 .四 式 ) 得 知 雪 局 与 计 在 好 正 
交 ， 在 TT 对 中 取 和 定单 位 止 变 基 底 {fe1,-- em}; 对 汪汪 一 个 固定 的 i 
村 条 中 作 浏 地 问 si : 5,2】 悦耳, 帅 得 


oid0) 二 二， TO) 一 fi- 


和 7.4 权 小 于 说 形 。 309 


因 洲 浆 是 单 连 通 的 完 务 丈 昌 清 形 , 日 具有 非 目 截面 曲 宰 ,所 眠 出 人 ar- 
tan- 了 aarmard 定时 (第 五 章 的 定理 434.31， expy ;Ty 2 NN 是 汇 注 癌 
三 ,于 是 可 以 考 开 变 从 


;x 一 各， 


使 得 对 上 任意 的 二 E 1 一 sh 变 分 曲 织 芋 呈 重 ;tt 是 在 六 中 连接 
Fi 两 点 的 最 拔 浏 地 线 ， 比 如 可 邻 


ft, = TD ( erp (oilo) ) . 


i 
于 是 王 ; 的 杰 苍 向 最 场 让: 古语 和 定 必 的 Jacobi 场 ， 并 且 潢 中 
Wn} = 0, Wit) = ei 


因此 剑 ; 人 的 上 YY 人 的. 显 恕 ， 对 于 任意 的 4 E11-5,5), 蛮 分 曲线 (人 和 = 
下 他 人] 的 焉 长 
Li = LY) 一 站 ef 


巾 于 在 点 4 法 到 最 太 但 ， 旋 有 


d= 
£0 = 本 Ri 之 吕 ， [4,17) 


寻 一 品 


郧 一 方面 ， 根 据 记 长 的 第 一 这 他 公式 | 莽 者 第 六 章 的 定理 1.1) 
LOY = His 1 + + fm + Ry, HW Wi}dt 
=thie et, ty + fmt — ||Y ss Hi EE 和 二 
因此 根据 时 基 极 小 千 流 还 ， 册 及 下 wx < 由 的 假 证 ， 


He 


mt 全 + 本 PE]dt 


400 。 音 七 章 柳 更 流 形 的 于波 形 


Tr 


> >》 f [Hdt. (1.18) 
由 于 Tift) 是 非 索 Jacohi 场 ， WD) 关 0, 因此 
y- Li(0} > 0, 


# 二 ] 
这 与 (4.17) 式 相亲 拔 ， 征 毕 . 
注 记 4.1 有 另 一 种 方法 证 肛 久 ZY(0) > D0. 由 于 Wilt} 是 Jawobi 


场 ， 故 
EVD = 全 feel yD + WD Wr) 
={h[lea ea) YT {DY + {HY 四 TI 
因此 
于 = ew. wd) = 3 > | 的 本 的 


国 为 Km 0, 由 第 五 章 引 埋 31 的 证 明 过 程 可 知 《iT 人 的) 是 严 
将 递增 图 数 ， 捉 实 上 ， 


{] 


本 二 2 (E), Pitt), 


中 Witt} = 人 二 

= | -| A Va RY, We 2 1 2 0. 
因此 1 Fil 划 } 是 单调 冲 增 的 ， 即 

WE, WD) 2 WD WON = 0 > 0. 
上 式 中 的 等 号 不 能 成 立 ， 老 有 0 > 0 使 得 


i tto) Wilto} = 0, 


qd 
下 


i 一 -划一 
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则 由 《区 天 的) 的 单调 性 得 知 
HS HA = 0 


即 
A =0, WP = 0 YO<t<t. 
换言之 ， 
Whitt) 二 改 . 于 心 妆 上 六 吉 ， 
琢 WI0] = 0. 这 意味 着 全; 人 是 零 Jacopi 场 ， 与 本 人 = a1 和 粕 耶 盾 ， 
特别 地 ，《【 评 并 中环:) > 0, 因而 有 


mt 


~ Leo) > 
i 二 1 
值得 指出 的 基 , 辛 这 里 再 次 司 用 了 求 和 技巧 (类 看 第 六 章 病 .2, 定 
环 2.] 之 后 的 说 明 ). 
天 十 极 小 子 流 形 的 琛 入 研究 取 站 于 帆 微分 片 程 型 论 的 应 用 ， 其 原 
因 在 于 极 小 子 流 形 是 -- 淆 非 线 性 枉 轿 型 偏 汪 分 方程 [组 ) 的 解 . 下 面 把 
概 小 了 了 方形 的 菏 件 在 局 部 举 标 针 下 表 法 为 帆 微 分 方程 组 .入 地 ,在 时 
中 取 局 部 睹 标 系 fu), 在 tN, 可 中 取 局 部 坐标 系 [x1,… 9， 
则 映射 了 :好 二 六 在 局 部 上 表示 为 


f= ro fl 


于 是 


402 某 七 全 林 妥 夭 形 射 于 流 形 


则 在 邮 上 的 诱导 歼 品 度 基 #8 由 
_ br ri 
0 7 Dan tr By 

妆 ， 


冶 山 ,假定 上 机 i 分别 是 个 al 和 fij) 的 hristoffel 记 气 ， 痢 
各 由 拉 回 其 f*TN 上 诱导 联络 卫 的 定 必 知 


_ 站 dAIH a 
Dt {8 ) =5 疡 ( 交 i BD es) 
于 后 yo Be ja 
-> arm + DT Bt Br ria Br 
岂 一 方面 ， 由 Causs 公民 [ 乱 下 本章 的 证 记 1.4)， 
_ a a 由 昌 
EAC A tr 


oF 4 2 i) 
= 


Ki 


让 ”日 
» (ps ) 


D3 Po Of Of pe i ) Be 
Hae Ba Hi 5 时 四 WE 


具有 而 


从 
Ht 二 De 二 


i BF DFT i of YY 
2 人 + 5 Hu’ bu Btn 2 Bt re 
Li ， 


He 轻 小 子 波形 4 鸣 


此 此 可 而 ， 概 六 子 流 暴 了 了 ; 对 五 访 窒 是 任 徐 分 方 笃 丝 


i B/D i FT 
tJ T* 
> 7 让 2 di BT Ta 2 2 i et 


(ny | 二 2 


还 可 蔬 用 萄 昭 流 形 的 ]aplarc 前 王 琅 焉 与 某 件 (20 和 襟 描 第 二 
章 加 5 |! 的 于 芝 ， 染 显 寅 形 i491] 圭 的 BtramiDapliaw 党 : 子 


rive grad OT A 
有 有 曲 部 些 标 表达 式 
时 
~ i re 4.21) 
机 = 2 区 一 -27 和 六 (21) 


于 是 由 性 2 式 ， 要 寻求 [计量 焉 全 开 全 内 夫 距 得 小 没入 


fi 
奋 靖 部 上 太 古 十 求 站 合力 数 
于 站 人 [1 lAcn, 


十 得 蕊 们 沪 咱 方程 组 


a fn 4.22) 
Auf | 2 人 站 Ta 
1 上 迪 , 上 
HSC En w= Be 


入 果 轩 图 空间 {NW. 衣 是 nn 维 获 外 空间 杯 , 可 以 在 时 中 选 定 征 - 攻 
水 让 音 坐标 系 te! 1 1 伍 得 


404 。 弟 七 说 散 美 流 形 的 于 请 形 


此 时 m 绯 淄 人 子 踊 及 了 : 邓 一 吧 | - 均 昌 率 同 明 声 可 六 表示 为 


HH 一 一 As rf se = = Aw 了 [2 
其 中 了 = 【六 六) 计 限 信子 流 形 了 :好 一 中 在 医 * 中 的 位 胃 向 
其 ， 让 此 得 到 
推论 45 m 维 季 各 流 形 (4,9) 在 到 中 的 等 卫 温 A 


ff: eR 


是 机 小 子 流 形 , 当 且 权 当 它 的 位 名 向 其 了 是 邓 上 的 史 - 值 调和 浦 数 ， 
则 了 有 符 所 有 分 基 都 是 3 上 的 调和 五 数 ， 

基 扎 ， 排 论 4 可 以 衣 接 具 寻 . 了 2| 式 得 到 . 

如 果 丰 二 下 十 1 摘 可 话说 ， 如 果 下: 计 二 BE! 是 本 中 的 二 
曲面 ! 余 维 是 1 的 汉人 了 施 拒 1 那么 对 在 怠 部 上 可 以 袁 示 凡 个 活 
罕 后 数 的 图 父 ， 沾 芒 设 时 生活 祖 男 数目 :DEC 一 及 的 谢 必 ， 即 

了 了 二 人 .24， 


其 中 (i) 可 以 看 作 于 的 司 宛 代 标 条 . 闻 果 EE _， ,m1 记 了 rt+1 
证 的 笛 卡 杀 右 角 坐 标 ， 则 混入 7 在 A 上 的 博导 黎 曼 度 最 是 
中 一 » (f+ L 3 9 ) (asrlar = Yi, + RP)duidu, L255) 


| 2 


re 
鞭 中 所 = 9 于 是 
在， 一 di 十 ii;, 【十 .2 ] 
由 此 得 到 
,. _ OF . 
证 直 - ; 
站 ”一 站 一 L's = Dn —————— fh;, [二 27] 


1+ oi) : 
根据 推论 二 5 混入 于: 和 -RR 证 怕 "1 中 的 玻 小 超 由 面 当日 仅 当 


一 n hi; Bf ， BF 
人 2 (® | 1 (2 - 太 基 | = 0,， {4.28) 


| 
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州 了 的 分 直子 于 代入 工 式 得 到 


. 上 . ' 
Dl i =0, 1<{<m: [29) 


用 了 的 党 匠 严 = 下 代 和 44.38) 式 洗 到 


fy RE YP 
2 C i+ EF) Bro 330) 


4 


由 忆 27) 的 第 式 可 向 ， 件 .29) 过 是 仁和 区 式 的 推 说， 因此 ， 浸 六 
这.24) 是 了 的 极 小 想 遇 而 当月 公 当 函 束 吕 汪 中 坊 微 分 方 程 


5F AN SF FY HF 
乞 ( " 2 (二 ): 2 dut 知 冯 ] Ht Dr = 0, Li.31) 


1. 


二 二 可 以 改写 成 


有 忆 
。 一 一 一 一 LN 十 .32] 
2 十 二 | 


另 - -个 重要 的 符 和 倒是 肥 全 二 中 半 笃 沪 r > 日 的 球面 SmI7) 为 外 
峙 窑 间 总 . 光 了 方便 起 凡 ， 通 第 联 四 中 的 厌 点 为 #9in] 的 球 心 - 
假设 STO 一 tl 是 包 售 册 射 ， 则 mm Re A 3 中 
的 等 卫 汝 人 了: 和 一 37fr) 可 以 看 作 是 在 到 一: 中 的 等 

fF=iof :Ad » WT. 


邵 光 D,D,D 分 别 拓 化 此 流 形 时 ,SMIr), R11 中 的 歼 曼 联 红 ， 乒 和 上 


部 别 如 未 子 流 开 


I :A Snr Eo Ff : Bf os Rt 
的 第 二 秆 来 形 忒 (参看 注 记 1. 则 对 于 公章 的 焉 ,YE 实 [ 时 ] 有 


EY). Dxyf(l™ — ADxIN, 


408 。 七 训 党 并 流 形 的 于 注册 
RX) =Drfir) — fIDrY. 
加 举 用 上 标 ( 不 示 台中 的 向 基 【 ) 在 5 人 ff) 的 屿 空 着 | 的 下 
次 授 影 ,并 王 和 往常 一 样 ， 罕 记 法 上 忽 暗 渡 入 入 以 及 它们 药 切 时 
射 的 记号 ， 则 此 |: 面 的 疝 个 式 子 可 忆 得 妆 
hIX,TY =Der — DxrY ~ [DxY) ~ DxY 
- [DxY — DxY) = 全 下 ， 


特 其 地， 如 果 疡 和 广 分 别 足 子 流 形 :4 一 ntr 和 
M8 一 到 +1 的 半 源 辐 率 间 其 忆 ， 则 从 上 式 得 到 


I = 站 [4,331 


出 此 全 得 几 下 的 蝇 虹 法 论 

定理 4.6 (Takahashi) m 鲈 狐 码 济 形状 在 如 人) 韦 的 竺 时 
浸 六 了 :本 到 症 站 世 到 和 要 小 也 这 束 ， 当 娃 们 当 丰 在 兴 祥 关 玫 
AE OY, 使 往复 半山 出 广 二 ?a 了 ;村 … 民 *+! 满足 茶 忻 

A -Af (4.34) 

即 同 晨 函 数 总 和 站 丰 公仔) 的 读 问 一， 此 苍 ， 当 [34) 成 立时 ， 必 有 
A= mir. 

证 明 向 痛 入 2 总 作曲 ] 西式 可 等 


_ . 下 sr 
HH = 二 一 [本 和 有 1 (4.335) 
Ti 


因此 ， 太 =0 当 及 要 当 wo 所 一 Win. 
完成 定理 的 证 时 ， 根 宗 存 让 E COM 全 得 性别 恩 立 ， 刚 
由 
(Av [ff ME = A 一 [4.36) 


a 


ft7.5 床 积 航 第 .二 杰 分 公式 7 


另 一 方面 ， 如 果 选 取 好 上 的 单位 正 交 标 执 场 fe,J， 并 月 把 了 看 
作证 站 在 5 他] 上 的 王 +1- 值 炒 数 ， 则 
fF 三 alf) 二 dile,) = Fi 
于 二 
Aw[f) = 2, Fi 


其 中 亡 ; 星 广 的 协 变 导数 ， 即 9 让 一 记 wi 一 所 jwi, 这 里 ， fw} 是 与 
{#1} 对 侦 的 作 标 各 场 ， wi 是 联 络 形 式 ， 从 而 由 恒 等 上 ,应 = 下 以 
及 吾 部 旺 络 与 度 蕊 的 机 等 兰 得 到 


ts } = Df h 有- 2 


可 fe, 下 一 2 eth) ) ‘fi i) 
三 一 人 三 一 yi - = 一 证 ， 


特此 式 与 峙 ,区 ) 式 作 比较 即 可 得 到 3 = 一 mmr*, 评 毕 ， 


87.5 ”体积 的 第 二 变 分 公式 


在 .一 节 导 出 了 子 流 形 体积 的 第 … 变 分 公 成 ， 并且 证 明了 葡 最 州 
形 tN, 屯 中 的 极 小 了 流 形 以 好 是 在 任意 的 有 固定 这 界 的 灾 分 下 体 税 花 
范 的 师 界 点 ， 即 体 和 注 画 企 极 小 也 请 是 上 上 取 临 界 值 .在 本 一 方面 ， 对 
上 一 个 黎 宗 的 根 小 于 流 形 了: 的 一 ( 交 , 央 ,如 村 它 的 任意 一 个 有 男 
定 和 这 弹 的 变 分 的 栖 积 证 函 在 了 上 都 有 工 的 一 阶 导 数 ， 则 该 极 小 了 得 形 
的 蛋 积 达到 局 部 最 小 值 { 也 吕 是 在 孩子 流 形 保 持 过 界 趟 动 的 任 总 的 找 
勤 下 达到 蛋 积 的 最 小 芋 ). 因此 在 子 芒 形 微分 几何 中 ， 计 算 体 积 证 明 的 
二 阶 导 数 此 十 分 重要 的 ， 另 外 ， 在 计算 体积 的 第 -- 变 分 时 ， 矛 绎 发 秽 
蛮 分 向 是 场 闫 本子 演 形 的 切 分量 在 第 ，- 变 他 全 式 中 心 赴 起 作用 的 ， 因 
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此 ， 在 求 体积 的 第 二 变 仔 全 蕊 时 ， 只 节 赔 子 波形 时 有 闭 定 边界 的 法 向 
变 邹 ， 即 假定 变 分 启 量 场 不 与 已 知 的 要 小 子 流 堪 是 外 处 正 变 的 ， 
县 了 :LN 硬是 等 扩 淄 信子 流 形 ， 


nt = im M0 = dm 六 


在 求 体 各 的 第 一 变 分 公式 之 前 ， 上 先前 绍 于 个 与 子 视 北 f 密切 相关 的 绕 
性 工 子 . 

1. 法 礁 了 1 好 上 的 Belirami-Laplace 算 子 太志 

对 于 尾 总 络 定 的 及, 了 美 [NT, 先 定 锋 主子 


Henst (X,Y) :TITLM) .1 LIT+A) 


部 下; 
Henna, YE = DEDEE— Di yt. [5,1) 


党 易 验 证 ， 对 于 征 将 的 4Em™Y[ 对 有 
Hesst lh. XY.) = Hose tN, A Y) = NA. Hese (X,Y), 
国 此 ， 算 于 Hess [XT 闫 下 了 世 向 直 场 及 ,YY 具有 张 呈 全 夺 ， 并 有 
Ileast (X,Y) Hess (YA) = RIX,Y) 
其 法 从 了 对 了 法 联络 D+ 的 曲率 算 洋 . 


设 fe] 是 于 上 的 尾 党 一 个 局 部 标 贺 场 ， fs = 出 etei 六 设 
fg) 二 {9a) !. 利用 算 了 于 Hess 一 , 可 以 定 文 曾子 


Ml TI TIT AH), 
使 得 


Mt =gd Hogs (ei, ei)E 


i 


| 7-5 性 积 的 日 二 症 营 公式 dn 
= DEDLE — D608) VEETIT AM). {5.2) 


寄 易 验证 ， 上 式 右 映 与 时 上 的 局 部 慰 棵 划 【il 的 选取 无 区， 特别 
地 ， 邵 果 {x} 是 单位 止 详 标 哥 声 ， 风 有 


TH 
A = DDLE— DE ad) VEETiTIM), 9) 
i—l 


训 采 [条 ,91 是 紧 儿 的 有 向 黎 芝 访 形 ， 则 证 以 站 TM 中 定妆 
内 用 人,-) 如 下 ; 对 于 柱 意 的 ETI+ 肛 1, 令 


£ 71| 一 ， hn, 与 
(n= fav (5.4 
一 般 地 ， 加 对 是 非 紧 的 泊 向 黎 呈 流 形 ， 则 亲 以 沽 谍 集合 

TofT ad 一 站 ET TM :具有 紧 至 的 立 撑 集 ]， 


易 旭 ， lo 人 1) 是 TIT+ 7) 的 厂 性 子 空 他， 并 且 由 人 5.4) 式 完 各 的 
内 积 在 TolT 了 T+ 对) 中 闪 姑 大 适 败 晤 . 
命题 5.1 设 { 寺 ,四 十 坚 或 万 边 的 有 向 吏 曼 流 形 ， 则 


A :TTLiM) a TT MM 
美 上 内 栋 蕊 ,-) 是 秆 共 辆 算 于 ， 并 且 从 条 瑟 半 负 证 时 
证 明 证 Ti 起 对 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 会 


__ 下 
Os i 二 Ber E71 De; = Tjien. 


=- 二 
则 对 上 任意 的 总 9 ETITTM) 有 

(DD 
于 是 


(Dz DE = 名 二 坟 ] 一 个 Da [5.5] 
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= eilestE: DD) — ef De) 
— eit Di + ,De Da 
由 此 得 到 
A De DE TD 
=u™ {etey itt, — 2es( :DEN) 
+ Ds De 
— Tt extit, a + Ti Di nD} 
= {esley ite, — To enlist, 1))} 
+ ,gu {Da De: — TE Da 中 
— 2 [ei De 二 — LE, Der) 
一 站 于 村, 立 知 袁 
2g DD 坟 一 了 恬 ,DaD) 
人 
KX = HE, Des, 
网 下 与 局 部 毕 标 厅 (ta 站 的 选 隘 无关 ， 因 而 过 诸 上 的 : -个 光 少 基 
条 志 上 雁 ， 鞭 散失 其 


div 一 > 入 后 二 诊 ， 人， ji 一 2 1 全， DD. 好 多 
人 | 
所 以 
[= div {5 让 
根据 艇 度 定型 及 Green 公式 [第 二 章 ， 定 天 5.3 和 定 弄 4) 得 到 
f (A dr = f (5 A bd f A (t,t Id 
Ni nl i 


-2 iv d kyr 
了 


EE i er Te de 


§7.5 条 积 的 第 二 变 分 公 坪 。 1 
= fe Aida 
人 

Bp 

{六 TTT. 
这 就 征明 了 

A :TT TIT 'AM) 
基于 应 积 1 是 和 白 共 固 算 于 
沟 了 说明 态 吝 的 半 仙 定性， 在 15.5) 式 中 他- 《是 得 

(EDLE, 6) = cil{Da€.6)) — (DEE.DEE), 

礁 而 有 
NEE = 9 et De é, 6 — (DoD, td — Dé Dad)) 
= divt — gD, #,D, 各， 
大 中 
于 一 9D es 

直 企 对 上 的 光 清 切身 其 场 ， 四 此 

hea- f epi nt dd < 

nt 

缉 入 是 半 负 下 算 了 ， 证 毕 - 
3, 法 具 耻 1 邮 上 葛 Kicci 曲率 算 子 Rice 


对 上 上 任意 的 pe 时, 岂 及 了 时 疝 什 童 一 个 语 底 {ej, 可 世相 名 条 
了 Ric :TT 二 TW 时 ,使 得 


(ef ,TEETHM, {3.7 


Ric” 好) = 后 [R 
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其 中 及 趣 交 中 的 曲率 算 子 ， 绷 明显 ， 上 式 右 山 号 基底 {e] 的 选取 无 
美 ， 特 期 地， 如 果 fe;} 二 二 灯 中 的 单位 正 交 基底 ， 则 有 


Ric (le) = — RI Fe) VEETM, (A) 


;i 


命题 5.z 竹子 Ri :了 THN 一 了 对 美 于 法 由 了 + 上 的 黎 蝇 
结构 1,-; 昨 自 共 饭 的 ， 
证 明 对 十 任意 的 neI 时 有 


(Ric [8#),m = 2 (RE feady Tfey)) 
= -Fw (RE ote) flen): 
= Dom Ghee 
= Ric 站， 
即 Ricl :人 时 二 了 是 自 共 轿 的 .证 上 毕 . 


3. 复合 算 子 h oi 
对 于 pc 池 , 如 


hd x To + TFN 
是 于 流 形 :好 一 六 的 第 二 基本 形式 (参看 注 记 40), 它 也 可 以 看 作 


映射 
ha: TA Bp TM 


使 得 
A = hi {5,9) 


分 别 选取 af 和 了 LM 的 基底 {es} 和 {ss}, 并 设 


hles ey) = hico, {5.10) 
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hes BW ej) = NY ea. {15.11) 
映射 及: 各 TM 五 TL 的 转 旱 
nT a TM ET, 
是 一 个 线 牧 册 射 ， 它 由 下 式 确 定 ; 


hca) 二 » phen Ry op- {5.12) 
i 


很 明 普 ， 太 的 二 名 与 基 遍 {#5;} 刊 few] 的 取 法 无 区， 不 叭 知道 ， 复 侣 
映射 上 6 起 :TL 和 4 二 T+ 具有 表达 式 


he hlen) 三 由 ( 六 ge en = 
i 


= = ， gh hter He = Dtgihshieg, (5,13) 
上 让 


由 此 可 见 ， 线 性 让 换 上 天 :7 周一 于 在 基底 {fes} 下 的 矩阵 孜 
Tua = gg hth 


i 
特别 地 ,如果 {e4 基 工 * 的 单位 正 变 基 蜗 , 逢 用 庆生 产生 pH 
而 有 a ET 则 站 0 起 和 全 18 式 可 以 分 判 简 化 为 


-2 ey [5,14) 
honhttes) = Yh hes. {5.15) 
站 :证 癌 


有 了 上面 的 蕉 备 ， 现在 可 以 叙述 了 调 形 作 科 的 第 一 变 徊 会 式 如 
卜 ， 


414 时 七 宣 舱 轨 流 形 前 于 流 带 


定理 5.3 设 i04,g) 是 紧 埃 带 边 的 m 外 和 加 黎 曼 芷 屯 , 了 : 邮 一 克 
寺 等 距 谤 入 在 徘 黎 最 流 形 [9 网 中 的 极 小 溯 流 形 。 如 条 


天 :一 


是 子 流 形 了 ; a .页 的 任意 一 全 有 固定 过 界 的 法 向 变 分 ， 其 变 谷 上 痢 
基 场 为 中. 网 有 下 列 公 式 ， 


Ti 一 -| ! 补 作 二 Re 十 中 口 具 下 下 全 Fw [5.161 
.10 式 称 为 本 党 避 体积 的 弟 二 塞 分 公式 . 
证 明 中 {4. 61 上 下 我 们 有 


Tt 一 "| (fi HY, [5.17) 
i 


| Hi 是 真 [ 归 ] 的 平 汐 曲率 向 草 ， 琴 = 所 (其 】: UW 其 诺 导 度量 
一 { 下 将 二 积 元 素 ， 对 1517)1 式 再 次 求 志 得 到 


Te 二 网 上 中 (CH WE dn A A du™ 


+ 二 多， a 二 dT. [5.18) 

由 高 一 了 :出 沪 训 是 极 小 于 流 形 ， 王 : 耳 = 三 0. 于 县 在 怕 .18) 册 
中 仿 =0 仿 有 

A 二 eH, 和 dv- 519) 

到 mf (|, ,WD db i- 19 


注意 到 被 积 表达 式 《 (Dg Ft)| .WW》 与 了 上 认 局 部 学 标 系 
fa 的 选 版 无 闫 ， 因 此 可 世 在 他 一 点 的 办 近 渤 联 遂 症 的 局部 浴 村 


， 
| 
， 
| 
， 
! 
! 

4 

， 
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系 对 它 进 行 计 算 ， 只 机 最 后 所 得 到 的 表达 式 与 局 部 坐标 系 的 选取 是 无 
英 的 就 行 了 ， 进入 是 好 的 一 个 局 部 全 标 系 ， 令 


Ki t) = Pry (高) = (fe, ( 中 Xi = Kilt=0, ] 1 


则 出 第 - 章 的 内 .站 式 得 知 


DA: = Da, W, Di X; = Ds, RE, 
EE Bu? 


9) 是 浅 向 变 外 三 的 变 分 向 基 切 ， 固 此 


【证 ， 于 :6 = 人 1 


由 于 凶 fy,0) = 


设 D' 是 诱导 度量 wr 的 敢 蜗 联络 ， 则 出 平 鬼 曲 率 和 癌 其 的 定义 ， 
ml = {oY CE {fe} 忆 让))， 


于 是 
mD pH = (ms (Di [fi], (° 和 
十 i Dp (高 一 下 (pe jw )) 仿 .20) 
厢 接 计算 得 知 


Sg) =— ty 4 (ot lr | 
= — {9 (gD yg Re Er) + UNE TY a XL)) 
一 一 {ge (a) 十 + a) 志 jn) 有 
一 一 ge (ge 十 fos (0 Da WH 和 由 


a 8 
<0 人 Ch 全 Bim) ) 


此 中 必 三 子 济 形 了 : 呈 一 的 第 二 基本 形式 [做 酒 ; 往 记 1.1). 由 末 


nt 
(0). (ns | 市) _ 


416 可 志平 芍 理 这 形 的 子 话 弄 


进而 借助 于 了 和 = Doo, 可 知 ， [5.30 式 右 这 的 第 一 项 与 WW 的 
内 积 


9 1 nL pe 
oe A 日 所; 一 下 i div (高 ) 十 二: 5 
9 - 
. t 业 
1 
上 一 上 
_ 9 mt 8 
1 
xX) 
f= 


i 
= Do 


87.5 体积 屿 弟 二 村 从 人 安 起 17 


_ in 9 i - 
一 Te pi 你 一 二 A Da, Fs Hurd 于 ri ,0 i 
_ 十 
= (中 全 ， 
ur 


其 中 {14% 是 联络 D: 的 联络 系数 ， 由 此 得 知 ， (5.20) 式 右边 第 一 项 


与 WW 的 内 积 是 
Ll 


(ons 
| 
(BaD) 


下) 


二) 


1 
t=0 
RW XK, WY 


Ds 
(eo 
一 (ye) 
og 
+( (ps, Diy WD wD 
-人 
= (Bic! 


oe ™ (有 P/ 


1 全 二 《了 本 
人 人) 
此 外 ， 穿 易 得 知 
(人 (总 ,A (总 W) = gh he 9 
= {ho Ary, Wy. 18.23) 


最 后 ， 综 全 全.20)~(5.23) 种 式 得 到 


0 Ww) 


=.. (Ric! iH, 不 } Ab on FY). 


一 ft (Dy 五 ; , 


lB 。 币 七 章 柳 归 流 形 的 于 流 形 
扎 上 式 代入 45.19) 成 全 得 


Wi= 一 f (A + Rir' HY + hn hEEY, FFYdLy. 
Day 


证 毕 . 

注 记 5.1 是 区 53 有 胖 用 活动 慰 架 方法 的 证 果 ， 请 条 看 委 孝 六 
献 49]. 

下 面 ， 在 概 小 在 曲面 航 情 形 上 收入 位 各 的 常 二 变 分 公式 

说: 虹 一 上 是 =m+1 维 区 总 流 形 (下 中 时 极 小 超出 
面 ， 46 是 时 上 单位 止 杰 局 部 标 混 场 . 若 用 表示 要 有 曲 而 的 单 全 法 
问 基 ， 册 有 AECesg 性 竺 让 =Am 并 用 Au = 容易 看 出 ,我 
们 有 

A = (A A, 


另外 ， 
Rie-[W) = -Rt Lei) WF)F ea) 
一 一 让- 2 i Lei}, nf en], 

因 呈 


(Rict (HY). WY = -2 PR te) fle) = Eic(m) 
其 中 Ric(m) 是 黎 曼 旋 形 (NN, 到 中 沿 方 向 台 的 Hieei 曲率 . 此外， 因为 


只 af ] =hohtAn). MD hn, 


上 所 以 
hho, = 3 = | 
tj 
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| 六 | 一 Dl) 
i 


栎 六 下 有 曲 而 的 第 二 厅 本 形式 的 槛 长 半 育 ，# 
的 第 二 空谷 芝 式 苞 为 


V0) = -| DA 十 是 firfmy + | Yd Tg. {5.241 


综 上 上 志 述 ， 栋 症 超 曲面 性 积 


正如 本 节 开 始 记 议 到 的 ， 排 导体 各 第 二 痰 筋 公式 的 一 个 则 的 是 妆 
出 判定 一 个 极 小 子 流 形 的 性 积 是 否 达 到 (局 部 ) 最 小 值 的 卑 段 ;与 此 
病 韦 相关 的 个 重要 概念 其 极 小 子 流 形 的 稳定 性 ， 基 于 极 小 丁 流 形 的 

稳定 性 ， 已 有 本 窜 的 研究 成 果 ， 在 此 各 利 用 体积 的 第 变 分 公式 证 明 
两 咎 车 要 时 定 建 ， 作 为 这 个 专题 的 A 入门. 

定名 55. 设 玫 ;时 二, 刘 司 等 防 概 小 淄 入 ， 如 果 对 于 计 
是 得 一 个 紫 致 有 向 的 带 这 区 域 只 子 流 形 fin 在 任意 的 有 固定 近 界 的 
法 向 变 分 下 其 体积 的 党 二 空 分 者 是 非 负 的 ， 刚 标 f 尼 稳定 的 梳 小 子 
流 形 . 

设 了 : 蜡 一 六 是 一 个 等 听 温 和信， 和 如果 对 于 M 的 每 -个 党 玛 有 各 
的 带 边 区 域 ,以 及 任 守 一个 于 流 拱 让; 卫 忆 于 ,内 要 

了 om = fy 
便 有 下 [站 三 P 月 , 册 你 子 流 形 了 是 体积 景 小 的 , 其 "Wilp) 和 
Vfi 分 别 表示 带 边 获 径 流 形 (加 ,了 如 和 ( 轨 . 产 本 的 体积 . 

显然 ， 侍 一 个 体积 最小 的 子 济 形 都 是 稳定 的 极 小 子 流 形 . 

引 理 5E.4 设 f; 计 浅 久 是 nn 维 笋 显 流 形 {N. 表 中 的 极 小 浸入 
超 曲 面 ，n = mm 十 1. 如果 nn 总 于 流 形 在 谷中 的 章 惊 法 向 基 场 ， 
则 了 是 稳定 的 充 从 履 则 菜 件 是 对 于 性 名 具有 肾 至 支撑 柴 的 光 谢 函数 
入 EE 有 


f et + pdr < f [WA di, (5.25) 
Ni MI 


420 第 十 章 标本 流 彤 前 子 注 形 


其 中 Rictn) 是 在 米 品 流 形 (六 如 中港 态 向 ww 的 Ricei 曲 举 ， 
证 明 在 时 上 了 到 单位 正安 后 部 标 梨 志 {ej 并 设 4 兰 ei 和 出 


AmlN) 一 DN) = 2{DeDe, 一 Di a) 
=2 TD DN + eA ~ MDn., re) A)) 
A TDD, — Dp lAt 2 (hy 
AnA+ [YX 


于 是 | 
A 二 5A ) -2 


将 它 代 入 65.24) 式 得 到 
下 1 2 | | 【5.3 
Vv 0 =- {Au | 于) 二 间 )| ln. {5.24 


设 0 是 好 的 开 子 拒 ， 懒得 丰 仙 紧 歌 的 并且 SuppX C TU. 那么 册 
Green 从 碟 得 到 


1 _ 
| Auf{A HV = -| (WA 元 HT9 = 用， 
2 2 ap 


其 中 元 是 指 大 的 指向 本 内 的 法 向 晤 因此， "0) 站 当 且 仅 当 
[5.25} 式 成 立 . 证 举 . 

定理 5.5 投 (MN, 碎 是 具有 止 数量 曲率 的 紧 独 有 向 的 三 维 凶 上 坚 汶 
形 ， LM,9) 由 尝 玛 有 向 的 二 维 获 盟 流 拱 ， 如 匡 了 :对 一 站 是 上 中 稳 
定 概 小 的 注入 申 面 ， 册 对 的 与 格 入 对 ) 性 为 零 ; 换 司 话说 ， 在 满足 年 
理 荣 件 的 克昌 流 形 N 中 不 存在 S 格 为 正 、 并 且 紧 狐 有 加 的 稳定 覃 小 
浸入 曲面 . 

证 明 设 恒 上 幅 招 明 流 形 的 数 其 曲率， 上 其 用 面 时 的 Gauss 
曲率 ， 丈 号 噶 在 不 中 的 单位 法 向 量 场 . 对 于 任意 的 PE 对 , 选取 对 
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在 zn 点 奎 折 的 单位 止 交 标 架 如 {et, ex], 必得 时 的 第 基本 形式 眼 的 
外 其 15 = es, 87) 物 成 -~ 个 二 阶 对 角 方 隆 ， 即 存在 局 部 定 关 的 光 背 
图 数 和 jt 合 往 


hi A la = pe = ha = 人 0, [5.2 台 1? 


由 于 时 些 点 的 慨 小 晨 面 ， 站 = 一 和 于 是 | = 222. 坊 64 二 nn, 则 
fe1, to, c3} 是 NN 上 说 Mi 宪 忆 的 单位 让 区 标 间 塌 ， 从而 由 数 重 业 率 的 
定 必 


中 
必 一 » Reacn cn. ea) 
il 


= (Fie Te + Bie, EE) 

=2Ttirtn) + 2H{e, ra ea ei). {5.27) 

再 由 Qanss 方程 得 -全 有 15.261 式 ， 
Rley, ea eo 6) = Rr, ew ta tt) FF (ha Co hn = FE + 各. 
把 上 式 代 A 居 -27) 得 
S =2Ticin) + 2K + 2 = 2Ricin) + 2K + | 
=2Rictn) cc Ik} + 2 — |nF. 
国 此 
F = —{Rictn) 


对 一 方面 ， 册 于 计 是 和 冰 的 天 小 投入 击 面 不 等 式 (5.25) 对 于 
尾音 的 AECYLM) 成 立 ， 如 时令 三 1 则 得 


十 机 中 十 LE + A (5.28) 


1 (Hictn’y 十 [hl dV TD 
Nf 


菜 七 章 茜 妇 流 开 的 于 波形 
映 后 ， 根 据 Gauss-Bonnct 定理 入 5.28) 式 得 到 


4 一 生计 = | Kd > -| (Teiny + |B| dry > 0, 
2 be 


其 中 利用 了 仍 挛 兼 件 写 宇 0. 研 局 训导) < 二 即 识 寺 ;= 亚 昔 . 

下 面 的 定 足 讨论 拘 色 空间 中 报 小 越 贞 面 的 称 定 性 . 

定理 5.6 弯 唔 基 欧 氏 室 何 开 " 中 的 时 区 带 这 区 域 ， 天 :了 一 玉 
是 光滑 函数 ， 合 得 下 的 图 像 


一 
是 rt 中 的 一 个 带 进 极 小 浸入 肚 曲 面 ， 刚 对 十 五 上 佳 总- 个 光 少 
阔 数 所 的 图 构 而 二 区 "+ 内 要 = 对, 慨 有 
VMY) < VO), 
其 中 等 号 成立 当 且 仪 当 他 = 好- 
定理 56 说 朋 ，Be*-! 中 市 光 请 了 靖 数 下 的 图 像 弟 出 的 检 小 由 曲面 
好 是 体积 最 小 的 . 


证 明 本， zt 记 慨 * 中 的 稍 卡 未 誉 标 系 ， 则 图 桔 对 


出 二 数 方 程 
Ti 
{5.29) 
ml = Ffut,. 1) 
给 出 ， 因 此 好 | 的 扫 标 举 场 由 下 列 切 向 车 场所 成 : 
;= em [53.303 


dri Dut dr 一 一 


用 站 记 对 的 单位 法 向 其 场 ,使 得 [天 :下 昱 出 的 年 向导 于 "1 
一 至 .不 难 求 出 


IF 8 Ud 
抽 一 B (- Hor me 十 ee 1 {15.31) 


| 
| 


5 体 可 的 项 一 要 分 公 吉 。 423 


其 中 
和 
Fo=,|l 一 一 
+ 之 (8) 
加 1 总 严 1 
Ti 一 PF Be Tom-l 二 再， (32] 


入 感到 导 挂 让 的 图 悍 , 襄 是 场 ni 实际 上 让 治 的 妙 数 ,二 而 只 依 扶 于 
蛙 标 工艺品 ;因由 本 以 把 扩充 成 定 突 让 六 x 及 记 世上 的 
光 清 问 基 场 ， 司 得 在 坐标 下 线 【中 rt 上 是 常 向 一 场 ， 
共 中 [0 , 末 ) 足 六 中 长 意 一 个 而 定点 呈 " "的 体积 元 京 地 
N= 1 [5.39] 
令 
ww 一 [一 了 


t+1 
= ln de A AdrA A A de 34) 


其 中 ml 龙 筑 微 作 起 的 内 乘 ( 优 看 第 一 章 习 古人 第 54 题 ), 现在 需要 证 
明 下 面 三 个 事实 : 

i dw = 二 0, 惠 ww 是 人 Re*l 上 的 闭 形 世 ; 

全 wy 二 dV 基 司 在 子 流 形 好 工交 限制 旺 对 的 体积 于 | 

[9 着 Mf 足 商 鉴 下 :中 一 区 的 图 像 ， 交 大 蜡 的 单 售 波 疝 居 ， 刚 
wl = 


先 评 明 结论 [1). 对 15.34)] 式 求 让 微分 得 到 
na 
w=" ( : ja 
2 由 光志 
再 站 ， 六 二 位 世 j, 帮 14 与 1! 元 闫 ， 所 以 


ya 一 Arle 
站 


省 i=1 


一 T's 
对 巴 芭 民 my) 


d24 某 七 讲 营 雪 流 著 的 于 注 形 


因 海 明 数 王 的 图 像 全 要 小 超 虹 面 ，F 人 ,ww 必 满 足 方 各 14.32)， 


妈 上 式 的 右 曾 为 等 ， 这 意味 阁 


yA on, 即 dw = 0. 
HT 


[2} 的 证 明 . 根据 [5.30) 起 ， Rm11 在 诸 , 上 的 话 导 庶 基 出 
dy 一 i 二 hs 十 iby, 1 


第 出 ， 容 易 得 州 


TT 
det lgiy) 二 1] 十 LF) 三 五 2， 
上 =1 


因此 时 的 体 税 元 家 中 
dFw = Pdul a -A du™. 
将 全 29) 式 伐 六 司 .34) 式 得 习 
wa = 


Tr mn 
十 D1 nidu A (> ede) 
f=] 二 | 

=Pilut A A a™ = dV 


[3) 的 证 明 . 于 的 单位 法 向 最 这 的 分 基点 


其 中 


UTC = Pdy!l A A de™. 
直接 计算 得 到 


wo =n id 让 -0 点 dur 


TL TI _ 
十 Yinde 站 要 Ban) 


Ek=1 


: 和 的 第 二 灾 分 公 太 135 
1 二 1 
= 6 十 2 站 站 ddl A ht 
= Pdyl A dw di 
| 
| 最 后 来 完成 定理 的 证 明 ， 
设 果 基 闪 潍 隙 于 亡 : 呈 一 朋 的 图 情 ，H Bf = 1, 即 
Flap = Flan, 

和 可 殷 定 WW 部 隧 国 成 W111 中 的 个 紧 玛 区 域 G, 恒 得 

A = MM. 


出 人 okea 种 理 ， 


fu f == “= | d= 
Pes 旺 站 让 


VM = = fo ma 
< 上 dy — VIMY. 
如 果 癌 半 正则 在 尹 的 一 个 正 测 度 子 集 上 伞 ,2) < 1, 因 此 
VM < VAD. 


所 以 


证 毕 ， 


2 在 对 七 蕴 车 各 流 形 的 于 流 形 


站 题 七 


1 这 (3, go) 是 疝 信 获 昌 流 形 ， 昌 = A 重生 
是 Mf 和 ds 的 黎 品 滋 积 (大 看 第 意 的 例 2.0. 有 让 002 和 D 焦 
这 表 南 4 和 和 对 上 的 散 品 联 弟 ， 

i 对 于 任意 的 EE 裔 1, 好 中 的 子 集 

{Mop = {pd) £ Af; 9 E A 
是 对 向 的 -个 与 is 交 漆 癌 且 的 子 流 开 ， 广 明 :， [四 好 的 全 
测 地 子 流 形 ， 

他] 设 pe ME Ma ue TM wy EIA RH A, 0 
证 明 ， 阁 护 Vpn 村 等 同 末了 儿 Tyaa, 则 对 上 调和 贡 确 定 的 
蕉 而 曲 兴 Ke, tl = 0. 

2. 设 映 射 用 一 梧 由 下 式 直 祥 : 


1 , ， 2 
Fd, :2 = 0 sind, eos sin | | 二， 
YY 


5 丰 凤 中 的 单位 球 向 ， 证明; 

(FC 并 :好 二 是 -个 课 入 ,但 对 二 下 上 的 标 
准 虚 其 而 下， 它 不 是 等 史 朗 信 ， 

他 大王 ) 一 ST( 太 )x St135). 因 而 作为 $3 的 黎 营 于 统 拱 ，/(333) 
的 总 aus5 则 率 恒 汶 渗 ， 

3 诬 认 申 莹 并 流 形 ， 瑟 CC 对 CN .在于 流 形 ， 证 肿 如 果 和 WH 是 
中 的 全 洗 地 了 波形 ， 往 是 于 的 侍 测 地 [或 极 小 } 子 访 素 ， 则 5 也 是 
NW 的 公测 地 (或 慨 小 } 本 广 否 ， 

4. 慢 Mi C NW 是 鱼油 地 村 许 形 ，1 1,2. 证明， 好 x M2 是 
NE x Ns 的 全 调 地 了 流 培 ， 

5, 设 吕 是 而 中 的 单位 妹 而 ， 对 = 六 x 具有 乘积 度 如 证 


) 
| 
| 
| 
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明 : 并 的 截面 曲率 上 二 0. 试 求 平坦 环 面 下 二 5 x 在 对 中 的 一 
个 全 测 地 的 等 出 嵌 和 人. 

6. 语 是 一 个 此 有 开赴 变 元 星 度 其 的 李 群 (! 优 看 第 -- 草 习题 第 
16 题 }, 了 :上 二 避 居 李 群 有 到 G 的 问 态 ( 惟 看 第 一 章 习 题 第 45 题 )， 
让 明 : 玫 末 了: 玉 一 如 蚌 衣 入 ， 则 站 类 于 请 导 座 要是 全 油 地 的 . 

7. (Cliorg 环 面 ; 洪 喘 射 f: 珀 一 本 内 下 志 定 全 

i.) 一 V2 sin 32808 wan sin wm 
人 EE 耳 ， 


[1 征 由 ， 下 梧 ) 人 CR 并 月 了 ;区 一 个 是 等 陛 记 人. 
国信 

£1 =[— sin vt, wos v28,0,0), 

LE 二 0, — ain VD, V2), 

ey = 友人 Cos v0, — din vad, cos ya, gin ve), 
-LL 
- 芒 
试 此 证 einyPa srsyes 上 和 {e483} 分 别 是 子 流 形 了: 放 一 医 和 
了 :本 7 5 的 Parhong 标 架 场 . 

上 证明， 加 大 了: 下 一 中 的 第 一 基本 形式 吨 关于 Darboux 标 

身 场 {el Ca ‘4] 的 芝 其 汶 


二 一 0 = 
可 见 ， 了 :了 一 型 不 是 概 小 子 访 形 ， 
(1 证明: 由 了 了; 到 二 3 庄 导 的 肢 射 
-CC] 1 11 了 3 
i 加 并 自 (局 一 9 
起 十 而 SI ”x SLs) 存 名 中 的 等 距 李 小 骨 六 [ 称 为 Cliord 环 
面 }- 


{ruy Wa ain vio, cos Ye sin yf ae). 


Le 


429 如 上 上 辜 医 量 流 形 前 子 流 于 


8. 地 认 居 m+1 鲁 区 品 流 形 , 下 : 六 二 及 是 学 捐 靖 数 ， 6 一 Ff)， 
其 中 j 各 EN 芋 卫 的 一 个 正则 点 , 邹 五 在 z 点 时 宰 麻 【wp 天 放 
此 时 ， 记 碟 呈 称 为 光 疹 两 数 后 的 -个 正则 值 . 设 


= {PEN: FD = 0, iFi) 中, 


则 3H 基 褒 中 的 起 曲面 . 
中 证 明 : ”和 在 六 中 的 平均 曲率 


其 中 diyn 是 入 上 的 散 度 算 子 ， 
[ 委 训 时 是 六 中 的 任意 一 个 超 曲 而 ，PE 计 . 证 如: 存在 点 8p 在 
N 中 的 一 全 开 分 域 以及 上 的 光滑 琴 数 所 ,使 竹 上 站 村 其 王 羔 
二 某 个 止 岂 值 的 赣 信 梨 ， 由 些 可见， 超出 而 六 的 闪 均 是 率 可 以 表 示 
四 1 
H = -vto), 


其 中 名 是 季 在 六 中 的 一 个 单位 法 向 量 其 名 的 局 部 光滑 扩充 . 

浸 上 用 fore 提 基 规 而 曲率 为 上 的 错 亚 明 空 间 ， 证 明 ， 如果 
WF 是 Hnte) 中 的 m 维 全 测 地 闭 子 流 形 ， 则 谋 与 下 “人 等 些 ， 试 决 
定 了 6) 中 所 有 拆 件 刊 地 本 流 形 ， 

10. 设 六 是 黎 品 流 形 ， :一 让 此 训 上 的 一 个 等 蝶 率 摘 ， 如 
果 好 世 直 号 吕 在 交 中 的 不 动 点 的 尝 侣 ， 汪 明 : 在 姥 上 具有 日 的话 
导 的 六 消 说 挫 娃 移 ， 评 且 时 关于 话 导 度 其 态 上 的 伞 调 地 了 于 流 融 . 

11. 设 条 上 训 褒 的 于 流 形 .如 虞 对 于 时 中 的 每 一 杂 有 曲线: 中 ,1 一 
时 有 总 { 人 全 是 ) 二 了 ij 计 , 训 穆 旭 的 切 基 了 关于 疼 的 区 总 称 乡 
五 是 平行 的 . 这 果 ， 品 苦 六 中 消 ? 的 半 行 移动 . 让 时， 工 灶 关 十 
五 是 半 行 的 当量 当 对 于 任意 的 六 ,YE TITM), 都 让 DxY c (a). 
由 上 比 可 见 ， 上 骨 蚌 惟 中 的 全 测 地 子 流 形 当 则 侈 当 TM 着 喇 其 平行 
的 ， 
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12. 放下 : 二星 等 古渡 入 在 1 状 殊 喇 流 上 访 中 的 mm 维 子 
旋 堪 ，E 是 了 的 一 个 法 出 量 场 ，D+ 划 半 移 法 腊 络 如果 对 于 生 总 
的 下 三 革 1. DE = 语 则 称 法 丫 晤 场 沪 了 了 巷 平 行 的 , 证 明 ， 一 
个 于 零 潜 同 其 场 二 是 半 行 多 当月 权 当 国 。eonst., 并 且 单 个 法 向 其 场 
Su 一 人 a 

. 设 六 -个 nm 维 般 则 率 衬 同 ， 前 起 襄 的 汝 入 子 流 形 ， 
oe 起 河 条 定义 的 一 个 Darboux 标 架 场 ， i 是 对 的 第 二 装机 
形式 让 关于 {ental 的 分 拓 ， 对 十 任 主 的 a, 令吉? .让 明 ， 妨 
果 对 于 其 个 mmo, 音信 法 际 量 扬 sw 让 证 各 的 ， 则 各 了 莹 吾 * 注 号 


有 


1 谱 了 :时 辣 厨具 等 时 膏 六子 度 形 ， 辣 ED : 记 广 站 
半 艾 咱 率 向 所 场 ， 如 举 五 和 为 法 向 量 场 是 半 行 的 ， 则 称 浸入 县 有 
平行 平均 曲率 向 量 场 . 让 明 : 了 具有 于 行 下 档 则 率 向 电场 泊 考 促 当 在 
Darboux 标 上 万 te.. ,| 下， D7 ve 其 中 Ils 扣子 的 第 : 
基本 背 式 站 的 也 术 微 分 在 标 氏 场 [erea) 下 的 分 所 过 看 人 .13] 式 ) 

15. 试 烛 有 下 总 3ns8 方 福 评 洗 :有 什 : 中 记性 实 让 议 半生 的 标准 惑 
而 Smfuy 具有 常 蕉 面 员 率 < = 17o2， 

16. 这 蜡 站 名 明 流 形 久 的 渡 入 本 流 描 ，D- 是 对 的 法 联 冰 ,如 
时 对 于 任意 的 六 YE fT, 了 D- 的 抽 训 汉王 及 1 三 作 刚 杯 于 
是 具有 平坦 法 具 的 子 站 形 . 让 明 : 如 果 六 龙 节 曲 效 衬 间 ， 刚 好 小 行 
平坦 钛 战 汝 用 本 当 存 霸 一 点 了 E 时 孝 有 六 点 洲 相 的 标 驾 场 Te 人 址 
得 对 上 件 意 的 二 ET Webuarden 变换 环宇 {5;] 下 站 是 阵 企 
4 点 是 对 前 夭 阵 ， 

17. 并 曲 记 间 吾 寻 ce 可 以 看 作 是 Tarcntz 空间 桩 点” 中 的 彤 入 
超 刷 甸 ， 

[1) 导出 责 sf 在 Lorents 空间 本 i 站 中 的 直到 公式 和 基本 方 村， 

(2) 采用 类 和 包 汪汪 章 习 题 第 1 是 的 办 江 。 证 时 mnfe] 具有 常 窟 而 
曲 音 ce， 
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18. 设 :五 玉 是 表 曲 流 丧 时 在 六 中 的 等 比 浊 入，g 是 时 
上 的 将 曼 疙 量 ， 关 是 汉人 了 的 第 二 基本 形式 ，?#E 时 . 如 果 存 在 法 占 
蔗 上 ET 恒 抑 


i 二 站 贡 括 ，wP 训 了 


则 称 z 点 为 当 A 玫 的 脐 点 ， 遇 果 入 的 每 一 点 玫 居 了 的 脐 点 ， 风 条 
是 全 脐 的 . 
f 证 明 ， 了 是 全 入 的 当 电 友 当 存 厅 了 的 花 滑 法 向 基 场 &, 使 得 
站 [于 YY) = 必定 下， 是 大 其 [f)- 
[如 证 明 ， 当 1 中 的 等 式 成 立时 ， 二 几 是 浸入 了 的 平均 曲率 向 
重 短 ， 即 有 总 二 万- 


19, 投了 : 虹 寺 训 是 mm+l 绯 区 最 纺 形 NW 中 的 浸入 因 曲 面 ，# 
尽 | 的 话 导 获 闸 度 其 ， 此 上 的 一 个 单位 法 疝 世 场 . 假定 


五 : ET) x EMD) ， rT+ a 


是 f 的 第 二 基本 形 术 ， 则 存在 MY 上 [的 一 沾 对 循 的“ 阶 苏 变 张 基 场 入 

使 得 对 本 作 意 的 王 . 了 ES NE = ACE Yi 显然 ， 二 阶 协 变 

张 基 场 h 和 衣 剑 相 确 定 ， 因 市 也 被 称 为 起 曲面 的 第 二 基本 形式 . 
i1) 证 明 ， 了 是 全 脐 的 当 旦 仅 当 存 在 好 上 的 光滑 明 数 4 使得 


hE YY) = RY, 0) = My YY), 是 三 ,入 二天]， 


其 中 属 ,"， 是 上 的 表 癌 度 其 ， 此 时 ， 表 数 和 由 起 曲面 对 的 半 均 有 曲 
党 进一步 说 上 时， 加 果 ， 忆 是 关上 的 禾 公 联 综 ， 则 上 式 等 从 上 


Trt FE = A YX EN) 


[2 设 认 是 常 昌 举 空间， 名 h 之 2 7; 4 一 让 是 全 航 昌 浸入 由 曲 
面 ， 证 明 : [1) 中 的 痛 数 4 在 常 秆 测 数 ， 并 日 , MM 光 于 恋 导 的 歼 暗 度 
蓉 也 是 一 个 常 则 举 空 间 ， 


用 第 二 合 习 题 第 31 是 ， 证 明 : 训 上 类 5 了 = 兰 卫 是 入 上 水 形 | 二 舍 1 
的 敢 营 度量 ，p 二 已 全 [N), 则 有 


Fe ,YY = eof N,N), 
YX, Y € ELMY), 


其 路 石 是 效 品 流 形 [和 ,下 上 的 称 曲 联络， 名 个 基 卫 数论 向 六 可 
的 六 向 导数 ， 由 此 可 见 ， 放 :条 一 全 ,及 仍然 是 全 肪 的 误 入 超员 和 面 ， 

1) 旭 = 最 "+1 并 赋 闻 标 冰 的 欧 压 度 黄 ， 证 明 :， 如 果 了 : 时 一 
Eee=] 目 休 旷 的 课 和 人才 遇 面 ， 刚 AM 是 tm 维 平 而 上 mm 徘 球 面 的 一 
部 分， 

二 0 设 入 是 nn 二 mt 二 1 准 瑶 品 流 形 ， 了: 时 一 二 严 等 距 译 和 在 
NN 中 的 里 曲面 ， 扎 是 洁 闻 定 习 的 单位 法 向 最 场 . 对 于 尾 瘟 的 PE 并， 
我 们 用 站 = A :1 二 To 表示 在 点 的 Wringarten 变换 ， 巧 的 
特征 情 1,-… ,Xn 是 mm 个 实数 ， 称 为 等 防 浊 人 了 论点 的 主 曲 率 ， 
相应 前 将 征 向 量 的 方向 慰 为 『 在 了 点 的 主 方 向 ; ma 个 主攻 之 的 飞人 
十 点 的 Gauss-Kronecker 曲率 . 江 且 : 浸 
入 子 是 合 脐 的 充分 必要 条 件 是 了 的 mm 个 主 曲 率 处 处 都 柑 守 ， 

21. 法; 村 -+ Bmt1 是 畦 下 浸入 超 下 而， SS" 是 3 中 内 原 
点 汐 中 心 的 单 售 球 页 通过 由 m+! 中 的 平行 移动 ， 了 的 单位 法 向 天 场 
fo 篆 出 一 个 党 祥 映 射 宇 : 村 :5m CC RM+1, 使 得 对 于 全 区 的 pE 好， 
Cp) = 名 人， 如 此 定 广 的 映射 称 为 等 由 唐人 了 的 Gauss 映射 

[1 证 明 ， 如 果 对 于 任意 的 p E 好, 通过 如 :+ 中 的 平行 称 束 把 
J] 和 Twim5” 等 癌 起 来 ， 则 有 


他 .= 下。 Pe 


其 中 二 :二 让 {村 1 是 于 的 Weingartnn 变换 . 
员 Y 设 Mf 卸 贤 薄 下 定向 的 连通 整 靶 流 形 ， 证 明 ; 如 条 等 路 弃 人 
的 妆 anss. Kromecker 曲率 处 锤 相等 二 替 , 则 好 与 单 售 球 面 兴 泌 门 及 . 
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23. 调 诸 是 带 曲 率 空 间 六 中 的 迷 通 址 曲面 ，》 是 时 的 一 个 主 
曲率 . 对 于 任意 的 点 pe 暑 , Mp 的 重 数 记 为 rfp), Weingartan 变换 省 
对 应 二 Atp) 的 特征 子 空间 记 为 名 , 易 知 dim 纺 二 rp}. 证明: 

(1 如 时 好 的 乓 一 个 主 遇 率 的 重 数 都 与 点 王 E 团 无 关 , 则 由 Pp 
分, 确定 了 型 上 的 一 个 * 准 泊 靖 分 布 多 (入 看 头 间 六 上 献 [3 第 1 和 -151 
如), 即 对 于 任意 的 点 五 上 则 ,存在 靖 的 开 埋 域 亚 商 及 定 习 在 站 的 = 全 
光滑 切 向 其 场 大，…… ,总 , 巡 得 在 橙 一 点 9 EE {有 这)} 
是 EE 的 一 个 基底 ; 

在 有 的 条 人 忻 下 , 分布 甸 基 完全 可 积 的 , 即 对 于 插 意 的 点 
PE 型 , 着 在 时 的 通过 Pp 点 时 子 流 形 Mi, 司 得 在 每 一 点 9 &€ 如， 
Thi = 纺 ; 此 时 称 中 | 是 分 布 罗 的 一 个 积分 流 形 ; 

{3) 在 {1) 的 茶 御 下 ， 如 果 了 二 2 则 在 分 布 多 的 每 一 个 积分 流 
形 上 等 于 常数 


如 向 其 是 欧 民 宇 间 ?的 mm 维 温 入 阅 流 形 . 把 点 PE 时 让 吊 
中 的 向 年 记 为 < 的 ), 那么 z 可 看 作 定 央 在 好 上 的 向 基 函 数 ， 称 为 对 
在 Rr" 中 的 世 置 向 量 ( 范 数 1 他? = 1m +1, 十 设 荆 ,是 及 "+1 上 的 
标准 度 其 ， 馈 是 时 的 单位 问 量 场 ， 人 对 3 = fr, 0%, 它 村 上 的 光滑 
函数 ， 称 为 浸入 了 的 支撑 区 数 . 证明 ， 如 果 好 是 紧 纯 连通 的 ， 则 下 
是 未 谁 妹 面 当 旦 人 当 古风 号 为 党 峰 ， 并 月 对 的 Gauys-Eromnecker 时 
率 此 处 不 为 于 ! 耸 看 村 章 习 题 第 21 题 )- 


34. {Licbmann-siiss) 设 几 是 "+1 中 有 癌 的 紧 致 连通 超 曲面 ， 
证 明 ; 和 是 到 "+ 中 的 标准 球面 的 芥 分 必 机 条 件 是 由 的 支撑 国 疗 
3{ 乱 看 本 音 习 是 第 3 题 ] 处 外 二 为 替 ， 放 日 其 有 常数 平均 曲率 . 

站 . 役 谋 亡 卫 ++!1 是 混入 超 曲面 ，Pe 上 如 果 存 在 点 在 笋 中 
的 开 领 域 已 , 慎 得 世上 上 的 所 有 点 都 位 于 切 空间 下 邓 的 同 …… 侧 , 则 称 对 
在 p 点 是 囊 的 ; 如 果 存 在 点 pa 在 时 中 的 开 命 域 使 得 NT NM = {p}， 
出 称 好 在 了 点 处 地 严格 目的 .如果 时 在 每 一 点 者 是 目的 【或 者 是 严 
司 些 的) 则 称 好 是 BT! 中 的 凸 超 曲面 ! 或 严格 凸 超 曲面 ;. 证 明 ， 
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(1) 如 果 好 在 :…-- 点 bp 是 点 的 ， 刚 Mi 在 该 点 的 第 一 基本 形式 是 
半 定 的 ， 即 虹 在 点 所 的 所 有 主 曲 率 t 旭 二 或 生 在 5 点 的 特征 生 ) 其 
有 相 回 的 符号 ;如 果 中 在 点 六 足下 定 的 或 抽 定 的 ， 邵 对 在 点 攻 的 所 
有 主 曲率 帮 夫 于 过 或 都 小 于 零 ， 则 对 在 点 Pp 是 下 楷 上 是 的 . 

(2) 如果 对 在 一 点 了 f 的 所 有 截面 曲率 都 大 于 党 ， 人 出 对 在 该 点 是 
严 虱 后 的 ， 反之 ,到 果 时 在 一 点 是 攻 的 ， 则 对 在 b 点 的 截面 曲 认 
全 部 让 铅 ， 

站 . 请 时 是 了 + 中 的 紧 狼 连通 超 有 曲面 证明， 

;上述 三 个 茶 件 互相 等 价 ; 

ta) 时 的 截面 曲率 下 恒 下 为 过 

hb 好 的 截面 曲 这 志恒 友 于 等 ; 

itt) 村 是 可 竺 向 的 ， 并 及 时 的 Ganss 受 射 宫 : 屠 寺 Sm 项 范 证 
问号 ! 葡 看 本 章 习 题 第 2 是 )， 

地) 在 (1) 的 各 忻 下 ， 对 是 严格 凸 的 . 

27. 渤 村 记 欧 "+! 是 浸入 起 有 曲面 ， 证 明 ， 

f 加 里 对 是 紧 致 述 通 的 ， 并 日 具有 正 截 面 曲 率 和 和 带 数 下 均 曲 
率 , 刚 好 蝶 由 "+1 中 的 标 凑 球 面 . 

[2 如 果 对 的 下 均 曲 率 和 数 基 晶 率 均 为 常数 ,并且 具有 止 玲 面 出 
率 ， 邮 好 其 标准 球面 的 一 部 分 . 

28. 设 遇 是 REm+)1 中 的 超 曲面 各 > 3. 证 明 , 对 十 任意 的 点 bE 财 ， 
存在 半 位 正 迹 的 基 间 量 ee2 E To 于, 使 得 对 洪 二 维 截面 [el 62] 的 
截击 曲率 fe1,e2) 之 由 

29. 证 和 N 是 完备 的 n 维 节 总 流 形 ， Midia 是 六 中 的 两 个 紧 训 
的 全 测 地 子 注 形 - 证 明 ， 

如果 交 的 截 商 曲 牵 处 处 大 于 零 ， 并 上 且 


dim ML + dim My > nn, 


网 A 着 
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避 如 时 六 的 Hieei 曲率 爷 籽 太 于 零 ， 并 二 
dim MM = 出 In My = no 1, 


刚 Mi dz 天 由 

30. 设 立 是 党 曾 的 二 十 并 > 宇 由 维 常 曲率 空间 ， 好 感 慌 中 完 
背 的 连通 超 遇 面 . 证 明 ， 如 果 对 具有 半 行 的 第 二 基 避 形式 站 即 上 的 
协 恋 向 节 恒 为 零 ， 冉 村 是 常 曲率 窗 闻 ， 或 者 荐 两 伞 佐 识 贡 昌 率 空 问 
的 直 积 . 

31. 在 共有 三 鹤 稚 而 曲率 的 空间 形式 中 导出 子 流 开 的 森 本 公 二 机 
基 末 方程 ， 并 委 出 与 定理 3.] 对 应 的 结论 ， 

32. 没戏 是 轴 +1 维 单位 球面 S57! 中 紧 致 无 迪 的 连通 超 曲面， 
证 明 : 训 轩 车 的 平均 曲 京 海 常 数 ， 并 屿 其 有 古训 的 裁 面 曲 论 ， 岂 对 
是 tn 绯 球 向 或 岗 个 慨 维 球 而 的 直 积 . 

0 度 虹 己 可 "是 紧要 无 这 的 嵌入 相 曲 面 ， 证 表 ， 妇 果 对 是 
连通 的 并 且 具 有 滑 数 量 晶 率 ， 则 它 是 及: 中 物 标 淋 球 而 . 

浊 . 尘 帮 和 为 上 自然数 ， 开 过 mm Sm11 是 和 1? 中 的 单 储 尿 面 . 作 
为 回 量 空间 ， 酿 :是 本 +1 与 本 "5+1 的 下 和 . 型 证 时 是 有 :中 
的 连通 上 直 曲面， 了 证 时 在 Rm"* 中 的 位 置 条 其 {类 看 本 党 可 加 第 23 
题 ), 它 可 以 哗 -地 表示 涯 关 = 虹 1 十 各 az, 其 中 


时 


吨 蜀 嘴 对 到 单位 球面 号 和 Sw 的 浊 请 映射 ，a.5E CMUMY, 卫 有 有 
全 二 + 总 二 1, 设 厨 = 二 一 hej 十 wez, 王 明 ， 

5 在 3" 中 的 法 向 基 场 当 且 悦 当 a,b 为 非 深 常数 ， 辣 
站 本 记 进 人 : 

上 以 下 假定 4.6 汶 两 个 卡 数 ， 则 条 二 St) xX 5 从 是 并 子 
流 开 ， 它 在 "+ 中 的 沼 二 茜 本 形 汪 是 


h = {dr, dé = ablide, der’ — (des, dea)): 


习 关 七 ”4 


二 寺 是 5S™+t 中 和 约 朴 小 超 曲 面 当 旦 仅 当 


| 庆 im 下 
全 二 ”1 b= 1 
1h 直人 


此 时 ， 好 称 海 ST! 中 的 局 Horad 极 小 超 曲 面 . 本章 习题 第 了 题 中 
的 Diitford 环 面 是 它 的 特 便 . 

35 入 a0 ia) = {za EB r+ 
S209) 一 有 EY 是 从 S71a) 到 实 身影 平面 了 Ps 上 的 日 热 投 能 (天 看 第 - 
总 习 题 第 4 题 ). 人 oa] 上 的 标 芍 度量 在 RP” 上 有 一 个 诱导 度量 y, 使 
得 fT; [a) 二 (及? ,yo) 为 局 部 等 险 ， 以 (ful,-… .nw 表示 开 上 的 第 
卡 水 直 骨 坐标 定 总 了 膜 射 站: R' 一 区 如 下 : 

wl 一 V3, vw v3 #3 


一 二 
22 


1 
可 时 时 2 
Ur 

5 了 ] 


易 知 ， 当 他 区 可 上 吾 全 时 ， 开 人 ea = 1 因而 了 确定 了 一 个 遇 和 
821g) 3 94, 这 里 如 是 梧 中 的 单位 球面 
0 证 明 ， 有 映射 了 :52(a) -3+ 是 等 降温 人， 由 此 说 明 /诱导 了 
一 个 等 中 符 入 
了 [时 2 0) + 1, 


{2] 证 明 ， 了 :Safay 一 3114 让 等 昼 地 ， 了 ;他 让 ,p60) -+ 91] 是 极 
小 的 当量 权 当 a = w3. 相 诬 的 等 班 概 小 浸入 站: iv 加 一 + 或 等 耳 
概 小 上 晓 上 下 :PUREP2 ,np 一 9! 区 为 51 中 的 Werotrese 曲面 , 它 的 进 一 
步 推 广 可 以 参看 参考 文献 [3 了- 

36. 诬 {时 ,9) 怀 mt 维 笋 曼 流 形 ， (ND) 是 - -守信 射 联 洪 空间 ， 
了 ;MH 一 NW 是 光 诅 映射 . 惧 据 第 二 之 的 出 8.2, 在 拉 加 此 : 产 T 六 一 时 
上 上 以 有 请 导 典 第 ， 仍 记 汉 D. 定 多 


BrlX,Y) = Dxrfily) — fADxY), YX Ye EM), 
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其 中 也 是 好 上 的 艇 昌 联 绕 ， 显然 ， 吾 ff 全 了] E FT 即 卫 亲王 
是 具 中 语 了 定 立 的 问 苦 场 ， 开 而 定 习 的 By 粹 为 光 涝 映 庄 了 的 第 二 
基本 形式 ; 部 果 吾 f 三 自 ， 则 和 铬 晤 射 中 全 测 地 的 ， 

i 证明， 加 加 DD 是 无 找 联 铬 ， 弄 By 基于 于 ,三 是 对 称 的 .此 叶 
By 它 关于 莫 蜗 度 基 六 的 迹 人 = tr[Bp) 称 沟 鼎 射 了 的 张力 声 ; 师 军 
站 的 张力 场 rE 启 处 处 为 寄 ， 剧 称 站 是 调和 映射 . 下 面 假 谱 语 二 各 量 
流 形 ， 并 灸 站 ,各 示 让 上 的 获 虹 度 甚 ，D 丰 它 的 紫 癌 联 缚 ， 

(2 对 于 蜡 上 的 什 关 局 部 标 鞭 场 {ei}, 邻 


ef 一 3 Dt Cea Fe Es). 
wl 


易 知 ，af 入 与 标 染 场 Te 的 贝 法 巨 关 ， 从 而 确定 了 好 上 的 一 个 非 俩 
光 渍 函 孝 世故 , 称 为 野 射 了 的 能 昌 密 度 . 当 对 是 紧 激 获 总 流 形 时 ， 积 
分 二 让 y td 称 海 光 衬 映射 了 的 能 量 . 证 上 明 ; 峡 射 夺 为 调 利 | 
映射 的 充分 必要 菜 件 是 对 十 性 意 敬 颇 戈 了 此 宫 己 计 .已 辟 了 在 电 上 
的 性 演 一 全 具有 固定 边 专 的 六 分 下! 如 x 1 一 5,2) 于 记 , je 是 能 量 池 
画 五 [w) = EE[f4) 的 唤 界 点 ， 革 中 上 胺 世 := 入 由 jp) 二 tp, 区 
确 乍 ， 满 足 荣 忻 二 |ar: 二 站 sc 

ft 证 六 李 .页 证 等 匠 课 入， 刚 作 为 交 的 更 基 子 流 形 ， 8 让 
具有 第 :基本 形式 3 积 半 均 曲 率 向 其 总、 试 葵 贞 椭 种 党 二 基本 形式 
Br 和 之 问 的 关系 ， 并 证 明 ， Tri = mF 因此， 一 个 等 此 浸入 
了 小 当 吉 当 且 弘 当 了 是 调 丁 映 出 . 

37, 设 [NW, 恒 是 具有 正 Hicci 出 率 的 黎 受 流 形 ， 了 :了 寺 计 是 放 
中 的 槛 小 浸 太 想 曲 面 . 延明， 如 果 本 基 紧 臻 可 定向 的 ， 则 f 不 是 稳 
定 的 . 

38， 才 5S" CC 及 "+1 是 单位 球面 . 证 明 ， 在 5 中 水 存在 紧 致 无 近 
的 稳定 概 小 于 流 瞩 . 


习题 解 车 和 提示 


习 题 一 


2. 利用 窗 郊 男 烧 求 剧 的 链 式 法则 -为 党 时 局 部 坐标 变 摘 的 -Iaeeli 三 到 式 守 水 


cm 


为 浴 ， 可 忆 在 涉 题 拉 论 中 乳 [Wx 2》 二 [Gp 


， 取 定 本 网 一 合十 | 晤 8 一 人 全 E 于 -由 蔽 可 以 构造 册 吕 一族 局 部 


尘 标 东兴 3 二 {i 认 ];0 万 1, 其 中 对 于 发 启 的 2 EW) 一 
{一 让， 次 是 好 的 -个 平 同 地 党 的 定 同 ， 由 
下 邮 是 证 通 的 ， 短 一 点 由 三 邮 事 叮 以 用 范 肛 3 若 滑 晶 引 与 向 完 点 j 连接 本 
来 ， 斋 短 是 可 斌 向 前 ， 再 订 好 的 任意 一 个 定向 站 到 好 上 给 出 的 定 周 是 
由 下 时 前 定 列 吨 - 列 定 的 ， 著 而 而 对 的 定向 内 有 两 种 ， 所 以 呈 的 定向 
到 有 帅 个 . 


人 由 到 则 负面 的 党 党 ， 适 当 簿 小 及 后 ，9 东 弛 Sn,w) 析 成 的 -个 


局 部 坐标 对- 虑 据 反 力 孝 定 理 ， 可 以 证 刑 这 样 得 到 的 癌 训 坐标 系 是 局 -村 
光 的 . 
[如 加 怀 责 fw/ 十 妈 一 下 天 加 <Y< 吾 可 以 形 示 国 以 下 四 个 正则 大 
若 山 向 六 从 的 : 评 染 : 
ST = Rr ot, T+ rens Hin Pr sin Pp) 
Dn 
二 SC 有 [再 一 六 CO npr sl, 
月 之 洒 立 是 一 厂 站 写 看 : 
Sy 十 ros wensa, [HF +reo se) sind,r sin yo), 
一 本 区 人 
一人] 


一 管 这 归 总 证 一 开 寻 站 全 天 


6 人) 宣 祥 Er” 的 个 并 村 瘟 沁 一 Tri 1 关上 >n+ 寺 到 下 : 


下 一 人 


438 习题 解 芳和 可 示 


-T 


Te 


一 


风采 基 TP" 的 一 个 烛 益 ， 对 于 每 一 个 a; 定名 上 股 射 Po :5 一 民 下 ,使 得 


二 pal, 1) 


可 忆 层 证 , 每 一 个 ea 部 乓 从 5 到 "的 并 射 , 通过 它们 可 以 建 入 攻 P” 上 - 
的 拓 托 诗 构 , 使 乔 所 在 的 映射 ee :Ei 一 下? 都 基 国 环 ， 并 出 Te Ga 
说 天 工 莹 康王 十 二 还 是 放生 WY 相 革 的， 因而 确定 了 CP™ .上 的 一 个 光 
锅 流 依 姑 档 ， 此 外 ， 对 于 慎 意 的 na, 自 铝 投 觉 T 在 TU) 上 的 局 部 坐标 


表示 是 1 | 1 
一 1 | 了 2 
NT 1= (二 到 : En ) 
同上 出 ， 乞 是 当 滑 喘 市- 
( 罗 外 说明 映 射 并 59+" CP" 是 -个 济 射 ， 由 丁 计 一 sm tz, 对 十 任 
音 的 点 pe 加 3 十， 
元 [的 ) ={ev 一 7- 下 EN,2a]} 3., 


ker$, 一 21 NM ker mr, = 本章 (ln)}. 


于 是 iimker 计 .一 1. 所 以 映秀 二 的 狂 处 处 等 于 人 PP” 的 玲 艇 ， 因 庙 是 个 
一 没 ， 

， 可 以 验证 ， mr 人 和 7g 二 sy 今 亲王 #3; 划 闻 可 计 且 有 5 三 元 
适当 收取 587 的 局 部 从 标 系 ， 利 用 的 后 部 毕 标 表示 说 瑚 5 是 沧 窒 映射 ， 

， 知 看 优 才 并 贞 [3, 第 18~19 加 男 一 个 让 归 太 添 基 各 用 J 路 纠 映射 定理 ， 以 
性 的 作法 可 以 参阅 合 考 区 献 [14, 第 和 ~ 大 页 ], 或 [6 第 杂志 页 |]- 

， 利 用 往 从 流 形 的 局 部 歌 压 性 岳 ， 可 以 通过 后 部 举 慰 喘 射 把 疝 题 某 从 为 咏 针 
室 问 的 情 信 ， 力 后 利用 在 章 习题 第 # 是 的 结 准 - 

. 本 古 的 证 明 可 以 参阅 条 者 文献 [1, 第 47~4 页 ] 或 者 兰 京 憾 上 8, 第 114~16 
疯 |. 


站 


习题 一 和 9 


时 座 的 第 -一 部 分 请 天 阅 纪 考 误 献 [3， 第 一 章 习 看 中 的 提示 ]( 见 访 书 的 第 


3433t1 页 )， 此 外 ， 采 用 工 韦 映射 了 的 存在 性 机 娃 说 曙 ， 本 是 中 论 对 于 一 
秀 的 民 Gn > 和 也 旦 成 立 的 ， 正 羽 交 央 节 可 以 参阅 务 者 文献 [34 第 三 一 全 
|. 


利用 本 和 芹 习 古 第 11 题 世 BR" 情形 的 结果 ， 先 证 明 : 考 (四 站 是 上 邮 的 - 


个 举 宗 卡 ， 别 对 干 性 意 的 两 点 Fp,9 £ 五 奉 全 光滑 同上 是 广 : 时 五 时 , 个 得 
天 了 二 9， 然后 利用 对 的 连通 性 计 明 工 迁 站 论 对 于 任意 的 p,9 & 对 均 成 
开 . 


3 PY 可 以 用 晴 个 局 斌 坐标 蕉 【En ,和 人 ps) 又 昔 1 银 丰 本章 洒 题 第 


611; 是 的 解答 ), 其 中 
二 


1, 当 上 .号 1 2 2_ 1 

1 ,2 上 a 出 pi | i ii | 
二 ,也 二 让 革 | 二 一 一， 一 一 一 ， 
人 (ts Er) 


1 区 ,| 2 xix 十 yy Ty _ Ei 
{Tt :让 】 wt 1 ;| 人 十 『 TY 【2 和 > 
关中 六 一 2 十 YY 一 语 天 一 人 十 w 一 光 . 轩 部 和 ps 分 别 屋 从 如 和 
f5 到 F? 哇 福 耸 加 是 ， 雪 一 方面 ， 利 用 2 纵 单 佑 球面 二 村 于， 天 2 于) 万 
BR) 一 1} 甘于 南北 裤 的 球 揣 投 影 [条 看 木 章 习 是 第 1 
辐 ), 可 以 定名 总 上 的 两 个 局 部 坐标 条 苦 【Ce+1 利 【 记 :全 和 禄 


to = = 01}, 


-| | 
1 ll 雍 证 
,站 一 祝 [ 并 加 ,站 一 一 一 一 ,一 一 一 |， 


， . 过 示 
rn (Ts 一 ) . 


区 3 1— 3 


其 中 点 .足球 说 投 束 :4 一 本 和 说 轴 的 对 兢 变 换 的 汪 冲 映射， 显 
然 ， 
p= Br = = y= ER. 


穿 易 算出 区 和 六- 的 半 映 射 分别 迪 


-一 .上 -1 
区 证] 


0 


14. 


[一 
[| 


2 加 i 1 — {i — 和 3) 
G 十 { 全 和 妇 十 [年 近 ” 寺 十 二 和 2 二 人 并 十 放生 十 全 3 
py 


_ ( 2 2 (0) + {62 一 | 
NL 


建立 两 个 昭 射 

协 1 UG as 
司 得 

二 一 员 op 高二 PT! 9 py 


乔 地 利 | ws 都 其 惩 芬 加 肚 ， 可 忆 验 证 ， 
| [snr = 如 : | ia- 


朵 此 ， 可 以 拒 加 和 共 拼接 起 来 得 到 人 PP” 和 5 之 他 的 机 分 同 且 六 ， 
CPI -} 53. 通过 当 按 计算 不 礁 得 到 暴 射 冲 的 具体 更 达 式 为 [liz := 让 = 
上 ,和 其 中 


1 Drm | yy 
+ tw 
j2 2 


yr TU 
re 
二 (ri 二 tw = [2]? [tr 
放下 这 


mit, p) = 上 pl 了 els. 


4 二 14 


了 宛 妇 性 ] 设 {7， 根 检定 型 3.3, 可 忆 主 明基 


个 zi 美 于 都 导 五 三 下 于 的 于 请 陋 获 ， 因 市 有 5 所 如 辐 理 ， 
让 om 和 相关 的 由 [YW 的 任意 
性 ， [Dem Ean. 因 沸 ，3 WW 同 埋 可 证 世 太 


. 盎 寻 和 僵 者 六 内 [3, 第 所 一 64 页 ]- 


Lr. 


2]. 


23- 


习 凑 一 41 


趟 奶 设 六 基 上 刚 存 和 本 并 本 总 TV, 8 的 两 个 局 部 有 限 的 开 如 基 
了 恒 得 对 于 任 章 的 cr ££ 了 天 <。 是 贤 
梨 和 并且 WF 记 [i. 宗 多 4 上 的 子 集 于 = {mrED DC MB}. 由 当 w 汉 E 
时 属 兴 人 MA) 二 外 轩 和 有 站 寺 二 介 出 此 可 撮 五 天 县 根据 引进 
32, 对 于 低 总 的 x © 中, 存在 jw E CYEMD, 广电 hy = 1 0<jy 1 
提 马 Holarv, 二 小 根据 村 这 了 的 局 部 肪 性 ， 请 数 一 11 he} 
旦 在 对 上 站 处 有 定 交 的 洁 请 是 数 . 令 玉 =1 一 部 则 玉 是 对 上 的 光滑 国 
数 站 且 尘 呈 题 日 的 要 炒 ， 


. 由 车 和 条 打 和 malea 的 完 多 额 夏 不 朋 mi :于 二 对 让 = 1 区 都 是 椒 人 ， 


好 伐 明 
TA a TM) {Ot 


并 利用 


MU》 二 Te AL YY + ddimtera tT ia)- 


， 沉 说 明 映 庙 f 在 每 一 个 局 训 坐 标 贫 城内 是 党 全 映射 ， 然 乒 利 用 对 的 连通 
性 . 
由 十 al ) 
bp _ Tr 
A , TY) ini 


了 处 让 是 弃 和 ， 因 疝 是 局 部 反衬 同 是 ， 号 知 上 映射 还 是 可 道 的 ， 菱 逆 喷 时 
二 ”用 育 如 下 的 者 法 忒 : 


】 了 二， | ] 
zf1 = se mf wa), r= 3 — fl). 


夸 针 ， 只 相 产 在 自 执 基底 下 的 拭 阵 是 呐 射 六 的 Jaeeli 矩阵 和 3y 相 该 和 
阵 的 转告 ， 捧 中 


dn 
了 已 zl dra | _ fe ae 十 上 
z:E 二 By Bu 一 ii Tl ] 本 
Hr EE 


根据 鞭 定 捏 { 定 了 理 2 中, 可 以 把 站 的 局 部 表示 化 为 欧 开 空间 中 的 开 扫 到 举 标 
男 的 自 影 .出 此 党 明 子 把 由 点 映射 为 内 忆 . 


4 


了 


6 


2. 


习 想 针 莹 和 疾 二 


利用 本 章 可 题 第 23 是 的 绩 论 和 ER” 的 连通 性 和 间 紧 性 ， 

参阅 参考 文献 [3, 定理 14 第 8 多 . 

[23) 在 由 (1) 所 络 册 的 局 吝 束 标 系 下 ， mm 各 zs 的 压 训 表示 是 史 氏 京 革 到 
坐标 面 的 投影- 

全 也 介 映 射 了 : T" 一 CC 二 区” 美 十 机 对 拓扑 质 同 版 ， 对 二 全 总 的 
p= {a ET 下 雪 < 【 症 设 

Bs = {ee 


一 上 TH 和 5 4] 
讶 区 咏 射 - EG 一 RY™, 局 导 


wo 


一 人 1 Ba TL ,Th 


窗 易 瑚 加 ， {Ey 太 p) 基 下 民 在 下” 中 的 -全局 部 全 标 尿 ， 马 有 入 名 ] = 
站 全， 加 果 地 本, = 丽 由", 那 之 


本 


本 型 况 映 明 yp 一 网 ", 使得 


由 二 1] 
pl La, 


, ,ev 让 a Es 一 【中 ，. .1 ,D1. 
皂 么 [55ay] 就 是 T+ 在 点 六 的 一 个 所 部 坐标 上、 吓 入 验证 ， 4 = 
{ftw pT*] 是 T" [的 -个 Cs 相关 的 坐标 -F 柴 ， 因 而 确定 了 
Ta 上 的 一 个 党 滑 放 河 、 型 审 占 射 ;基于 局 部 竺 标 卡 ioseepy 和 ost 
的 局 部 表示 为 

i = 
国 半 ， 哆 出 在 任意 点 nm 隙 近 其 光 背 渡 入 国 而 是 .个 同和 人 ， 所 以 TPT” 其 
fn 二 Re 的 陷入 子 党 形 ， 最 后 ， 根 据 了” 上 的 微分 半 构 的 构造 可 以 看 出 ， 
备 分 请 抠 "实际 上 斌 是 富国 问 的 直 和 如, 即 T= 二 81 x x 的 


1 沾 


CLEL EL LDL ES TELE 


HE HE 


27. 估 疗 盆 省 交 献 14, 引 理 全 7. 第 由 囊 
28， 窟 交合 考 交 上 献 '14, 定理 8, 第 79 贡 ]. 
39 说 由 Ti 时 二 wy i 二 如 由 候 证 raok mw 下 = 二 Tn. 再 出 映 币 的 连 应 


0), 


-一 


91， 


9 二 ， 


性 ， 五 在 点 所 的 一 个 开 部 坡 由 的 在 恒 软 mm 根据 遇 射 的 秩 定 理 ， 存 在 点 
和 玫 时 中 的 一 个 局 部 介 标 村 【5 下 天 和 点 了 在 让 中 的 局 部 坐标 对 
《5 吉庆 足 


FECV rs)=0, FF) = 0, 
开山 
PY = {ri ,0 


网 此 ， 户 = 世 0 下 op 是 R” 中 的 开 子 第 站 信人) 刘 环 ” 中 的 开 子 桌 出 [ 
内 的 阮 A， 因 向 


oFow ll,..- 


下 | rr 一 中 是 吕 这 ™ 


品 髓 入 岗 射 ， 


将 好 和 吕 [ 王 ) 等 起 来 , 则 媒人 车流 形 间 : 时 全 次 化 为 但 合计 :对 -中 
利用 髓 六 子 这 拱 的 典 才 局 邦 坐 标 系 {从 知 本 章 习 慎 第 25 岗 ], 可 以 将 沉 少 
阴 数 yg 学 祖 她 扩充 到 p 点 在 六 中 的 --- 个 开 邹 域 而 上 ， 从 而 视 到 打数 
和 Ep), 满 中 天 | 和 nm 二 下 tr 如， 出 候 设 ， 是 发 的 闭 子 们 ， 
因而 to 二 各 对 夸 语 的 开 率 ， 并 ta; 了 PE 对 } 是 训 的 一 个 呈 

将 ， 几 天 定 名 Eo 上 的 让 请 朋 数 = 而 唱 利 用 单位 全 解 宗 理 ， 等 易 信 
{90 gz;D 记 币 1 森 车 出 训 上 的 光 视 汕 数 5, 使 得 列 一 处 


用 工交 是 一 一 的 ， 通 过 映射 2 可 以 拒 上 的 微分 引 构 移植 到 *fxz)， 林 据 
定理 4 二 9 征 局 部 | 是 溉 入 、 利 用 芍 件 dm a 一 dim w 容易 让 明 羡 局 
都 光 请 网 肚 ， 册 此 易 剂 p(MM) 足 放 的 一 个 开 - 广 流 堪 


芝 别 职 点 p 利 fp1 的 局 部 坐标 又 (2) 和 CV; y*), 使 得 FE 于 计 
且 wtp) = 0 过 [f)) 二 0， 设 曲 乒 的 局 部 坐标 思科 为 2 = 王国 ， 
则 有 zf 全 = 0 到 = 其 由 全 由 二 于 术 关 人 贸 ) 确定 ， 即 果 仿 
二 曲线 67 的 局 前 此 标 方程 ， 由 定 


33， 


诗 ， 
于 


mr 


6. 


站 站- 


习 显 解 营 和 提示 
总 ， 
i bf 
[7 了 ol {0} 一 ET fp 一 Det ET pp) 
_ar i 
Be ye peg, 


其 右 端 与 晤 续 * 的 请 法 无 关 ， 

必 鸭 豆 压 空间 之 何 的 鼎 射 。 < 的 可 入 性 等 扩 二 其 分 理 的 可 沿 性 ， 显 起 函 娄 
3 | 下 点 上 二 由 处 是 二 可 往 的 - 

紫 年 并 在 点 + 二 作 下 的 秆 为了. 

鼎新 上 显然 是 基带 的 ， 拥 过 计 尊 ,次 易 知 道 ， rank cr 三] 二 dir 路, 因而 
是 -个 汝 六 全 是 说 [ 土 3) = 但, 们 , 莘 空 椒 是 单 雪 入 ， 现 面相 是 嵌入 - 

由 定 吕 可 以 乔 昌 ， 辽 射 e 是 一 一 的 关 漠 映射 ， 并 且 人 的 好 楷 不 汶 汶 ， 固 
此 ， 且 个 单 齐 入 . 当 “ET 有 时， 区 间 1.3 是 总 二 的 并 辑 域 ， 全 [大 
相对 于 请 溯 岳 扑 ， 天 人 区 1) 者 于 基点 FI 所 在 FD, 区 让 的 开 埋 城 - 可 见 ， 
相对 十 取 村 天 1 4] 上 的 请 导 折 扑 ， 下 是 大 上 加 央 到 下 人 3 BS 
的 同 是 映射 ， 国 而 二 是 联 上 入 . 


.性 意 站 取 各 一 [上 三 三 [E 出 下 可 以 作出 的 员 一 个 元 举目 二 售 


寺中 高 = 一 而 , 吝 二 高 全 二 2 my), 普 谤 让 一 下 则 显 轩 有 ete) < 屎 
所 以 [加 利 [ 引 是 W [的 请 瑟 同 的 尝 向 。 下面 评 明 人 上 其 有 这 时 个 定向 . 
出 此 , 设 售 ] 是 不 上 前 任意 个 定 同 ， 玉 ELI 并且 六 一 .bh. 汀 其 夺 
tt 站 = 
‘dota 记忆 dt 有 = dette thy = Ceuta) detb > 人 同 
而 有 涪 ] = [ 册 , 

{ 恋 要 和 姥 的 一人 让 定向 碍 从 的 些 标 覆盖 本 = Lh zie ET 定 必 计 
| 的 尝 向 才 布 只 如 下 : 对 丁 任意 的 pj&€ 好, |] 取 以 ET 使 得 WE. 全 
jy = [ 屯 Fl 富国- 说 明 pry 是 季 上 的 个 连续 的 定 同学 布 . 

{到 各 性 ) 这 上 时 季 上 的 一 个 迷 娃 的 定向 逢 和 和 江 闫 


吕 = 上 的 容许 局 部 坐标 双 ， 并 且 


对 于 任意 的 p&p = [下 ,本寺 


ET 


CE 


Le Lr pr 二 


习 戎 一 4 


也] . 


一 


41, 


相 据 连 丝 定向 分 市 的 室 艾 疗 易 由 直 区 浦 足 定名 1# 中 的 亲 件 . 

[站 本性) 设 其 三 下 [对 YE 宫 [Af， 对 丁 任 章 的 王 姜 邮 , 取 王 点 的 局 
部 坐 尿素 (中 并 设计 | 二 人 则 站 CID 当 #w EU 时， 
[人 = 全, 即 有 革 ( 玉 | = 和 六 国 为 新 EE 站 (0), 所 
县 PE ,特别 地 ， 隔 数 革 了 在 吕 二 附近 是 净 户 的 。 由 5 虑 的 
性 客 性 ， 所 了 过 让 全 [让 

[充分 性 ] 设 [Ef 是 时 上 的 任意 一 个 局 醋 毕 标 系 ， 片 卫 |u = 下 藻 ， 
对 丁 任 次 的 PE 5 存 丰 nr 点 的 开 部 城中, 使 得 下 紧 致 ， 并且 系 之 及 
及 让 EE CTOWY, 使 得 了 三 wivil 区 主人 而 m MY， 干 基 有 后 = 
{Xt = 特 曙 地 ，2 EP 从 而 由 虚 pE 
的 性 灾 性 ， 用 天 人 再 由 【Er 2 的 尾音 性 ， 二 人 EL 

{1 不 准 开 让 无 匡 必 汶 从 [NY 到 LN] 的 鼎 射 满 中 定理 5.1 中 的 菜 
攻 ， 议 站 区 EENY. 此 外， 对 于 什 仿 的 天 E 和 Ey 


UF ARN ED = FA) re = (Fe A Ja 
= Xi fp = pt oF = frl XN). 


[2) 对 丁 尾 容 的 守 ,Y E LY yy EUNY, 


[FE TD = A YA) 
={ Ho Nor) ot) 
= XIYigo NF YX NT 
= XY (go YX 
= {EY oo FD) oF = {FN FD. 


43- 埠 阅 孝 瞧 立 肌 [14, 例 6 和 例 总 1: 第 时 页], 并 注意 到 St 是 Qtw) 的 


单位 连通 分 支 - 


[1} 由 燕山 运算 和 求 道 返 算 的 光 寞 性 易 划 上 堪 侍 动 相 刁 交 动 都 荐 光 谢 的 . 


ft 设 区 ,YE 自 是 如 上 的 左 让 美和 疝 匡 场 ， 对 十 尾 章 的 4 EE 如, 同 沟 工 ; 
是 光 滞 同 卡 ， 所 以 {La fa) ET 并 且 下 本 竟 可 题 第 41 题 ， 
fe) = 是 大 小 变 的 ， 所 以 


En 


rl 


。 习 规 锌 营 和 提示 


次 于 Fuiasoa 括号 积 1, 是 圣 闭 的 ， 固 而 由 定理 5.2, 8 档 威 一 个 地 代 玖 ， 
定名 映 条 二 :te 避 ,使 得 村 丁 任意 的 让 E 旦 下 [ 正 ) 二 XE. 民 知 了 下 是 
一 个 青 射 ， 国 玮 可 已 音 Zs 上 引信 疏失 [小 使 简 
[MN PY = [Ne] = [X.Y] YY ED, 

号 时 ， 天 避 居 下 尼 法 [,-] 霓 成 一 个 李 乱 款 ， 下 : 昌 世 大 站 则 是 李 民 数 
疝 构 . 
外 由 出 1.2, Lin, R; 足 Rr 的 JfT 惊 形 ， 必 关于 狂 阵 的 恭 法 构成 央 . 轩 
为 皇 诈 的 棱 积 利 求 状 这 算 仓 刚 失 所 阵 元 豆 的 事项 式 和 有 再 人 区 式 ， 它 们 者 旺 
小 良 了 的， 所 民 台 Li 了) 是 十 李 和 前 .利用 本 便 习 题 第 2 ， 常 28 和 第 可 
题 的 顺 论 可 以 进 一 此 说 阴 3L 人 mm 到 OR) 和 和 50D 人 1 也 在 本 群 . 把 一 个 李 群 
如 的 地 和 从 狐 间 和 如 在 单位 元 处 的 煞 窗 间 环 存 等同 曰 琅 ， 著 冬 ， 喇 司 im 下 ) 
和 3LimR) 的 村 代 茹 个 别 是 

Ba 玉 ] 二 过 (wR) = 人 全体 下 防 实 教 方 孟 上 

siin, RY {dE Min RB); tr = 0; 
同时 ， Dim 和 Gn) 的 李 代 部 吡 相同 的 ; 

nfmy 二 spfr 一 [和 Ca 人 放生 一 二 一 吉 ， 
土 阅 竺 个 李 代 数 的 冬 渤 群 司 矩阵 的 普通 正法 的 交 散 子 . 
. {1 和 {2} 做 铀 人参 者 玄 献 3. 定 地 86 第 293~295 各 ; 也 可 世 参 看 第 三 异 
习题 第 TI) 是 ， 
(3) 利用 本 意 习 县 第 39 是. 
(4) 参 词 全 考区 南 所 宪 型 4 第 3 入 30 页 |， 
1。 利用 本 章 避 是 第 43 由 刊 第 4 题 . 
. 不 题 闭 赎 的 证 明 可 以 侣 阅 若 者 立 献 [4, 定 奸 二 1 第 147 殉 ]|, 方 各 人 4 二 
在 点 卫 阴 过 的 解 为 w= 二 了 dd， 


中 积劳 曲 上 总 的 上 歇 一 性 ， 对 丁 论 党 小 站 85. 志 有 区 is; 一 和 计 十 4,7. 因 


此 ， 对 于 点 po 附近 的 点 和 任意 的 了 E CY(M)， 
XD) = | Get 
+-D 


.i 习 弄 一 447 
pf) a ett pts, 
cnn = 主 | ( 辣 | Fett etn) 
: ! 
mt, 
= 总 feny| = 和 feD| 


月 由 钠 法 证 明 等 式 
Ce 有 加 一 上 Ja 
再 由 - -元 邱 笋 的 泰 半 公式 ， 还 邹 ， 当 + 充分 小 时 
FE pn = FEE VIA) + ot), 


51. 根据 定 妇 1. 内 党 蛤 正 座 下 两 个 事实 ， 


们 ] 对 十 任意 的 a 二 七 江 [从简 
BE YE CPLUY 
(2) 暑 身 
BA x ELMY + OPM) 
是 一 重 彝 狂 芍 ， 


3. 全 有 照 定理 7.2 的 证 明 六 法 ， 把 税 让 等 式 的 有 浴 记 作 


Lr 
得 基 晃 射 
让 
Tr 
r 十 | 下 
首先 说 明 ，& 是 7 十 1 沪 种 摧 千 式 ， 答 肌 只 党 鉴证 明 dow 利 | 在 任意 个 
局 部 些 标 秋 【fi ri] 上 县 有 可 问 的 表达 式 媚 吕 。 即 证 缠 等 式 


8 0 - 
au ~ (Br "Brirtl 


椒 题 下 是 忆 条 用 数学 站 高 的 起 斌 证 明 ， 训 节 请 厌 阅 从 者 文献 [29, WolL 第 
3 提 页 ， 市 是 3.11], 


4 


55, 


66. 


__ 习题 鲜 基 和 所 未 示 四 
[3 这 下 | 一 于 
下放 
EH 


t a 本 | 


1 Ni + 本 Nim) 


1 人， 【一 1 de 人 + rt pt Ni 
lL 
1 证 - 
且 nt WL Ri 
让 2 -== 的 振江 
一 记忆 1 Ee 证 操 伟 于 呈 。 | 4 十 [—1) 上 iw[ - | a 


四 
了 


fi 天 全 显 然 夺 导 奈 的 。 自 谱 验 评 丫 划 是 替 重 天 天 呈 ) 意 性 的 即 可 ， 
37 对 于 任意 的 yw & "OW, 在 唱和 启 的 局 部 坐标 氏 下 分 出 怕 量 wy 个 玫 


竹 六 人 re 的 坦 法 或 证 节 可 以 伏 陈 泰 考 文献 [4, 守 理 二 4 第 19 页 ]. 


11) 9 一 一 一 人 
【2 dri 一 2] ds dx dz. 

(3 dyn wd rr 2) 2 oo dr hh dy ds, 
CY) fF = [re 
iby = Ht — tu — Buy — Bu A de 


+ zl A tls. 


1 十 Bi + Dirt — Ya — Hedy + fw Bdy, 


7，f) [必要 性 ) 可 邓 的 一 个 定语 条 = 【LE 5 辐 ， 使 得 华 标 宙 总 


党 是 局部 有 限 绚 ， 设 {9s} 皇居 属于 开 烙 赣 宕 的 全 单位 秀 解 ， 4 = 


1 hourh 1 ra 


习 观 一 440 
中 于 于 入 识 的 了 5 计 ， 
池上 问 
salpY dreln ho Mderly, PEL; 
at | 一 | 
0, pg. 
可 忌 验 证 ， 忆 是 点 上 大 荡 围 定 和 莽 习 外 外 不 为 淮 的 mm 陨 甸 一 分 式 - 


tl). 


Bl. 


Ba. 


64. 


59. 骤 点 的 局 部 举 标 票 [Uz 合生 xtp) 


{充当 性 } 设 忌 司 是 上 的 一 个 处 处 不 海 堆 的 mri 次 外 微 胃 式 . 定 立 :个 庄内 
许 的 古 训 举 你 系 怕 感 第 族 


= 二 和 wl = Me! A A dr A DY. 


可 由 验 泪 ， 突 满足 定 关 45 中 的 其 站 条 人 忻 ， 因 府 型 是 可 定向 的 ， 

(2) 利用 李 群 巴 上 的 相称 到 网 造 出 一 个 在 不 变 的 非 叭 mr 也 外 证 分 式 ， 这 里 
1 一 出 了， 

二 在 堆 iw] 二 下 
网 da = dzl 记 有 ip 一遍 dfny 关 0 根据 引 | 再 3.2 
或 直接 利用 不 章 十 题 第 吕 题 的 滞 论 ， 把 上 上述 的 乙 ! 扩 这 将 型 上 的 -个 + 
侈 外 人 微 盆 式 ， 性 嗓 吕 在 点 地 的 个 名 域 太 入 如 上 与 ww 恒 等 ， 

Tn = vt fe OTRNOR, HL 有 dd/ =e 


外; 二 人 说 等 价 于 本, 品 油 尼 药 性 A 


[| 各 
取 总 [rn) 的 谷 孝 廊 程 : 


Try osgaing oro tn gf, 


— 9 日 三 下 之 3. 


Ws = ms lp de. 因此 
由 了 
f i -| (ee ap) dt = 二- 
由 有 上 ru 一 到 由 


1 dw = 二 Se 让 记 r", 其 中 》 引 Di = mw 


t=! 
这 ) 申 (11 是 罚 当 JTJ 中 一 已 叶 ， 1 是 -不 团 微 芳 忒 ， 


450 。 习 其 冬 营 和 提示 


Ly. 


和 了 


69. 


mm 


辣 ]《 度 计生 ) 如 迪 存 让 交 4 人 纹 " 析 地 得 忆 一 dw, 邯 科 ， 在 单位 肆 
证 53"1 科 】 上 应 月 Stokes 定型 可 刘 


f i 上 dp= 总 二 0. 
"an Li EL 站 号 m 一 上 : 


另 方面， 可 居 评 明 积 分 上 /.-; ,局 是 球面 全 [人 0 的 体积 ， 不 可 能 等 十 
党， 这 就 得 于 | 了 了 予 拓 ， 


.2 次 并 油分 式 县 非 退化 的 当 且 误 半 它 在 徊 一 个 司 部 杂 茹 标 种 场 {#"]} 下 的 分 


其 症 隆 妨 足 站 处 砷 页 导 的 ， 甸 让 杠 映射 了 在 全 上 各 4# 语 下 的 定 阵 元 师 2 
次 站 位 全 式 避让 人】 下 的 分 基 捧 阵 4. 


2 其 娩 是 一个 轩 撒 式 ， 它 在 局 各 全 切 标 破 二 。{dzi.dy'} 下 的 间 等 分 量 足 
sm it = 二 从 此 ， 拉 庶 的 分 相 行 列 训 处处 不 为 二 ， 


没有 -5 时 是 熙 投影 . 任 取 好 的 -个 局 部 坐 杯 杆 芒 本 二 4 a 
E 于 对 十 在 意 的 斌 E 工 全 机 = 王 TITEo) 刚 得 了 好 在 和 [的 矢 许 癌 
部 坐标 对 Ta3ru: 优 太 使 得 对 于 玫 意 的 E 各 we 的 局 部 坐 坏 人 好] 由 
确定 ， 旱 短 ， 玉 二 {Toi 名) 中 是 TT 戏 前 


rt ;rm 
-十 学 十 狂 次 并 是 对 于 怀 耸 内 习 昌 E 了 当下 门 且 天 上村，T ntis 党 最 
同时 让 t,t 上 成 立 


二 


3 
1 m 1 Jr 。 上 .rn 
[LL -Tn He ho ] 人 Tn 指 
一 一 一 。 1 - 。 
人 ;EH 由， :he EE : 


控 照 切 向 最 场 和 向 性 丰 截面 的 定 灾 ， 型 上 的 切 向 量 声 和 切 册 卫 蜡 的 截 而 
琵 : 回 汕 ， 困 此， 对 半生 音 一 个 切 疝 显 场 [ 惑 等 昼 地 ， 械 半 的 年 官 一 个 截 
面 }) 式 ,只 之 要 说 印 吧 作 海 多 向 训 纪 的 光 洛 性 和 传 为 喘 射 全 : 本 一 工 虹 
的 六 谓 相 是“ 胎 前 ， 汶 出 ， 帮 于 三 意 的 点 三 天 , 取 并 在 点 天外 的 一 个 
局 部 举 标 妈 f7iz]， 那 逐 ， 首 p 三 六 全] 在 了 下 中 的 一 个 司 融 学 标 系 县 
tr 5558 其 中 = 了 一时 是 是 要 影 - 作为 生计 本 训 的 映射 ， 融 
的 局 部 坐标 水 示 风 


nN 1 


rlk!! 


HH 


Ee 


和 


A 


?2 


?4， 闻 先 罕 易 看 出 ， 


习 上 一 451 


其 中 的 后 mr 个 画 数 怖 杂 是 * 作为 切 向 亚 扬 可 和 卢 然 标 曲 场 【总 :] 下 的 分 
撕 ， 即 二 |r = 于 于 二， 由 此 容易 看 出 ， 羡 作为 股 丢人 :时 一 了 好 的 
光疗 性 等 价 于 筷 必 为 吉 向 量 场 的 党 请 性 : 

定名 叶 肝 FTN 一 对 ,使 王 对 于 任意 的 pn vi} x Tp) = fy]. 
伍 音 进取 后 前 一 诸 局 部 坐 讨 录 站 一 {fs 了 过 得 Fad) 亡 
[se; 倍 ， 对 十 柑 意 的 点 了 对 , 闻 谈 点 的 一 司 部 和 坐标 妆 [5)】 世 虐 
必 4 满 是 CC Ee， 六 们 可 好 在 x- 上 下 入 局 部 坐 扰 条 (5 as， 
性 得 对 十 二 意 的 八 ,r] E rr fg 的 局 部 坐标 (ritg, ,wfg.u)) 由 
验证， 了 TN 的 局 部 玉 坏 梳 


I 


{ti rb) tt nf} 
确定 了 六 了 工 页 的 一 合计 订 站 档 ， 惰 之 成 流 兴 诅 流 亚 ， 对 于 芋 意 的 me 了, 定 
实 眶 午时 下; 


间 T A n 
Bo ) -wer tew, 


那 乏 ， 加 es 有 是 区 消 问 有 是; 并 且 ,， 以 从 ;Us x 为 局 
平凡 化 若 构 即 可 征 得 广 J 了 六 成 为 村 二 的 一 个 秩 为 n= 击 m 瑟 的 则 服从. 


Tp) 


- 莫 证 明 ”是 一 个 物 为 上 的 向 工具， 关键 呈 构 进 对 上 的 一 个 坐标 辕 痘 


攻 让 站 二 站, 司 短 站 在 每 个 5 上 存在 局 部 裕 面 中 1 所 和 使 
得 对 于 三 高 的 pe 153[p} 是 上 "二 ip 的 基底 - 
2 工 的 站 党 站 构 白 上 一 此 络 出 ， 技 对 合 囊 的 庆 祥 浆 证 好 对 和 革 叶 是 
上 澳 对 侦 高 中 从. 
和 F 包 疗 看 一 个 举 标 时 储 {Ui Ri 二 下, 过 得 对 十 任 碟 
的 wef 忆 和 二 在 忆 , 上 存在 光 销 标 架 右 [ 吕 ] 和 个) 由 比 可 以 定 
交响 射 生得 对 村 尾音 的 ppE 于 
7 时令 

A 

入 


uv 


Wr 1 一 和 人 Fp), 


也 ,入 


5 这 


了 


?5- 


nm 


习 郑 及 共和 把 示 


时 


由 和 全 别 是 五 当下 利 吾 名 二 上 
揣 局 部 党 标 系 易 刻 ， 对 于 任 容 的 .六 EE 了 


fm 1 刊 【ra LE 
是 C™ 相关 的 ， 
{ma Ves ri we RH ra ps eo, td) 


也 是 ~ 翡 闫 前 ， 证 们 个别 确 宇 了 亚 吊 站 机 吾 甸 站 下 的 光滑 项 构 - 同时 

可 以 验 证 映射 恋 fo Re 和 {Ur 区” 下 

二 Dsa 4 者 满足 定 交 .1 中 的 条 件 ， 因 箱 吾 扫 叱 和 在册 此 和 后 侣 王 

都 是 晶 上 的 问 量 瞧 ， 省 们 的 铁人 当期 是 9 十 和 她 

设计 = mT UAT MD). 定 襟 映 肝 工 :下 全 
EEAT 

-3 竺 | 必得 对 于 杠 意 的 EE 钳工 凡 机) 二 各} 职 计 的 一 个 沧 标 寻 

访 了 Eo; ;ww ET}, 划 对 十 企 窟 的 ne E 了 可 以 巡 立 映射 Be ， He x Rm 一 

TT "Eh; 渍 下 

> i 


1 立 1 二 区 br 


入 一 


可 世 证 明 ，{fEai ziojio ET 尾 放 上 的 一个 心 “ 相关 的 举 标 椅 蔓 
轩 而 确定 了 站 7 的“ 旺 ] 上 前 一 个 光 清 站 构 .再 验证 ， 了 英 射 入 {ya:2 5 利 带 
是 定 实 出奔 的 哥 诈 ， 

车 沈 ， 糙 于 任意 的 全 看 E 肝 = 轩辕 和 而 央 ;者 可 以 入 为 国 
其 空间 全 0; 对 的 守 室 间 ， 事 实 上 ， 对 于 本 总 的 了 C Ch[ 贡 ), 通过 图 时 
9 的 全 ,我们 可 以 拒 f 在 作 是 租 ， 上 定 关 于 点 玫 醒 近 的 光 请 函 玫 天 中- 
因此 ， 对 二 任意 的 如 E Tp 训 1 它 可 忆 栅 为 Tro 中 由 于 + 共和 = 
vl 站] 肘 确 定 的 切身 量 ， 因 而 Tp MM 可 以 袍 为 息 a.a1a 的 个子 空 间 ， 
即 有 了 昌 | 二 卫 同班 ， 和 和 Tip 他 . 此 外 ， 下 难看 二 ， 因 为 
Ti 几 的 线性 放空 间 ， 瑟 J 门 矶 时 一 科 - 热合 等 式 由 miywi 财 二 


RL bb ll al LD | 


oh 


"+ 下 


do it ep ehpt ie i + r 1. 


. 设 开 2 避 二 币 是 夫 供 机 ， 


司 题 一 站 3 


dm 了 ,十 ddim 机? 恒基 Ty 和 = 有 车 中卫 村?[ 八 有 本章 避 向 第 18 
题 ) 在 北 识 党 下 ， 可 忆 定 站 上 映射 于; TH 全 TD 中 和》 加 

中 ul 十 ua 一 【fp， 只 ,1) 十 以 PP， Hd Ta) 
vi, 91 E MF = ML x Ma. 


UL 所 In A yD 苹 TM. 


根据 薄 思 内 和 1 科 了 对 2 的 构造 世 及 向 量 战 直 利 的 岩 避 ， 下 下 证 
明 ， 足 射 更 是 同 拓 其 了 和 到 于 证 让 肌 全 的 同 榴 ， 


qim 节 一 za 性 取 六 的 个 局 部 坐标 
窒 盖 Gh; wojia E 于， 别 有 站 时 上 的 局 部 平 几 证 结构 {ws : Tis x 
R™ 一 TD 其 中 对 于 任意 的 p EE Eee [twoyi) € RR"™, hsp taj) = 
了 aaadtai 同时 {rE 是" 时 上 的 一 沾 后 部 坐标 
性 证 . 半 丁 告 一 个 fr E J 侍 , 二 a 高 dyeait- 下 上 总 和 了 着 且 
Dn 3 有 时， 有 
Wa = Mn Bae 

共和 而 

站 


本: 3 一 - 器 1 1 .二 oe 1. . . . nh 
下 站 Bs Za, dura Br duiayj 十 Viatij (器) - 


于 是 在 wm sy | 


. 站 oz 有。 rt 
tr A lr dr | Od 
> 日 In Ori dr i 


各 Hh 
Tea ar (器 ) to 


Bry Dr 
= rt A eri 


ni 
二 x25 户 Quiej, 


其 中 的 第 一 个 等 去 利用 了 


dr 0 ’ 


4 


I 


了 


蔚 


PP 


司 题解 谷 和 提 示 


和 半数 


-一 rr 


Tharsk Het Br dm 
美 于 指标 2. 的 对 称 性 . 这 说 四 ,在 TI is) 上 恒 态 Www 一 wg. 
困 此 ， 局 邦 定 忱 将 2 罕 外 微分 式 {witr EE 于 暑 定 了 了 工 " 了 邮 于 的 … 个 疏 蛋 
证 六 的 六 让 宙 分 式 于 ,使 得 对 十 任意 的 m1 中 0 一 wa, 显然 = 是 
一 个 非 退 册 的 2 次 团 答 分 直 ， 
线性 变 间 轴 时 上 的 越 性 亮 换 可 电大 竺 是 对 在 点 六 的 一 个 站 ,有 二 张 熏 , 反 
之 亦 然 . 由 此 易 若 ，Lfp】 = To 多 开机 .加 昌 全 站 其 三 畦 的 个 此 fo 
是 它 的 对 傅 基 , 刚 梧 以 证 明 人 全 wd 近亲 三 IT 是 天生) 的 一 个 基 - 联机 
的 一 个 华 标 枝 意 全 CT Tea 站 利用 { 5 各 [以 
定名 喘 币 区 XR 下 竹 对 丁 尾 意 的 pe Co, (fa) 家" ， 
和 {ET} 为 :个 坐标 杜 盖 ， 
可 以 在 4》 上 确定 一 个 光 名 姑 构 使 之 成 湖 aim + 是 继 光 消 记 形 ， 春 易 
验 让 ， 锯 射 族 {wa; ce 5 1] 讲 尼 向 址 只 定 吕 生 1 中 的 菜 件 ， 咸 了 4) 是 一 
合板 当 fr! 的 向 量 战 ,同时 ，1- 曾 的 构造 坟 法 也 说 明了 ZL) 正 其 [11 型 
张 贡 吉 2 本 | = 工本 RT 
采用 例 1.6 中 的 记号 , 令 奈 = {fTE 民 PY; A 1 < 
a 所 十 1 定 究 映射 和 :Fe 及 一 林 fa , 使 得 


上 让 一 上 —1 到 一 外 
了 TT 节 T' 
I EE 本 ) 


¥ [te, ,Ft "Wr waE 隐 ， 
首 甸 说 胃 百 = 后, 上 存在 一 个 此 的 牛 站 结构 ， 合 入 每 一 个 只 部 是 
和 
同 旺 ,利用 R22" 在 全 .上 区 二 部 坐标 时 壬 pa, 可 久 构 车 玉 土 的 局 部 坐标 卡 
[re 和 荔 驻 让， 这 些 记 部 华 标 卡 都 其 和 ”相关 的 ， 
因而 在 天 上 确定 了 一 个 光 钼 结 愧 ， 最 后 验证 映射 旋 fo: 产 < 了 精 由 正和 六 
9.1 中 的 条 忻 ， 


平 立 ”了 村民 


习 题 二 


按 归 柠 昌 席 吕 的 定 沈 直接 驳 证 即 可 - 比 如 ， 攻 = 及 关 氏 的 正定 性 证 明 如 
Tt 设 记 9 1 A WE TM wt 大 2 刚直 yi 和 94 的 正 渤 


2 | 下 hd 和 上 本 和 轴 9 二 9 [Lhtl 


可 题 二 403 


性 ， Sa 地 宇 站 9 人 全] 之 全 其 中 的 两 个 等 甘 成 并 的 充分 必要 这 忻 分 别 
荐 二 二 位 和 守 二 兴国 此 ， 


站 


其 中 等 号 场 守 当 且 并 当 避 二 只 二 仿 即 4 十 让 二 让 


- 设 由 ; 语 )》 是 时 的 另 : -个 与 定向 相符 的 遍 邦 坐 林 条 ， 


_ | = - 
Hi 二 C4 pe) : = etl sj). 


当 本 门店 关 有 时 ， 硅 凡 中 广 上 ， 


人 ， 7 ] -nn ， Bat OI: 
dizl, Tm rt dr 
bic| 日 , 了 ! = 
dx! -A -于 it A A di™ 


百 [ 宣 上 - - 。 芝 " 3 
Casa “6 (Bee en)) 


4 设 【:oD 和 【人 劳 别 是 时 和 点 上 的 江 意 帅 个 与 定向 相符 的 局 部 举 标 


系 ， INV 外 则 


其 中 上 as 六 是 了 关于 【5 后] 和 【ri 好] 的 Jacoti 扼 竹 


1 山 4(p) 一 一 bp 易 知 疙 是 光 户 同 睡 比 有 半 ,f 咎 ] 一 一些 , 其 中 路 长 示 


8S* 在 任意 点 了 处 的 划 向 其 国 此 ， {4 .1d A tap = {dp dr} 
f2) 易 利 ，ru 二 三 T- 根据 各) 贞 射 和 :各 一 二 ”是 等 车 . 因 计 ,由 7 为 
局 部 等 中 在 倪 P* 上 可 以 确定 吐 一 的 一 个 梨 莫 此 批 ， 拱 定义 皇 显 扰 的 ， 


- 设 坟 :3% 放 ” 为 对 种 忠 喘 射 1 疙 看 本 芋 汶 题 第 4 题 ) 证 明 并 各 拉 号 


的 定向 小 变 ! 僵 君 李 章 习 匡 第 3 题 ) 当 片 疏 当 ， 为 译 数 由 吐 说 明 ， 民 P* 
可 定向 当 且 疏 当 器 上 湾 车 数 ， 


人 设 柜 ;到 是 机 工 男 一 个 与 定向 相符 的 局 部 于 杯 系 ， 了 4 二 天谴 ， 辣 和 


上 二 et 站 举 T 让 关 和 对， 生 下 让 站 上 ， 


1 1 中 
OT TT EE 遍 机 叶 ”， 
. 1 守 必 ] 


drl 鼎 -1 cl 一 二 
DFT, 


本 5 


一 


Ce 


六 


| 可 类 解 从 和 捉 示 


G = detfgq = (了 ， 


TL, -， 下 全 】 
Ho 人 了， iT } 
2 1y i = hr ez. ,Ey 


其 中 【Da 是 号 在 Jacubi 媚 阵 二。 中 的 代数 侠 子 式 . 
他 在 局 部 坐标 系 【Ex 上 进行 半生， 并 利用 


上 mL 必 间 
dE A eh (去 二 


国 ;i -一 - 月 0 
a tt 1 EE 一 
“2 Dd (去 3) 


71 先 永 出 喧 币 吕 的 Jacobi 包 阵 


—fuinm cns 
mo ra 
0 六 
验证 J 的 秩 处 处 为 2. 


.有 们 ) 该 EE 旋 . 首先 利用 喘 射 的 配 定 班 可 以 构 塌 电 一 了 7 [四 上 的 旗 安 ” 


机 美的 局 部 琢 慰 系 ， 基 而 确 尝 了 而 上 的 沾 福 关 构 多 后 再 证 朋 包 癌 咏 射 
i 所 -显要 入， 
(21 虽然 ， mm ,rm 都 尼 澡 没 ， 对 于 任意 的 PE L,Y Aa， Ai {1 = 
0 x 则 .mt = AT x 人) 出 潜 息 谨 二 的 定 艾 ， 垃 -六 人 时 1 是 潍 没 
:MM 的 朱平 茹 宝 划 ， 它 在 [下 与 有 对 等 
所 二 eye [TA] 是 沸 洲 ma 3 在 上 tp,D 的 水 平 切 
空间 ， 它 在 fra) 与 TY 等 到 辐 攀 |， 
{1 设 5 总 玫 全 二 [ 呈 ) C 有 Rm 是 ro) 的 局 二 特征 值 Atzo 的 单 
习 特 移 向 必 , 则 人 fen] 天 本 二 其 下 习作 = 人 ao， 由 村 gf) 在 皮 了 
让 的 连续 性 , 存在 ro 点 的 大 成 ,全 得 心 等 式 台 ， gat{r) 一 glro)| < 
在 丰 上 上 丰 业 咸 立 ， 由 此 查寻， 刘 在 十 束 开 , 全 得 证 上 上， galt) 地 旦 ， 
请 单位 向 描 开 二 (v7 EE 性, 使得] 一 二 世 ! 之 于 rE 十 号 


Mr) — Ma] = A YY Aro Dh) 


习 世 二 :457 


> ot) 一 mi [rn ue 
YY lin — wa 
+ ostr) — thst)llub dl < 
号 -方面 ， 对 十 芷 意 的 了 € 下 , 取 wfz) 的 -个 居士 竺 证 值 Afz) 的 单位 特 
征 向 量 afz) = fr 人) E RR", 再 中 一 个 单位 向 最 m 二 人 让 & 蜂 m, 使 得 
| 二 一 最 上 而 的 不 等 式 可 得 
Mo) 一 Xe} =ACr0) Yb — Me) Y u(r)y’ 
字义 人 一 fr 
-|g to ry 一 有 fa 全 二 
> 人 os 人 ee 一 中 
二 了 一同 foo 上 > ~s 


十 导 当 we 如 时 ， 湖 |r 一 Xroy| 之 $- 这 说 明 Xfr) 在 已 中 的 杠 意 -点 
x0 处 韦 钱 ， 同 利 可 让 太 iz) 的 连续 性 . 


- 利用 芭 所 数 挟 理 [二 看 第 - 章 本 题 第 是 ). 
【1 四 二 上 晤 ,用时 的 自 狼 持 拭 为 直 = [9 ， Ee 


于 mt 的 太 程 组 


证 明 ， 外: 二 
| 分 庄 导 讶 革 是 5 = 台 yd dtw', 共 中 
十] 向 呈 工 贞 
dF Bf . 
Hi Hui rs’ = ho nn 
利用 行列 式 的 性 质 计 和 GG = det[g;i)， 
(131 直接 计算 得 
Ey A- A 
“2 a Ed 


4 让 


9， 


1%. 


习 渍 有 愤 管 和 提示 
Wo BT Om! 一 bt 
Br Rr Be 帖 一 


-元 Yd A Ady™ = Wd A A du™ ~ dry. 
A 


CC 作为 光 请 流 形 等 同 十 民 *， 此 时 #5 二 2 十 WI 于 是 ft 2 
等 同村 fr 的 相 这 表达 式 是 


Fh epg ,Rin ,Rn rh, 


让 与 [Ww ] 的 全 囊 元 的 选民 旋 革 -其 祭 的 旦 菏 想 的 计算 . 


- 【0 总 上 的 以 法 所 了 4 中 的 元 过 可 以 形 示 汐 {zi (m3; 5) 二 (hg 十 


zi ny2}, 因而 地 ,及 -二 【一 2 和 1 在 不 变 复 虽 度 量 4 在 点 1 站 
的 但 司 fi -1 ge 
9) 证 复 只 标 上 9 = 一 4dzdzjtz 一 到 


对 丁 任 意 


的 上 上 EE， 


{ey wy =tLa) 一 人 


={L, 1! a Lil ww 一 【二 ;一 1 Yn Wg 9 请- 


人 2 此 让 明 ， 对 于 侍 意 的 4 万 台 ， 殿 证 司 句 是 立 二 上 谈 的 ， 因 而 可 设 fsw 一 
有 mefwa 三 如 百 让 明 ， 对 于 任意 的 4 万 昌 ， fa) = 1， 这 天 证明 了 
有 

{4] 内 机 芽 ,) 的 在 涉 变 性 是 时 然 的 利用 局 的 赫 六 变性 和 该 形 下 积 全 的 变 
址 蔡 执 必 式 { 苦 阅 六 考 交 献 [14. 定理 2.2fiw}, 第 239 页 ]; 直接 证 果 ， 


HR, Ra = et ET 


双 太 普 黎 避让 直 的 存在 性 的 尽 一个 证 明 可 以 驮 闻 获 考 京 献 [14. 排 论 3.7, 第 
274 页 |. 

并 1) 利用 第 一 音 洁 题 第 归 题 历 身 积 记 ,'》 的 六 变性 证 并 : 对 于 尾 意 的 堪 不 此 
向 量 增 苇 , 语 3, 让 六 ,了 23) 二 一 2 了 1 训 ), 信 而 及 革 ,1 二 0 

i DaY + Dr =Ds .viX+Y)=0. 


Eb bd bb m| JT 


19, 


21. 


22, 


ry 


2 


了 避 湖 二 fn 


国 为 联 归 其 有 局 前 福 ， 并 且 局 说 等 轩 丰 局 部 上 录 等 上 臣 . 所 其 可 以 设 是 等 
席 . 在 吡 茶 件 下 ,对 于 任意 的 下 ,3" EF 六 0 大 立 和 下 的 鞠 系 式 {做 看 第 - ， 
章 刁 题 第 39 司 ) 


fp), Tr i 一 i 了 wat [X,Y]) 一 Le: iA) Pu ‘YY]- 


十 利用 本 章 习 古 第 3 其中 有 关 哥 名 联络 的 公式 ， 
刘 笠 把 是 日 中 的 荣 件 “局 部 等 距 "” 换 为 “等 距 证 六" , 辣 论 小 一定 或 六 原因 
在 于 wD ,| E wfTy 科 ,在 在 一般 情 沉 下 De 有 不 -证 本 划 全 下 
由 续 ， 比 加 考虑 将 目 淄 入 主 主公 本 
棋 棋 棉 度 的 定 匀 ， 对 于 任 宫 的 ECW), gtr 下 p22) 二 2tp, 再 利用 本 
痘 可 呵 第 18 趴 中 其 士 歼 抽 联络 的 恒等式 . 村 题 也 可 以 采用 狐 下 的 小 法 睛 接 
证 明 :， 念 

和 一 了 二 


则 吾 昆 近 是 时 上 的 - 趟 无 卉 联络 - 因此 ， 为 了 上 证明 关 详 ， 我 们 只 起 证 时 
互 与 度量 5 是 由 浴 的 ， 池 让 有 明 等 式 


¥YE,Y EM), 


ELIFY, 2)) = gDrY, 1 HX Dx 


fl 芒 履 定 还 4.5 的 证 时 阅 参 昭 立 章 习 是 第 18 题 射 培 论 利 方 法， 
[2) RR"+! [的 黎 受 联络 是 作用 于 沾 靖 切 向 吉 声 .1 的 营 通 微 爷 算 子 4 说 明 
它 满足 均 黎 晶 联 纤 的 某 件 ， 
(1] 天 是 Kilting 向 重 场 当 且 促 当 于 所 竺 戌 的 单 各 数 亚 控 秤 yp; 吓 等 夸 主 
挽 群 ， 即 对 于 性 寓 的 万 尘 贡 臣 疆 意 的 二 

Cpt) es BY ;0 = AY, BI. 
由 此 针 出 ， 


人 DT 十 1 二 人 


[21 利用 丫 论 让) 以 政 本 瘟 习 题 第 20 是 - 
(3) 由 这 生 性， 未 点 的 -个 册 城 上 ， 到 钼 钼 平滑 只， 设 5 是 通过 于 点 且 
诗句 点 与 天 fp 得 上 的 越 草 丙 ， 了 可 卫生 Pp 点 的 一 个 局 柄 坐 帆 系 FT 使 


El 


244. 


kw 
| 


可 是 明和 共 和 用 未 


得 (Vx 人 ssize at) 是 好 布点 于 区 居 部 坐标 条 ， 及 育 夺 = 了. 风 
申 纤 这 1， 


岂 ， 站 
Br = CD, 册 ;7 上 人 
t 作为 定 关 在 嫩 1 的 间 址 乓 浆 ， 县 ”上 的 -个 Killing 向 匡 扬 六 具 有 
如 下 的 一 般 表 过 式 ; 
下 一 了: 则 4 让 


Ve = (nl ER", 


并 中 坊 二 A 二 0 ER". 
设 联 江口 主 局 部 坐标 对 [Gx Tai 小 的 联 绪 系 郊 为 TS. 如 典 和 种 
1 的 牧 显 度 匡 学 别 为 9 和 六 中 并 x Wz 上 的 区 号 房 最 是 辣 二 yx 由 
据 笋 曾 诬 址 异 积 的 定 况 ， 有 ii = #9 二 oT 局 三 Ww 有 甘 ， 
{a = foe Ta Cr 一 hf 全 页 长 与 1 有 所， 并 日 te 一 (ee 一 人 一 
闻 一 由 平 是 

汪 Bey Bi Dh 

Be 一 Bt Tl Be Be "Wa 
把 二 壕 式 子 代入 有 i 的 计算 公式 即 可 续 浏 听 需 的 结 采 ， 


[中 设 时 的 黎 受 度量 海 站 对 于 任 章 的 产 E 过, 记 思 二 了 BY, 由 涉 章 习题 


第 各 1) 题 ， 辣 设 在 点 天 赴 的 许 维 而 , = 六 5 下 是 并 的 能 关子 流 形 ， 利 

用 号 岂 的 检定 型 证 明 开 的 局 郊 玉 平 提升 成 存在 叭 一 的 ， 

上品 设 蕊 ,守卫 革 [Y, 下 二 天 条] 星 -个 二 焉 向 量 场 .利用 关 么 式 
二 二 
(KY of = Rf = fi 
Fi,T) 0 TH =0, 


站 人 六 二 站 全 2 下 


可 得 
人 [本 二 = 


具 而 棋 据 相 章 习题 第 LA 是 有 


= mx ,aDaT. TF) = ,EF). 


[3) 各 用 等 式 全 = Dx 一 DT) 


dm i Fy TET 


[TI 


可 题 二 哲 [ 


26, wir)l 二 中 = EE GL FE}, bE R™, 


27. 显然 , 等 式 . 同 部 凶 电 {ei] 的 渤 取 无 奖 , 因 上 比 , 我 们 可 凡 在 一 个 局 部 津 标 系 
的 下令 ei 二 本 A = da*. 由 于 条 于 4 种 品 都 是 襟 绕 性 的 , 可 以 
襄 自 二 i "其 中 主人 - 设防 7 二 也 
加 Da de = 一 2 Td. 说 明 5, dn 记 De hdr 起 - Ar 人 rr) 一 人 各， 本 


是 
Dw A = df dr dr = Wp. 


委 ， 利 用 第 - 章 的 定 开 7.3 或 本 享 习 是 溃 路 题 ， 

20，[3Y 利 甸 嵌入 子 流 形 的 典型 启 部 坐标 条 证明 加 下 更-- 艇 的 站 内 : 设 色 王 交 
坟 风 六子 流 形 。 号 和 和 1 如 果 哮 丁 插 疙 的 邮 , 圭 有 三 三 和 于， 
Fl lr EEL, 
[利用 本 部 习题 党 1 题 中 的 公式 ， 虚 且 #9 的 圈 络 于 由 上 麟 兰 志 亡 吓 ， 


1 
Th ra 一 te, Tea rl = 中 于 世 :日 


_ ] 
Da 一 $1 Dea 一 Ta 


上 .一 
Dh en 二 一 卫生， De ri 一 a2 


De = Te = Dry = 


40， 检 局 部 坐标 系 {Gz 和 利 全 ;全 ) 下 ， 利 用 等 式 


BE! :mm) BH(T!, -0) | 
Da Br) 
并 中 六 -种 是 1. 一 侣 的 性 各 一 个 排 央 . 


31. 点 关于 上 坐标 桶 fr", 沁 ,) 的 表达 式 导 


2 2 1 局 
8 2 1 1 Ed 


一 一 -一 - 一 上 一 一 一 一 攻 二 一 -人 
二 而 十 六 re 本 ?Hs ene 0 a: 


32， 应 量 引 可 共用 9 表示 洲 间 一 由 十 7 
33. 设 r= Yi 则 
] 1 
二 -一 “人 
下 二 2 2 I 


34. 利用 本 楷 避 里 第 6 是 以 及 节 麻 的 计算 公式 【5.1 立即 可 得 本 题 的 汪 泥 | 小 
渚 泥 也 可 以 在 单位 下 训 标 刻 揪 上衣 炙 证 明 - 


1 站 十 」 .i 了 La 
Ee | 由， -时 
I™ i 


462 习 三 解答 和 提示 


35. £1】 在 单位 堪 交 标识 场 ”{sy] 及 其 对 侦 访 架 场 ”+ 下 进行 计算 ， 对 于 


性 疙 的 8 EE 直 ~1LMI), 光 利用 本 剖 习 是 第 路 题 求 出 dF 再 令 下 一 
ey] 二 ey; 着 求 有 


dv tN) = ta, d3} 十 (Eee ， 


4 


向 丁 六 具有 紧 政 的 支撑 贷 ， 两 鹿 证 六 上 和 合并 利用 秀 麻 完 珠 1 定理 53 恒 
得 


Ler FH) = Lad 一 (- epeoy ,全 ， 
(2) 诗 m= [er i rt ,由 


er 一 -5 Dei. ji 瑟 - 
3) 世人 "1 其 标 曲 场 [ai] 的 对 但 标 架 声 ， 仿 七 = 下 ?ei 则 


一 站 
Dr = gi Rn 


其 中 XX 由 JD. 二 Xle; 哺 定 ， 


,省 别 对 了 和 六 合用 (5.19) 式 . 
， 利 用 水 齐 习 题 第 6 题 - 

. {3) 若 看 小 章 习 题 第 目 避 ) 题 ， 
30. 1) fae = | + ow. 


(人 2] 只 需 正 是 df 于] 二 A RCATOWN， 为 此 设 避 = 
I 由 Hodge 分 通 定 是 进行 加 下 的 分 
解 


六 二 ai 十 十 wv， 站 


= trad ga dd wet]; 
1 一 dee + E60 2 uy EAN), 


a = deg tt" Be A TIM, 


利用 丫 沧 [1) 证 明 


二 六 des 二 


: 


和 ， 


中 和 ， 


44. 


14. 


46. 


避 交 二 463 


对 丁 性 童 的 二 2 己 w E47[MY， 由 Hodge 分解 定理 ， 存 什 x E 
和 = dn 十 拉 十 w"， 利用 丰 章 
习题 第 如 置 的 靖 论 1) 证明 并 二 0. 主 让 明 分 解 式 w 二 ，w 的 叭 一 
性 ， 

位 1) 说 明 人 auasCodazzi 旧称 等 价 了 于 由 dr 一 mi dlm] = 人 必 再 把 焚 本 多 
有 r 

说 Triz 是 对 上 的 一 个 与 定 加 相符 的 局 部 尘 标 尝 ， 用 平行 入 动 基于 则 疮 
参数 的 连 继 性 说 明 当 "CW 时 站 时 戌 立 . 轿 后 把 了 从 成 并 限 过 个 充分 小 的 
曲 此 和 豚 居 而 可 以 把 忆 营 解 为 有 限于 个 保持 定向 的 北 性 同 档 的 复合 . 


中 设 是 二 上 莉 单 位 法 向 一 场 ， 则 


[2 设 w 是 大 团 了 所 在 平面 的 单位 钻 册 其， 证 明 DaiwY 和 Lu 结 台 
Dio E217， 说 明 Te (E) 处 处 平行 于 单位 波 庙 扩 声 天， 由 等 陀 
人 1 直人) 是 沿 了 的 平行 问 卉 揪 。 深 们 移 讨论 可 已 让 明 : 靖 论 对 于 3 上 的 
志 加 也 是 三 空 的 . 


在 中 1 村 ,项 ] 沿 + 是 单位 正 交 标识 场 . 蔡 共 天 = [at Bt))) 


则 有 站 二 Cost 二], 三 二 sint 提 十 各 加 ), 其 中 昌 直 是 共 Dy 轴 的 赴 装 到 
苇 忆 的 将 向 坦 ， 

考虑 江天 钱 站 与 名 林场 的 贺 惟 忆 . 说 果 5” 中 请 的 下 行 移动 可 以 化 为 
在 宫 中 泊 7 的 半 检 移动 ， 直 丝 说 骨 ， vv 语 ? 的 平行 移动 的 一 个 直观 描述 
如 上 设 生 基 祁 上 的 郧 一 点 ， 宫 其 输 而 宫 的 项 点- 则 4 请 到 点 的 平 
行 移动 相当 于 在 忆 ]- 沿 自 母 加 Oy 把 + 在 保持 症 与 Gp 的 尖 匠 不 此 的 情 席 
下 称 动 到 心 点 ， 再 在 个 上 沿 肖 行 线 OO# 生 保 持 4 与 D9 的 志和 款 雪 章 悄 
况 下 移动 到 点 全 

别 -- -个 直 理 种 大 呈 以 用 解 怕 的 方法 排 山 ， 设 号 的 基数 亨 稀 为 


z=singrant. y= sngant, =rosd, Oitan, [2 


则 可 以 表示 沟 各 二 后 ( 党 地 ), 不 先 一 般 狂 ， 可 投 已 邯 的 向 大 3 汶 单 柱 半 


4 


4T. 


49. 


一 池 壤 肢 敬 和 提示 . 


其 ， 它 语 ? 的 平行 性 动 记 海 wl 和 ,pp 二 0 刚 


cost 站 总 
ff 一 Hu 天 + sine a 


其 中 忧 是 以 名 到 ttt] 的 有 问 区 ， ce = [0), 人 入 方程 


Dr ute) 三 心 


可 期 ， 二 一 t09 吉 用 十 :36 由 此 式 可 以 得 到 全 沿 * 平行 移动 前 号 一 个 直观 
描述 , 


最 对 在 点 所 的 局 部 汶 标 系 人 3 zh 剧 可 设 二 二 六" 直 |s, 根据 拉 上 [只 
YT 上 的 和 淆 年 联络 的 定 冬 
dE a da 有 | dx 
DB dl zs 1 XD; Ti Hr: 如 二 一 4 糙 Dri 1 ”全 


- 取 昌 在 点 六 = Tt 下) 如 的 容 洗 局部 从 奈 系 【Er ay [nb; i, 是 工 于 


在 点 卫 的 局 问 华 标 系 .竣工 时 的 划 醒 量 如 YE Thr 于) 的 局 部 坐标 圾 


ee 
v= 上 | -| 起 | =i 十 入 - 
dri|, Er | dri|s dy 
人 根据 诱导 有 联络 的 定 兰 利 [一 题 的 站 论 可 以 证 果 ， 
_ ru 
T= 二 rp) .= 证 Br te) 
Dur ， a 
EY Br Dm Ee 
Dt 


站 
和 
村 号 可 时 由 世人 和 与 出 线 人 和 wls) 的 选取 无 关 . 


mw = 六 二 Br 和 4 yoDr, 二 


此 外， 全 交 让 于 107 到 肌 久 WYp 的 袁 过 式 和 和 度 车 了 的 乎 党 性 可 知 ， 
4 全 美 于 和 由 是 正定 对 秩 的 ， 并 且 党 菏 地 佐 栅 于 点 PE& TM. 
外 》 变 是 = 后 ) 当 允 是 雪 香 财 疝 生 对 ,存在 5 人 各) 二 了 于 中 的 光滑 曲 谍 


t 二 [和 ,流星 wi 二 高 0) 二 此 时 ，#o3w 有 是 好 上 的 常 利 灯 曲 线 ,， 于 
旦 由 本章 导 题 第 47 题 ， 人 一 下 各 = me 一 日 当下 是 水 平 问 量 
时 , 存 夺 过 点 天 的 曲线 一 3 的 议 旺 如 的 天真 芋 各 二 VY. 设 W Tp 有 


ET TT Tr rr 


Fe | 
-1 


全 


P 


其 下 对 在 局 二 a -个 由 和 邓 切 问 量 , 则 由 中 HT] = DT EIT 
可 以 推 只 苹 ( 由 = 

{2) TH | 5 二 wt 是 水 平 的 当 且 仪 当 其 切 风 革 at 处 处 是 本 平 
局 向 臣 . 出 11 的 证 明 易 知 ， 后 者 等 伏 于 时 让 处 汐 寺 . 

信 照 第 一 章 了 可 总 第 和 0 是 到 例 3.2 栖 的 做 法 


没 全 中, {二 ,} 和 恒生 别 是 向 重 是 工时 ,二 m 利 训 上 的 局 部 标 时 场 ， 

是 { 世 。 刺 } 和 {Eo 个 Fo} 分 划 基 向 明太 书生 多 下 上 的 
局 邦 标 壬 声 ， 如 果 宇和 和 下 ,分别 足 联 错 Di 和 7 澡 关 于 {Es} 和 
{所 } 的 联络 系数 ， 由 此 分 别 说 明 ， TD 襄 加 在 局 部 标 桌 场 Tea: Fi 下 
的 联络 系数 号 


i119 i2] . 
b 站 PE: 一 Ta. 一人 
”a1 [一 下 rh La 一 心 


1*; 一 工 oi 


DD 在 局 部 标 黑 场 {二 攻 } 下 的 联 咯 系数 是 


bs 


Ci 二 下 二 可 To 


Te 


先 起 据 张 亚 具 TUM 上 请 他 联络 的 定 沈 写 巾 (rf,31 斑斑 中 场 ?+ 必 拱 二 变 
邯 数 府 志 部 标记 忆 下 的 表达 式 ， 瞧 后 由 这 个 表达 式 导 出 14) 式 . 


习 题 三 
-他 设 关 = | 人 | 洛 常 考 ， 晶 河 成 立 
du a ‘i _ i 
Ti Fe Tr i i din ， 
巾 震 导出 , 
rl F awry ， 
Ea 下 营 吕 = 雇 量 (fens 且 


[3] 取 + 的 参数 上 为 斩 长 基数 ， 则 4 二 放 提 | = 1， 当 了 到 是 子午 线 
里 ， 它 不 全 经 过 狼 物 而 的 项 点 《即席 点 ). 局 虐 必 与 某 个 平行 阿 = of> 他 
相 切 ， 玫 由 设 女 点 记 堵 应 的 套数 二 = 从 相手 Clairaut 关系 式 , 认 Y 减 立 
[一 路, > wo 虽 于 t 之 0, 把 (0 衣 = 轴 的 方向 


; Tg ， 
二 一 ,Sin 二 
ul 


466 


Er 


且 和 计生 和 全 而 


投影 到 zy 平面 土 得 到 点 号 , DP 确定 的 革 到 与 咒 平 而 上 以 原名 为 中 心 的 
单位 加 详 于 局 他 由 用 了 上 总 全 种 放 的 曲线 记 为 3- 容易 知 意 


4 1 
ET ri os 总 ， 


十 是 举 1 > J 时 ， 测 地 政纪 = 轴 转 过 的 导 葡 是 


| = 


1 I ma fr"™ 1 
Rd 一 2 ， 了 os 一 a 一 本- 


根据 各 前 表 法 式 证 明 ,Fm welt) = 二 me. 豆 有 


ta + 
21 三 二 天 中 


从 1 "™ 1 df] 
li = 2 本 五 机 


f+ 


同样 的 道 埋 ， “在 + 从 0 到 一 oe 涩 说 值 范 团 内 绕 = 灿 转 过 的 展 燥 也 司 无 
穷人 类 ， 人 得 号 部 转岗 方向 刚 昨 相克 - 


,了 设 邱 :了 用 一 寻 是 贞 投 味 ， 交 上 自 一 ef 是 半生 中 的 出 吉 ， 由 划 直 


IT 上 请 导 必 示 站 的 年 岂 


GRE), Ht) = gtr. Gl) mee CD) + gDart, par 
一 ET 十 Dn, Dst. 


再 利用 第 二 点 习题 第 49 划 . 


， 简 用 建 概 投 影 ww[ 佑 着 第 二 音 习 盟 第 1t 税 }, 把 问题 化 为 黎 遇 训 撕 [950m), 9) 


{0 二 11w6) 上 的 同样 阿 题 . 证 8? (6) 中 引入 为 旬 举 际 系 2 一生 二 WT 
则 合式 线性 变 扩 


2 二 Fon” Sl 时 自居 储 

有 RU 和 放下 人 站 
让 Rfn) 上 的 限制 络 出 了 黎 且 辣 带 【二 3 9 到 白 身 鸭 - 个 等 虐 ， 上 吾 (a}， 
的 中 过 点 各 的 铀 地 线 是 与 边界 88"t4) 正 交 的 区 强劲 厂 艘 ， 利 几 奈 极 拱 影 
训 的 定 沈 ， 涝 难 痕 中 瑟 *fe] 中 的 所 有 训 地 识 互 打 几 机 解 征 - 


一 家 


5，、 同 本章 可 题 和 第 4 辐 ， 记 4 二 1iw 二 5, 字 


一 了 


10， 


to ,EN 

a DY 

则 各 afe] 与 球鞋 流 形 (B"ta),g) 在 “ 际 肯 拱 彤 "sy 下 等 御 (参看 本 章 鹿 是 
2.3 和 未 覃 习题 第 11 题 ). 在 黎 吊 注 形 【Bnfa],g] 上 讨论 ， 并 且 利 用 特殊 下 
交 腾 SOfw){ 参 阁 第 -总 的 习题 43) 存 I*fn) 上 的 等 是 必用 .根据 定 卉 1 
让 及 水 章 习 是 第 4 是 的 周 果 森 准 划 道 ， 对 十 性 意 的 pe B"ta), ff 人 
中 诞 过 虑 的 浏 昌 秦 是 与 达 界 球 瑟 0B"{9) 不 交 的 贺 白 或 表 姜 段 ， 再 由 球 
线 批 影 必 的 定 父 恒 可 以 坦 到 亲 "fey 的 所 有 测 目 埠 


了 "fa] = {ER OY < 9 


， 先 说 明 git 由) = 一世, 再 利 莉 第 二 章 的 定理 4.3 靳 臣 平行 敬 动 由 衬 导 列 


是 的 囊 窦 . 


.1 对 于 任意 的 ti Ef 一 2,5), 全 fi 三 入 则 由 去 不 变 竹 ， rr yp 


也 是 区 的 通过 上 式 的 积分 曲线 ， [0) 二 关 由 积分 晶 线 的 唯一 性 ， 
中 人 11 和 一 站 性 一 砷 1 于 其 吕 村 内 扩展 为 生 区 癌 ft0 一 =: 怀 十 让 土 有 定 
曙 . 出 此 水 玲 看 小 ,5 存 整 个 压 上 有 定 忠 此 处, 还 背 间 下 一 在 5 琴 可 1 三 因 电 ， 
再 由 +t 和 to 的 全 总 性 ， 即 得 站 计 十 可 三 车 [ 说 全 1 

他， 首 洁 ， 出 第 二 章 习 是 第 19 题 ， 旭 采 芝 是 必 上 的 左 不 此 向 量 扬 ， 则 有 
DY 一 各 于 是 妇 的 所 有 单 僚 热 子 群 部 是 测 此 线 ， 再 由 唯一 性 ， 忆 上 用 晤 
的 后 地 红 肯 是 单 盆 扣子 莽 - 


. 设 Pb-5 人 :是 考生 拒 的 局 部 等 下 ， 首 先 评 果品 二 pp YE 


[一 es 利用 交 责 3. 第 144 一 145 页 ] 的 定理 3.5 还 明 fs = 说 Tye, 进 
而 说 归 荐 在 pn 点 的 -后 部 成 上 得 为 畦 .再 由 对 的 亿 通 性 导出 东 记 . 
{ 解 法 --] 睹 和 用 而 题 1.8 证 是 Oy 轴 之 正 半 轴 十 的 直 找 扳 都 辣 (下 + :的 上 
的 鹿 地 兹 ，] 匡 考虑 等 距 变 技 
2 +b 
cz 十 本 
必 把 Oy 轴 的 正 半 辆 峡 射 为 以 Oz 上 的 点 为 心 的 上 半 殴 睦 或 平行 于 Cy 四 
的 射线 。 工 一 2 # > 了 0 因而 这 些 半 困 辣 或 射线 都 是 【RE .的 上 汲 济 地 线 . 
注意 到 对 于 【BR ， 的 上 的 每 一 个 咸 冯 加 及 该 点 手 的 下 一 个 太 向 4 都 二 上 述 
的 半 国 或 射 战 通过 点 p 着 且 与 相 切 ， 我 们 便 得 天 了 (E39) 十 的 所 有 训 


z= vly bcdeER uit—b=], 


69 


11. 


lia. 


习题 解 蔡 和 据 示 


地 线 ， 
[解法 二 ) 设 测 比 线 ?fs) 的 参数 。 号 最 长 大 教 ， 从 革 百 闻 辣 的 有 癌 胡 为 
8, 由 测 直 此 的 议 分 方程 可 引 扒 测 

马 


此 = 一 od, 


ds 
如 果 tas 三 襄 则 二 带 数 ， 相 庶 的 测 弛 胡 * 呈 塌 让 于 2 四 的 直 弘 ; 如 
果 fog 上 天 由 刚直 一 一 8 由 dr 一 一 taum 由 in 解 得 := 二 一 :3in# 十 Th 
一 eos 其 中 Cc 疗 机 xo ER 喜 夺 位 2 二 入 二 已 , 和 六 从 这 时 以 
[ao 的 为 中 心 ， 半 径 为 + 的 上 半圆 导 ， 
由 Csiraltk 关系 式 ( 甬 痢 水 章 习 利 第 2121) 题 ] 划 , 回 柱 面 MM:z* 二 二 | 
土 的 测 地 训导 上 各 味 问 、 半 行 茹 和 同 柱 泥 埠 “r= iin ft 8, Cn8 一 0 开 
£1 人 4 一 搓 ， 
加 三 35)】 禄 是 票 求 ， 下 设 6 关 一 1 如果 加 二 11 寺 二 时. 则 
0 之 t 世 27) 屠 满 中 区 求 : 如 条 = 天 三 则 辣 古 唯 - 的 说 :中 守 二 之 2 
向 半山 得 2 一 simf 30 二 5. 当时 上 腾 = 一 
则 条 鸭 全 人 2 一 扣 三 + 所 从 满足 圳 求 | 当权 EtT27) 有 时， 取 a = 站, 则 
型 地 钱 个 位 立 夺 过 和 ) 满足 要 求 - 
柳 点 p 的 -- 个 洛 坐标 部 城 严 局 机 和 村 的 -十 单 但 下 挛 菩 底 各] 热 后 把 
fs 沿 笃 同 训 地 线 进 行 平生 移动 . 


3， 对 于 代 意 的 mE 时 , 设 {5.} 品 p 点 附近 欧 浏 弛 平行 标 保 断 { 驮 看 相间 可 题 


第 12 是 ), 使 再 (De,ejYtp) = 由 {ww} 是 {ei} 玖 对 侦 标 训 博 ，: 凑 架 曼联 
涪 花 十 {fe} 的 麻 绪 形式 ， 则 丰 itm) = 由 ,UV = | 下 对 了 于 和 任 
意 的 下 区 状 证 项 = 和合 区 昌 二 开征 男 一 办 而 ， 

i lk = 1 Xe a 


直 此 可 知 在 点 于 成 世 


da div (Xl. 


， 寻 于 油 地 球 癌 p[67 中 的 尾音- 点 下 存在 局 了 对 , 漠 足 | < 间 并 且 


~ 一 expltvajt0 区 二 1) 其 秆 接 pw# 两 点 的 测 地 线 ， 现 而 或 六 大 妆 


15. 


16, 


二 || 才 妇 有 EE 多 (的. 所 凡 络 y[ 用 志和 乌 国 . 所 立 ， 对 于 生意 的 
4 EE 有, 由 蒜 坐 标 部 城 的 定 必 ， 必 有 54 主 于 村 此 过 楼 5,9 两 点 的 
最 种 测 籽 户 Tt 一 expltua); 和 1 因此， | 二 上 二 各 过 相 . 
这 说 明代 省 在 测 二 中 的 一 个 半 和 可 为 证 的 开 球 吾 5t 内， 由 测 地 球 的 定 
六 ， 所 泥 ,[ 践 }， 国 而 及 有 有 Tp 记 - 营 5 全 1， 


在 欧 氏 空间 RY 中 作 户 此 下 头目 并 说 开山 扣 = 冲 容 易 答 证 ， RR {np] 
中 ， 太刀 量 不 大 和} 中 的 刘 地 于 

沪 区 生成 的 局 融 单 知 数 蛮 掖 玫 吡 pi 一 pl EE (ssh Et 
由 于 总, 二 ,对 于 民营 的 tt fF 二 Pp 租 放 pti 姑 侠 启 -个 以 2 
真光 中 心 鸭 调 地 球面 ， 区 梧 |， 邦和 ， 芝 的 过 和 点 的 积 人 站 申 詹 是 
对 丁 每 一 个 册 定 的 tt 是 等 碑 挛 摸 ， 它 
把 夫 点 #8 天 5 的 种 向 褐 地 坊 映 射 海内 点 六 说 多 证 , 引 的 径 向 测 反 线 ， 月 
有 atp, Ff 二 di 二 出 芋 前 芷 意 性 ， 站 全 工 如 因此 ， 
一 亲人 与 抽 地 球面 . 喇 合 ) 在 点 9 扯 团 . 


,pe [Gr] 是 对 在 点 上 的 一 个 续 华 标 东 ， 则 有 


1 和 
E hr al 


. 各 
ij tp 一 昌 DE 


其 中 TI 居 度 区 站 存 人 基 ] 下 的 Chrisrotial 记号 对 村 所 克昌 全 
上 = 上 + 外 的 辣 部 时 标 票 ， 使 对 丁 任 塌 
的 和 站: 区 于 三 工 ; 半天 fl 先 计算 山 工 革 上 光村 哮 革 度 薄 放 的 体 
机 元 dwr 存 任 者 的 点 人 3, 天] 上 娃 的 表达 式 , 并 说 明 它 下 好 是 人 x 下 
蜀 水 积 雇 量 9 x i 禾 看 第 二 意 的 酌 2.5 和 人 读音 习题 第 和 891) 题 | 村 点 好, 全 
奸 的 体 由 元 ， 恨 所 第 _. 音 习 题 第 总 是， 向 是 场 全 的 能 度 而 二 避 与 工时 
| 的 体积 二 有 半 ， 再 注音 到 如 是 水 科 则 妇 场 这 -于 实 ， 可 庶 用 x WW 上 的 
屁 积 度 址 8 < 9 求 由 


diw |; 二 dv gull, ff- 安 ] 人 人 ， pl- 
出 于 在 局 部 举 幅 又 [Cz , 区 7] 下 ， 


Gr = ON) = TR Si dimM, 


1， 
18. 


20. 


21. 


22, 


[pm] 


习 错 鲜 营 各 提示 


而 且 wx 的 Chriytaffel 记忆 在 点 加 ,出 为 军 ， 节 线 得 知 ， 在 户 有 
OX 0 3 | > 有 _ 
一 Bs C2 | = 0D. 


(3) 利用 第 二 而 导 是 种 35 其 . 
参 冰 从 考 文献 [24, 定 开 11.1, 第 61 襄 |. 
雪 阅 参考 误 献 [24. 前 是 11.3 第 名 页 ， 前 题 11.4, 第 内 ~ 人 4 订 ] 


看 点 PP 的 - :个 法 此 标 系 [2 内， 天 = 于 人 人) 因而 基数 六 在 号 内 是 
光 薄 的 ， 昂 一 方面 ， Tey 全 全 在 点 划 的 表达 起 汰 


让 二 


Hess (pl = 2 dr], 


再 和 由 连续 性 ， 1Trss ip) 在 了 点 的 一 个 开 加 城内 上 时下 定 的 . 


并 1 利用 于 离 两 束 的 述 此 性 . 

人 刘 语 职 村 上 的 是 访 i E25), 司 得 册 的 一 go， 
亲 (0 二 必 . 对 十 企 意 的 二 记 ( 一 5.5), 设 i 生 ) 二 本 全 ,21D 二 二 三 1 是 过 接 
pa, 30u) 两 点 的 最 短 拙 地 把， 网 下 fl 是 刘 地 线 的 “个 测 地 变 分 ， 圣 
下 个 应 用 变 呈 公式 后 ,5 ， 

先 说 明 库 商 明 获 站 是 好 x 上 上 的 连续 吸 烙 . 再 利用 对 x 3 的 紧 束 性 
和 本章 避 县 第 21 是 的 证 明 方 法 . 


23.【 必 莫 性 ) 设 册 其 完 着 的 并 且 了 是 财 上 的 一 总 发 散 击 线 . 对 于 任意 的 自然 


数 h 访 二 时; .后 三 则 Wh 是 对 的 有 和 闭 子 集 ， 田 
而 是 紧 葡 子 这 ， 由 候 庄 ， 行 在 > 小 俩 得 他 上 中 rn. 于 是 


f “prat > dv, th )) > 


{充分 性 ] 计 pe 是 如果 时 相 是 党 兰 的 ， 则 有 加 © Tn 寻 , wr 关中 位 笠 
测 地 战 ft] = exphyfitnl 住 Ee[0,1) 内 糙 姓 有 定 兴 ， 但 不 能 延 种 到 也 纸 何 
[0,1] 上 . 昌 热 5 的 长 度 是 | < 二 ec 利用 定型 2.1 利 推论 14 证 明基 
一 亲 发 散 昨 线 - 


bt a kd 


21, 


25. 


26, 


2 


29， 


3, 


-一 


习 量 三 和 1 


狂人 由 说 基 Tiopf-Rinow 定 十 对 于 仁 意 的 日 热 数 nt, 存在 点 mm EE 时 ,使 
得 dp, pm) > 加， 再 由 完备 性 ， 征 在 单杠 若 向 十 tw E 向 诸 , 位 得 nit) = 
expytttrn] 其 只 上 漳 志 , 的 最 先 潭 地 强直 和 朱 … 般 性， 设 9 tm 二 人 验 
证 TI = ep 和 是 革 点 三 出 此 的 射 些 . 


出 己 邯 的 不 等 志和 上 弗 高 两 束 的 污 交 平 叭 证 明 
dp et py fay VE MM. 


辐 此 ， 记 如 {Fpw]} 是 和 中 前 任意 -个 Cauchy 点 列 ， 刚 {znj 是 对 中 
的 Cauchy 叉 列 ， 和 由 训 的 尝 痢 性 ， 行 在 吉 PE 导 , 健 得 lim pn 二 fp. 下 
是 在 = fp) 全 对 ,所 以 好 也 是 完备 的 - 


社 意 划 局 部 等 茵 机 测 地 线 映 射 为 浏 起 埠 、 用 反 让 法 并 利用 村 的 完 若 性 证 杀 
了 是 单 射 ， 为 证 昌 了 是 渍 射 ， 江 意 取 定 -点 pe 夺 , 并 令 记 = fl 对 于 
任意 的 证 EE 开设 乔 0 所 5 攻 闪 是 邮 中 入 搂 起 语 和 的 哗 - 正 筑 测 地 
线 ， 入 四 = 高 书 站 三 而 1 二 上 [5 联 t EE Tp 全 得 天 piw) 一 导 仿 
"sh 二 expy tr om. 于 是 ft] 三 下 


设 下 世 [ 娩 ,中 其 一 个 有 界 闭 系 ， 首 出 六 明 存在 正 谣 5 六 使 得 对 于 任意 的 
fT 说明 下 夸 症 了 欧 民 空间 BR” 中 的 闪 界 禾 了 第 ， 
国 而 是 BR 中 的 紧 从 ， 自 钴 天 也 呈 (RS ,yg 的 竖 集 ， 相 右 HopTRinow 定 
坦 ， [时 ,9} 是 个 完 备 的 惠 时 流 形 . 


流下 是 无 的 任意 -条 积 分 曲 右 . 共 骸 太 定 六 区 间 设 宙 , 辣 . 职 数 询 [tw] 世 
{nm, 交 , 斌 得 fn tn 环卫 由 候 设 茶 件 让 有 frttn)} 是 型 .前 Gandy 蜗 
列 , 散 有 起 于 . 使得 lim mth) = x 写 直 汪 在 成 的 短 劳 葛 厂 的 生食 
队 - -性 ， 贱 线 Yft 的 定 问 城 可 己 向 右 迁 卸 为 ft, 澡 十 2}, 这 三 区 间 fa, 的 
定 总 相 牙 招 . 

此 处， 有 界 性 菜 件 | 蔷 | 过 e 是 必要 简 ， 此 如 让 本意 可 是 第 10 题 中 的 所 有 区 
骂 流 形 {了 ,四 上 考虑 车 = 六 ,其 得 分 曲 钱 的 晤 大 定 识 区间 是 i 十 oc} 
根据 歼 骂 齐 福 空间 的 定 匀 ， 并 利用 等 距 保 持 测 地 线 及 其 长 度 不 让 的 性 质 , 可 
岂 让 朋 ， 生 本 正 数 5, 忆 得 对 于 任意 的 六 E 邮 ， axpp 证 开 球 Bpi86) Cp 全 
六 趟 站 有 定 世 ,出 此 采用 摊 证 还 .不 难 证 喇 ， 对 上 的 上 符 菜 正 规 训 地 谍 的 定 


472 习题 解 苦 和 公示 本 习 亚 品 和 


如 姬 都 可 以 延 怖 到 吾 个 世上 ， 于 居 ， 对 于 仁 意 的 点 亚 E 导 , 指数 映射 exp, 
年 了 时 上 处 外 有 定 头 ， 


习 题 四 

， 人 321 利用 第 二 冰 涪 知 弟 站 大 中 的 Killing; 方 称 . 
， 利 下 第 二 章 的 定型 站 人 . 

， 当 帮 其 元 挠 联络 时， 由 形 一 Rw 其 


‘二 3 3 十 总 + A + ft. A — FA. 


，{1】 箱 则 篇 二 意 汪 是 第 18 题 的 弟 论 说). 

. 定 训 通 数 :放风 = | 区 tp 六， 设 po 并 了 的 最 小 
值 点 、 引 只要 幅 遇 射 4 全曲 一 于 村, 全 得 对 丁 任 井 的 3 EE Tho 研 ， 
生生 二 4xr 人 一 了 Pr 才 [ 枯 看 木 章 习 昨 第 4 题 . 如 采 二 [paj 关 D, 则 天 加 | 
在 二 三 中考 正 挛 补 下 杠 柑 长 ming 六 各 [ 见 第 二 章 当 题 第 323 题 ) 和 本 
总 习题 第 4 题 证明， AC 户 ) 己 百 . 并 有 是 出 = 芷 非 逼 化 的 和 反对 称 痢 ， 


- 考虑 秆 中 的 胆 曾 年， 了 :二 下 一时 ,其 中 

{= Tit, 8) Ee atl+e. in 人 1+ E> 
并 且 半 丁 位 意 的 二 1 一 2.1 十 5 站 二 下放 国境 现 关 有 和 :是 
入 沿 了 前 同 拒 声 站 如 下 :TT (一 21 十 0. 二 Wh, 并 且 当 二天 
时 ， Fit 括 Wi 沿 上 地 总计 FF Fi,s1 的 半 行 移 不 ， 注 意 到 芝 = 大 [让 
于 = 所 { 训 1 于 是 由 本 牵 寺 各 第 3 是 


DT DD BF a) 
Dv 
Bt 二 可 (¥ yh 


由 丁 平行 砍 动 与 小穴 契 基 ,对 古代 总 约 Wi 从 门 和 1 计 下 让 
sy 区 的 平行 避 动 、 轩 而 站 弟 下 人 站 = 让 因此 明 怖 下 王 0 从 面 


利 出 了 和 仿 的 生意 性 ， 即 叶 仅 得 梓 证 丫 论 - 


TT tT 


11，[] 刘 有 二 河村 册 ] 李 韦 撞 天 站 则 忆 的 其 外 银 4 人 中 芋 区 上 二 


得 了 10 = 四 yl 一 中 识 FE 所 了 nm 尼 单 位 让 变 此 ， 瑟 3 芝 别 
是 El6 说 了 的 平行 楼 动 , 由 对 溢 站 当世 应 蜀 交 【 则 人 mess 由 这 是 
于 是 
i| ， 
Et 
= [EX EDA) 


—[). 


出 和 渤 即 部， 时 在 中 直 站点 的 巷 而 香 宇 村 芋 ， 


-1 弄 拱 第 二 在 习 好 第 25 乱 ， 


Br 一 +: 5 |", 
十 是 育 DD ZT = XIDyZ, Po 并且 
(DasDr2, WH =RIDyZ, HW 一 D7, Dyin 
Dan of aI, Bh." 
男方 而 ， 疯 集 工 EM 中 情 演 的 ， 则 和] .7 一 由 故 育 
De TP) = MT PD) DT). 
用 了 和 表示 有 其 六 ) 的 水 于 外 暴 ， 则 有 
(Dy > 区 证 ) Dre +t Dr 2. 
rr Te 一 3 和 [全 


综 仿 上 述 的 式 衬 ， 模 tH 得 到 [】 的 六 斌 ， 


3 fy 利用 第 一 章 可 置 第 27 大 条 证明 莉 需 十 和 1 于 "1 呈 等 


距 ， 由 丁 oe 二 了 CP* 的 度量 9 以 出 S371! 上 的 党 准 霸 匡 授 
过 了 诱导， 最 后 ， 极 才 虑 不 约定 避 可 内 蛤 证 ， 计 :人 PR 县 -一 个 
于 总 污 流 . 


业 了 二 


- 中 存 叶 部 章鱼 系 i 


习题 前 共 和 楼 站 


[2) 用 s 表示 球面 Se+L 上 前 位 置 疝 量 ， 过 于 [sy = wTs, 则 fz) 
T+t1 是 噶 焉 辕 同 量 . 设 ,YE [CPM 六 LY | 至 | = |Y| = 二 征明 
(二 一 YI 十 DyTlanls = v1T, 

共 中 访 品 Rt 二 下 的 标准 联络 - 而 利 用 本 这 习 题 第 12(21 是 ， 
Dz， 计生 一 idr 
二 了 -各 . 利用 第 一 章 避 题 第 36{3) 古 和 第 28 是 计算 出 

dd (YY) = Yr, Sooty = 一 
最 后 把 Ricei 恒等式 代入 . 
[2) 要 至 11) 等 东胡 证 明 方 法 可 以 性 到 Weitzenbiick 公式 . 为 了 简化 计算 ， 
对 于 任 态 的 点 了 材 , 取 点 附近 的 一 个 法 坐标 [可 ;7 站, 则 潭 pitp] = 市;， 
1 fp] 二 吝 过 下 乒 计 算 并 且 审 月 第 二 享 习题 第 36 题 . 华 28 题 和 Ficci 
恒 等 沁 有 即 可 ， 
1 出 [2], 二 = 的 分量 旺 

(Aa)iea ei) 于 一 人 trDeerfe ) 
十 1 ‘a (ler te is JO)tEa i te). 


活 利 由 二 mm 一 十 训 ten i 


.是 讼 {e163] 和 和 的] 分 别 是 + 和 的 单 们 正 交 某 , 则 和 汝 攻 "” 的 单 


位 正 变 共 {pc ny; ,6%}- 候 设 是 :Rt + 


基 击 


上 {9 61 E31 


hp) = 4 各 [ol] = 
哆 定 的 线性 变换 ， 则 至 是 -个 正 交 实 换 . 令 9 = 到 sm， 则 窜 易 验证 ， 
四 : Sm 一 97 中 一 个 等 到 ，J 帮 中 满足 和 二 二 (5) 一 5 
[2) 电 据 本 章 习 其 党 是 以 及 站 论 (1), 对 于 性 意 的 点 p. J E 3", 以 及 性 意 
的 二 准 闻 空间 下 雪 卫 旺 x 全 硬 KT) 一 Kf 


， 必 费 吐 是 青 笠 的, 为 证 明帝 分 性 ,对 于 任 训 的 点 8 € 对 已 屋 尾 者 的 ,e162 


Tp Mi 寺 培 明 


{TY TR a i = Wu WE Tp. 


1 


上 


1n. 


-1 


注 炙 启 也 .天 是 :个 砷 率 示 上 理 草 场 ， 铅 由 引 题 31, DD; 二 = 


对 于 作 意 的 贞 E 对 , 选取 对 本 ?点 附近 的 单位 正 交 标 架 声 fe*], 能 得 在 
五 三 Ri — Bicter,e;} 一 则 由 题 设 ， 亦 点 处 成 江 


Ble 一 ee 一 bed = 二 {tis 一 直上 j1 


由 此 可 知 ， 入 一 -一 wm = 六 二 利用 定理 4.2 和 定 埋 由 
证 15 晤 中 秆 康 一 个 单位 正 变 基 各:}, 悚 得 所; 二 lictess es】 二 加 走 ，， 
对 于 性 高 的 点 EC Sm CT, 六 放 3 一 ve 则 有 Hiro = 
Aw， 由 于 加 | = 4, 是 3m"! 工 的 一 个 外 向 单位 法 向 地 对 于 全 
意 的 一 wes E Ty 令 凡 (tw = ;和 wes, 则 所 是 TMM 上 的 切 向 且 
场 - 在 前 位 碌 B”. 上 利用 散 度 定理 ( 即 第 一 章 的 定 珠 5.3), 并 注意 到 Bm 的 
体积 iB") 一 “= , 将 


TH 
RicataldFsn _， 
ulin- ] jam—] ic 人 
上 2 At 2 3 
mwl don-l 
=- 一 了 AF, thlsm 二 -一 div (Hd Ve 
bm 1 Msn Wm um 


-3 和， 一 2 Bicyle:) = Bi). 


【1 利用 第 二 剖 习 司 第 加 题 点 第 21 题 ， 
人 2 设 Vwh 尽 全 ,平面 上 的 标准 入 明 可 朋 ， 则 二 ?go 并且 


Bfaay afd ay_n 
Br Br 山南: 冯 Br 


出 于 jw 的 名 蜗 川 率 荡 其 司 古 赛 ， pp = 11 到, 根据 们 】 中 的 关系 或 和) 时 
的 局 aus 曲 认 长 


Plas | 
A 
引起 , 茶 )9[ 训 : 新 】 下 


20. {1) 先 由 本 至 习 司 第 19 古 计 算出 哥 并 曲率 张 县 基于 二 的 表 法 式 : 


Ti iR! 二 一 (有 让 + Frntdi! 一 Pa — 本 


习 显 解 竹 和 提示 


1 
十 下 YY Bed :一 | 
由 


1 - 
=— nie + Pint 二 一 Figir) 


十 让 一 hl- 
六 


再 和 用 扒 论 3.3 的 辣 论 . 
(2 则 如 半 论 晶 ), 亮 芝 性 可 以 直接 驻 让 ， 下 面 证 明 必 型 置 ， 如 末 # 县 有 有 般 
共 面 曲率 刚直 站 话 1 和, 当主 天 于 时 ， 机 二 出 下 二 国 而 可 及 没 
站 二 站 十 十 嫩 mw 则 对 于 任意 的 天 请 : 一 Yr 利用 尊 忻 
局 i 二 十 人 
六 等 下 科目 关 一 下 人 十 三 3 芭 吕 . 
点 
(3) 和 人 区 昕 第 三 而 例 18 的 六 法 ， 求 出 这 原点 的 正规 测 地 线 ， 考 虑 它们 
的 总 长 庶 并 利用 Hopf-Rinow 十 利 . 
. {1) 任意 稍 宇 与 共 形 的 多 部 家 王 了 = 本 gmE 人 ,了 的 曲率 张 起 、 
Riceri 曲率 张 最 和 数 械 有 间 率 依次 沁 为 天 2 Ri 和 上 今 
- 1 > 党 _ 
Rm 
则 由 本 音 习题 第 19 晤 中 的 医 系 式 {oj 由 以 时 算出 客 ; = PE 一 Py 再 
由 此 形 曝 率 张 量 的 定 党 进行 驻 诉 - 


22. (1) 由 此 形 曲 率 张 划 场 必 的 定义 ( 骆 看 本 章 习 题 第 21 则 ) 易 庆 


CR EY -RYE pl ZY — ir, SI 
+ NE EY — A Ze 
VERY EeE TEM), 


其 中 ww 天 [ 计 ) 一 闫 CM 由 下 式 确 十 ; ， 
HE = a AY eT 
已) 敢 民 的 单 世 正 谈 标 暴 场 {6}; 并 仿 


人 Tec ea]， 


mr 


习题 四 ”47 


则 出 4 和 wy 的 滤 光 


1 . _ 
Cry iy 二 id 一 irda 4d Riis — Rd rl 


1 
i du) 


当 mm 二 3 时， 这 个 计生 si 的 第 个 噶 一 ， 可 以 验证 i 一 业 荆 芝 
3 
(4) 定 灸 自省] 型 张 二 场 了 , 伍 得 对 于 性 高 本 将 EE 洁 LM 


TIX EB = 9 De OY 2),e1), 


利用 Bianechi 第 二 出 等 式 汪 归 Tisy = 一 于 -二 站 - 
上 dy 设 站 = Pg, 用 带 必 的 记号 表示 由 3 定 尖 的 讲 灾 叶 数 、 张 县 或 数据 ， 任 
职 局 部 坐标 对 【rr 用 下 标 中 的 和 "学制 训 示 张 量 医 丁 联 扣 万 利 
也 的 协 变 导 歼 ， 比 训 
本 = _ 六 二 让 
pos 全 
出 本 意 习 题 第 19f1 题 中 的 美 对 总 f) 和 人) 导出 一 区 硬 一 Ht 同时 
根据 第 二 让 村 是 种 2111} 题 六 有 如 下 的 站 条 式 ; 
pri = | ink — P+ pd — Fg) 
Phi pis TF PiipE — Hkh 十 9 "pn{ phi fig) 
因而 利用 Ricei 恒 尘 式 订 岂 证 明 
Ds 一 到 和 一 Ei 
= 一 Ph hii ki 
Ei 
二 Dyi; 各 Cis 


所 典当 机 二 3 肘 ， 宫 三 仙 因而 开关 = 五 - 


478 可 显 鲜 蔡 各 示 
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上 = 0. 村 利 用 具 屋 启 和 痢 zr =3 时) 的 北 带 不 记性 ， 
[充分 性 ) 设 0:2 是 对 的 芋 间 的 与 部 峙 杯 票 ， gj 二 人 5， 6) 今 
Fi 一 _ 上 Fi 


六 - 
EE 


其 中 RR;， 和 客人 苍 别 是 诬 模 5 的 Ricci 出 认 张 本 布 可 朋 有 昌 上 ， 在 对 上 故 虑 
基于 虹 数 jp 的 依 概 分 方程 


1 
pr = pis — pif + FP Pept = Pi, 


利用 Mirwi 方 知 证 明 ， 如 昌 充 对 性 条 和 成 立 ， 则 上述 方程 是 完全 rs[ 积 的 .办 
员 主 42 的 每 :点 附近 存 府 扩 清末 数 p, 俩 得 pi; = yy, 定 凡 芋 一 说 
明 广 是 平坦 的 . 
[2 这 先 当 mm 二 dim a = 时， 局 部 上 上 的 等 泪 参 殊 同 的 存在 答 即 说明 时 
是 局 部 共 榨 半 坦 的 . 当 mm 之 当时 ， 计 算 党 曲 闪 空间 的 共 形 昌 率 张 直 已 和 
tm 二 3 时 的 } 张 批 五, 它们 都 党 等 丁 必 ， 
(9) 是 时 财 是 Biastein 祝 形 ， 乔 存在 常数 和 局 得 忆 y = 和 giz. 国 为 哮 直 
局 部 车 形 下 址 的 , 喜 由 (14), ;yw 一 人 利用 本 章 吉 题 第 31 人 9) 题 ， 曲 率 张 拓 
型,; 可 以 志 示 为 ， 

bi) 一 i — gn). 
11} 利用 第 二 Bianehi 避 竺 式 ， 
iay 如 果 闭 论 洒 成 立 ， 剧 在 对 .上 存在 一 个 半 行 的 单位 切 向 量 场 0. 其 Ricei 
曲率 为 专 ， 有 芭 外 = 0 矛 盾 - 


- 利 几 曲 率 张 量 感 ;， 的 下 法 虑 由 功 ， 


习 题 五 


. 匡 证 法] 加 县 了 [本 的 守 点 平 是 弧 立 的 ， 峭 存 t6& 话语 世故 数列 [in 所 


[有 .满足 ts 关 o te 0 井 且 fi 一 Hf} 二 小 设 
天 | Tf 人 Yi 时 是 兴 人 的 平行 税 勋 ， 恨 据 第 站 章 的 定 酌 T 了 ,和 


UD UT) 
Li re 上 一生 


J [#5] 一 dim 心 ， 


村 是 用 宕 理 1.3 易 基 ， 7 三 小 与 公民 订 件 未 层 ， 


3. 


设 了 是 测 地 谈 分 更 他 ,外 = expyeoy 下 个人 二 tr 的 变 耸 向 起 场 ， 出 
Jit) = (uxp poy res i YY = 于 xn omit [0). 


由 此 可 知 ， :着 的 一 站 = TD) 0) = 7 


， 从 号 = 站 的 由 全 1 戏 下 浦 足 开 二 0 而 人 = Pi 的 Jarobi 声 古 


是 


J = ee 


[rh. 


出 11.13] 式 于 的 = (exppjawioyfw[0 朋 ,从 而 有 J 轴 = 洲 众 剖 . 再 利用 
Jacobi 场 的 唯一 性 和 杀 件 |4| = 1. 


-1 设 ww 是 Killing 同 重 前 六 牛 成 的 局 印 单 若 黎 本 模 群 ， 二 E> 省 


。 慎 得 对 十 芷 意 的 全 tj [6 且 汪 (3) P(r 3 和 )) 有 间 久 ， 邻 本 华 , 贡 一 


ry 


ba 则 下 吕 , 申 挝 1 > 是 曲 紫 人 的 一 个 者 地 变 谷 ， 其 三 
内 向 成 斯 量 
站 
十。 (有 = 澡 | lt {Eh = ey- 


= to 
因而 由 命题 1.1, 药 .i) 其 没 3 的 Jaeohi 辐 量 场 ， 
从) 定 记 对 的 子音 


3 一 要 EM YY 人 一 册 井 及 9 ET NM,DyX 二 . 


则 由 惟 慨 ， As 是 村 的 -- 个 非 空 章 焉 梨 ， 只 需 道 明 3 也 是 时 的 开 子 集 
即 可 为 此 ， 设 go M0. 到 二 > 灿 使 得 测 地 绿 他 fi] 是 好 在 点 多 的 
-- 个 法 于 宗仁 域 ， 再 利用 (1) 证 明 党 sy16) CM 


. 【17 请 充 苑 小 的 正 烤 上 恒 得 exp, 在 开 球 访 后 了 对 内 匹 霸 化 点 - 


设 此 ;人 时 一 了 几时 是 时 中 请 阅 的 平行 移动 -. 出 【11 和 式 ， 对 村 
人 在 意 的 下 和 皇 TV 天 由 JI 一 于 xp 是 条 站 的 Jacobi 场 ， 
它 满 足 刺 姓 荣 件 TID = 0, J'[0) = #.， 由 假 波 ， 存在 没 7 平行 的 单位 
癌 量 场 吾 的 ， 司 得 4 = 天 下 五 人 的， 其 用 了 二 避 遇 由 此 证 明 
Rf) = FD ED) E Tm. ， 

(9 舌 证 胃 : 对 于 仔 意 三 个 二 相 正 变 的 音信 切 癌 重 wTp 时 ,有 Rm 
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四 


习题 解答 天 提示 


,tu 一 向， 因而 看 
Fi wl Ri) = EI, i, 
琴瑟 = Ki Cw), 
上 其 中 的 第 二 个 式 子 屋 拒 第 一 售 上 水 子 中 节 区 用 一 此 的 代 导 得 到 的 ， 册 此 ， 衬 
轩 [对 这 的 起 向 曲率 中 和 :十 全 和 把 六 ft 十 训 和 | 颖 轴 这 
转轴” 语 导 划 的 截 定 fw 所 到 应 的 截 押 曲 率 下 各。 相等 . 
由 戌 及 知 ， 瑟 i, 一 二 f 计 ,本 总 对 丁 企 总 的 BE [Lt, 2] 


Rlu tompt+ wning) = cos BH 1 + Sin HRY = Ki. 


. 设 六 Cw 是 线性 映射 fixpsio)owias 柄 空间 ， 开 检 二 .19 式 可 以 建 


立 纵 性 对 射 于 :下 -于 人 俩 得 
EE = Hepp ew en hd). 


村 证 明 吊 扬 直 单身 区 振江 射 - 


， 刘 天 二 


的 平行 总 动 ， 巾 于 五 + 十 亚 三 已 
所 人 Er] -PRIs, EL) 一 RP le) Pe F'n) 
=aiit}Ple;) = Pteittley’. 

{4] 设 入 是 瑟 什 驻 射 fo 的 作 意 个 下 特征 息 ， 刚 初 表 问题 
Ff 十 AF 一 站 
di 本 
天 全 一 由 FD = 1 

的 解 是 了 伯 一 二 sin wat, 各 定点 是 二 kr ww- 这 时 上 是 韭 负 整 数 . 


. 用 于 fp :贡生 是 线性 同 构 ， 让 在 4 E 对 , 人 局 得 piv} = 


再 扣 ). 朵 为 1 时 ,站 是 完 普 的 先 积 流 形 ， 所 以 由 HopERinow 年 开 ， 存 存 济 
地 编者: 蕊 +a) 一 机 | 满足 逢 中 二 也 他) 二 令 靖 = am 刚 鼎 县 
NN 中 的 测 则 线 ， 它 灌 足 9) = 9, 将 [本 二 无几 二 由 fa) 于 是 出 测 地 
线 的 唯一 性 ， 局 Ia,w 二 8 易 基 ，1 二 和 aa 即 为 上 中 猪 足 了 oT 一 总 的 
宰 地 线 . 


10. 


14. 


本 习 朵 五 拆 1 


仿 蝴 Carlan-Hadarnard 定 地 【 戎 香 和 定理 33) 的 让 明证 竺 可 以 证 明 (3, 91 
与 欧 包 亚 癌 及 ”一 玫 时 向 杂 辐 及 


-人间 由 指 整 典 射 的 十 况 ， EBD 殷 于 上 过 原点 的 直线 工 上 映射 询 种 上 的 


一 条 癌 态 ， 同 时 把 也 好 以 所 点 为 中 心 的 同 它 加 映射 为 大 的 钊 辆 . 


.设立 是 对 上 的 将 曙 睹 册 . 则 下 = sr 是 型 上 前 钳 委 度量， 痉 :  : 


(本 基 二 Lg) 是 局 部 等 寿 ， 对 于 人 意 的 pE 时 , 记 天 基本 的 )- 

[站 莫 性 ) 利用 反 证 法 并 参考 相间 习题 第 9 是 证明 方 法 . 

[充分 性 ) 谤 3 仁 ) 基 【 邓 :史上 及 点 顽 为 嫩 点 的 任意 一 条 正规 草地 线 ， 耻 作 ) 一 
二 01'. 因为 【和 ,9 导 完 普 的 , 抽 以 有 正 起 淹 地 强 3 :四 ,二 29] 一 
哮 岗 足 贡 一 一 交加 一 vy. 由 于 是 收音 蜗 射 . 对 于 年 砍 的 王 字 个 闻 攻 间 
在 点 疡 处 有 肤 一 的 括 升 , 它 是 于 中 过 站 点 县 与 {0 相 妇 的 汉 邮 线 ， 币 测 
地 和 残 的 唯 -性 ， 视 地 线 地 的 定 忱 域 可 以 延 折 汉 闭 民 疗 区 , 襄 - 


- 设 梯 二 Rf0}、 则 包 高 映射 了 : ER 全 开 吓 月 序 等 下 邮 把 ， 下 是 


完善 的 ， 但 基 瑟 却 洒 是 完善 的 ， 更 一 般 地 ， 设 {里 ,四 是 一 企 完 间 的 蓝 蝇 
流 准 ，= :时 一 村 是 蜡 的 覆 登 映 身 ， 广 后 ， 令 村 = 里 全 二 则 
TT 对 ,TT 于 站 是 局 部 等 距 ， 查 【用 入 是 完 备 的 蓝 此 流民 ， 


相 撕 本 意 习 是 第 2 题 的 站 论 , 这 个 习题 的 证 明 只 有 一 个 难点 , 即 闻 的 不 可 
证 折 人 性 ， 候 设 对 是 可 以 证 打 的 , 即 站 在 连 征 的 束 总 流 形 ,使 得 对 六 
是 时 的 于 可 谊 形 ， 设 jE 对 个 各 时, 记 凶 ' 昨 成 到 的 一 个 西 辑 域 . 
记 果 我 们 能 各 证 归 多 "一 他 记 币 , 则 FJ 导致 于 盾 ， 共 原 国 曙 下 : 利用 
的 局 带 等 让 往 易 划 ， 此 时 TI 一 由 瞩 = 下 是 贞 信人 D 在 中 的 一 个 部 
城 ， 十 居 可 忆 考 虚 中 内 号 他 极为 旋 的 圆周 a 着 批 它 提升 到 姥 中 去 .这 
吕 杖 屁 不 可 能 的 . : 

为 耻 证明 便 ' 一 {9 世 诸 . 注意 济 对 丁 枉 意 的 点 Pp E 时 ,存在 唯一 购 测 地 
总 通过 pb 点 并 呈 术 能 扩 居 到 所 有 的 +E 语 gE 上 站 于 ,并 职 对 "中 内 上 g 
到 下 的 畏 二 线 二 则 5 开 若 时 与 于 中 的 一 东湖 地 线 重 会， 因而 后 那 条 通 
过 点 但 不 能 扩展 到 整个 丸 上 的 队 一 的 判 邮 问 ， 由 陵 一 性 世 肌 玉 次 上 几 的 
过 界 点 这 一 事实 可 外 ， 闻 站 便 ' 中 陈 了 点 由 外 的 所 有 党 部局 丁 时 , 原因 
是 s 本 及 任意 地 败诉 村 前 进 界 ， 工 后 ， 对 十 任意 的 EE WT 根据 上 述 
的 唯一 性 ， 往 接 站 和 1 的 测 地 线 - 定 守 全 包 告 布 中 ， 于 是 和 三 时 .看 
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16., 


司 亚 证 等 型 提 下 


有 全 一 人 jcC 果 - 
(省 要 性 | 在 疯 ,( 有 中 遂 取 济 地 标 架 场 i] [ 谷 有 第 三 章 寺 区 第 12 期 1 全 


Bik = Fler ep er i] = Hs, ty ke Gp. 


用 干 万 到 三 机 了 涝 营 从 也 点 市 发 的 测 地 吉 为 常数 导 硬 计 十 对 
表示 出 1+ 一 u 痛 定 的 诚 针 等 虑 同 槐 ， 定 避 二 xp srrs fun,】'. 利用 
fartaa :等 距 定 埋 可 以 说 旭 5 是 -个 等 距 ， 

【 充 苍 性 ] 刘邦 三 vv ET 时. 到 测 地 线 二 : 5,5) 一 时 ,使 笠 yi0) 一 下 
Tf0) 二 ww 再 取 完 号 对 的 单 售 正安 茶 和 通 尘 平行 移动 可 局 得 外 证 的 
慰 涤 汉 人 Et 舍 下 一 惠 人 全 ee 人 ET， 册 有 


{De RYLe di) eit), tett), ali)) = Ful) 


二 J 五 上 人 一 五 [一 +) 


rd 由 


= 


= 


其 中 在 最后 … 六 利用 了 局 部 闭 蘑 了 的 等 中 性 ， 妇 外 ， 在 这 里 壕 应 用 了 第 四 
章 习 题 第 5 是 出 东 论 . 


, 设 闻 其 Sr 上 的 全 总 -个 等 丰 变 换 ， pp EE 3 ， 取 证 于 用] 的 一 个 


单位 正 芝 蒜 Te 各 风 {#8,5;} 呈 欧 氏 而 其 空 间 的， 个 单位 正 谈 此 
同时 ， {4etpjiesfea} 也 是 R*+! 的 -个 主 位 正 交 上 ,用 tp 嘻 $o[p) 
Bi Fi rifesl ts 立 了 确定 了 及 "+ 上 的 -- 个 下 交 变 护 4 & 站 人 十 了 
广 5 一 此 sswin, 出 主 基 391) 的 .个 等 砷 变 摘 ， 号 表 


[py 汪汪 Tl, Tr 一 tim sair) = fn. 


根据 引 理 5.1, og 一 局, 不 难 了 验证， 出 区 品 由 srirlE fr 靖 吓 正光 群 
On + 1 到 等 让 变换 群 了 (Sr 十 的 问 物 ， 


[30 设 帮 二 fw) E 字 . 则 对 丁 尾音 的 p= 名 EN) 


{4 A 一 如 ;了 1 一 —u: 


图 呈 rfo] 和 写 的 定 电 区 基站 论 了 D) 证 明 gsTip > 一 下: 此 而 
fp] 的 第 n+ 1 个 壬 尼 


i 二 1..1 : lL 
artipl + .atip* ll 


选取 豆 Mie) 的 一 个 定向 并 涉 明 如 的 元 案 保持 这 个 定向 趟 室 ， 
人 设 共 茶 底 451,-… :8 到 


{i ,es P| 种 {fs I 
的 讨 沾 十 阵 分 别 是 BB 和 安 1; 则 


ET i AB, =AEL,-- ;re 一 { ,fn Lo)) 
一 [机 ;, -，， D1, 


说 明 电 0 E 世 半 丑 4 = 和 再 利用 第 三 竟 习 题 第 中 题 ， 在 “ 
一 个 蒙 显 放 证 宰 间 


习 题 六 


人) 识 丰 一 重 沾 认定 二 中 if ;和 一 一 了 -mw 由 定 交 


~ 1F 9 一 
w= (3 
设 DD 是 控 回 上 省 "(和 村 上 的 话 导 联络 【参看 第 二 例 台中 , 则 由 囊 二 剖 的 
{9-7 式 利 | (3.8) 站 可 以 兽 出 


EIw) -> 二 (高 ) ~" (x)) 


一 晤 


的) 


[2 他 10 = DT) = 并 利用 第 三 章 定 程 38 的 环 明 技巧 ， 
14) 利用 第 四 童 习题 第 3 是 过 行 计算 可 得 


1 一 ,6 - 一 ii] 
Er iu) 一 人 中 十 2 (6. Dds 


b 
_ y .De 
f (Dad.De? yh 


bp 一 
f (Dyngt -RTT Dd 


| 


4 


| 


习 殴 朋 符 和 和 操 直 
{d) 由 据 芝 部 积 洛 丢 吕 划 


册 
有一 / 40, DY + (RD ,Jelt 


一 yr 7 
i 一口 


本 11 二 

-| ‘Er 一 Rly ,thy ,Dy it. 
- 号 
t. 


， 相 果 半 论 不 对 ， 网 存 让 下 末 ro, 使 得 in 下 们 ,有 一 号 > 小 全 


Id+y ra 


D= {re eR re + Sro}, Di {ry} EER; +H 


出 如 乱 紧 救 子 集 困 而 凌 于 度量 9 是 有 界 的 . 调 疙 前 直 么 为 址 瑟 ,对 于 储 
| 的 侠 交 南 个 不 同 点 所 本 提 阁 是 陪 中 连接 p,a 的 臣民 浏 地 绕 ， 其 强 长 记 
为 1 一 Ll). 良 据 Bonnet-hiyers 定 奸 的 证 团 他 以上 更 种 博 况 进行 讨论 : 
人 和 放 昌 古 刁 记 二 的 内 太 ， 1 
zDD py ED |. 宙 的 讨论 可 以 得 车, + 的 驱 长 大 二 六 ) 十 到 
冉 和 用 织 禹 性 和 | Binet-hiyers 定 埋 - 


， 证 最 方 洲 业 要 于 Bunnet-Myats 定理 的 让 明 ， 要 用 到 如 下 的 苍 训 入 分 法 


fa | yf sin pd 
上 in 下 = 了 sin 了 出 ， 


， 训 对 是 截 在 曲率 为 1 的 完备 常 曲 府 宇 隔 ， 根 插 3a8f 定理 ， 闻 的 基 相 天 


ra) 二 {二 或 到 3 如 果 740N) 二 {1} 则 对 号 一 个 截 自 曲率 为 1 的 空 代 
形式 , 因 市 由 第 厂 登 的 宗 埋 5.2, 时 与 单位 妹 徊 32 等 下 ; 因果 L194) 二 各 
如 出 于 几 的 通用 半生 宅 间 后 到 32 等 匠 ， 对 站 与 襟 庄 凡 宰 间 是 P3# 等 
焉 ， 


卫 了 全 时 基 日 虞 的 一 个 名 特定 向 不 恋 的 正安 谈 搞 号: Tha 一 他 季 , 并 用 
此 部 六 工 沟 找 特 证 上 朱 ， 说 明 上 的 重 糙 太 于 二, 因而 存在 单 相同 重 tt ET 了 po ， 
21 请 是 PIw) 二 wm， 出 贞 得 到 一 个 阁 平行 凡 芝 兰 正 迹 于 到 的 单 
位 向 乓 场 从. 考虑 司 的 划 下 守 革 二 [x51 人 


下 避 一 HT A ), vt, uy) 所 [0. F ™ 【一 =， = 


利用 相 训 的 氟 失 第 开 挛 分 公式 证 明 天 人 大昌 


?7， 人 在 单位 未 而 S” 上 选 歼 过 接 一 对 对 径 点 ,一 P 的 正规 测 地 线 Y- 设 tt 是 洛 


Y 攀 平 行 向 量 场 ， 并 满足 fo = i 三 1 今 可 只 = 了 Et. 计算 世 
Utt) 为 变 分 癌 基 局 的 第 二 变 分 代 式 ， 可 得 


下 = ma Ft 


再 利用 宅 理 4.6 和 第 五 章 的 例 1.1. 


， 对 于 任意 的 点 PE 好 ,以 此 和 任 春 的 两 合 单 作 下 全 商 越 Bi 上 三 Mp 时 , 设 


3 [0.5] 于 和 5 是 满 中 0 直人 = 卫 ! 的 止 规 铀 此 闫 ， 则 日 一 YT) 
是 点 彰 铅 立 的 第 - -不 共 范 点， 考虑 呈 的 测 把 窒 他 于 : 认 ] x (一 后 5) 一 
其 中 


Pit 4) = EXP EL eos m+ Esiyw), Vif,i) EO. nm] x teE, EY}, 


出 假设 ， 前 变革 同 措 场 TIt) 居 逢 只 J 了 I0 一 0, JiT) = 0 的 巷 Jarohi 
场 ， 本 揪 引 理 4.3， 交 存 祝 ” 的 向 册 场 训 册 , 使 得 由 二 二 人， 于 是 ， 
fy} = ln BLL) 二 了 怕 “7 下行 的 草 位 I 堪 充 标 洒 杨 {ei}, 侦 笠 


sm 一 站 ,并 本 了 二 科 当时 
1 一 上 
兵 [ 罗 一 其 [7 人 [ 的 } 利用 本 章 吉 是 第 了 题 的 站 论 和 分 部 积分 汗 ， 


5=FtO= 上 7 Pa 一 El ta jE 
2 _ - 
= CY EO 0. 


所 以 ， 天 的 二 1 仿 芋 全 小 可 等 起 (本 有) 二 1， 再 剩 用 第 二 内 的 定时 
5 和 2 


. 设 vw 是 补 信 问题 


9 tag = w=1 PO)=0 

的 长 总 站 解 ,如 平 闻 设 有 下 的 零点 ， 则 对 丁 性 音 的 t+ 3 0 全 上 二 相 于 是 
= 于 = 1 在 让 2 > ,本 各 在 [0.s] 
上 有 0 根据 Lagrangs 中 值 空 于 ， 当 
tE fa,+o0} 叶 ， 存 让 £ Efe,f), 使得 二 区 人 ] 十 二 Jt 一生) 


BG 


1 让 ， 


12. 


]4, 


习 期 铀 等 和 性 让 
设 % 县 沿 和 7 的 平行 向 重 纺 ,并 渍 中 全 人 一 站 :有 | 一 1 全 
Vx = RY XY A EID igf px th), 
并 让 :上 .各 汶 满 中 
Entl 人 EE, Daa KODE, ER 
的 六 证 函数 ， 根 据 本 章 习 题 第 9 知 的 站 论 ， 字 在 东 滑 明 数 ww 注 吨 
[0 0 


十 和 9 加 一 站 P10) = ]， 


并 且 有 具有 两 个 咪 点 碳 过 让 外 > 必 评 明 对 于 向 朋 场 YY = ” 攻 , 指标 形式 


葵 吕 
I 
Tl, Y) 所 一 [pp = 0D. 
el 


- 诈 呈 ;[-cc: 二 9c} 于 时 居 是 中 的 性 讲 … 亲 于吉 测 地 线 ， 杠 据 本 章 习 是 第 


1 莫大 的 匡 论 ， 存在 可 > 入 舍得 测 地 战 卫 一 引 二 的 指 区 iudex[} 之 
贡 一 1. 因此 当 二 关中 和 ， 误 des 由 所 愉 存 在 E 办 全), 使 得 牛 标 
TY 区, 了 种 祝 的 一 个 其 村 间 定 端 占 的 变 分 时 :| toto] x (54 到 昌 ， 
使 得 子 = 给 |,=o 由 秀明 4.1， 二 工 [ 重 。 J 一 下 后 妆 站 这 前 明子 下 
县 时 中 连 樟 一 ta) 和 “ttu) 两 点 的 基 姑 测 地 乒 记忆 3 不 是 对 中 的 得 
地 直线 .局 的 性 童 性， 关闭 入 杀 :. 

显 艇 ， 区 村 而 好 一 5 x 区 前 截 站 类 率 卡 业 非 令 ,并且 杰 对 上. 存 蛮 测 
地 让 强 . 

企 单 己 球 而 5” fim 之 入 上 上 沿 二 规 审 电 贼人 和 有 近 所 7 上 民政 个 
正 奖 本 网 半 行 到 量 场 A 和 ,BIE 二 得 14 二 一 1 相亲 
二 二 明生 六 Jit) 一 二 1 enyt 寺 玫 计 ) ihnt. 出 由 第 右 章 的 全 1.1, J 是 党 
5 李 一 个 韭 老 的 法 Jatcobi 上 声 ， 卫 由 病 是 42 1 有 = 4 下 = 相 所 
以 ， 指 标 形 起 二 在 Ti 不 是正 定 的 ， 造 当地 过 取 六 的 定 尽 区 语 ， 还 
可 以 找 到 情 的 法 Jacopi 所 了 使 得 五 人 让 < 说 

不 具 “- 艇 性 ,可 也 候 证 赂 5] < 和 则 就 没有 必要 继续 让 明 , 艰 据 Raucb 
比较 定理 ， cxps : 于 村 一 好 村 开 康 甩 = 站 1 了 5) 中 没有 退化 点 对 于 
比较 小 的 s, 可 息 沁 ws 折 升 简要 从 间 Th 中 皮 ， 邮 对 于 这 样 的 3, 在 再 对 


13， 首先 在 Klingenberg 引 理 中 仿 fo 二 二 


le. 


bis 


中 存在 曲线 过话 晶 二 exps -人 多) 利 主 二 2x9 出, 全 得 we = expy os. 
山 十 捕 才 映射 cxps 重 吾 内 是 局 部 党 谢 同 钙 ， 丰 可 能 对 岳 有 的 E 加 1] 上 
让 的 振作 由 主 二 部 序 布 否则， “是 存在 相同 十 原点 的 点 下 E 号 , 使 得 对 
于 仁 意 的 = E 位 ,1], 有 站 三 到 特别 地 ， 5141 = 二 因此， 我 们 断言 : 
对 于 什 意 的 8 > 由 存在 8] E [1]. 使 得 auwce 可 以 提升 乔 半 sre 六 并且 
这 wir] 上 富有 到 BB 的 过 党 8 的 匣 高 水 于 二 的 局 ， 赂 果 这 个 断言 相让 羡 ， 
则 存在 某 个 = > 站 所 有 的 担 升 m 芭 有 5 的 距离 桂 太 十 5. 困 此 使 &, 可 以 
担 六 莘 耳 ,4 中 去 得 是 有 3 档 成 连通 桌 [的 一 个 后 开县 闭 的 子 染 ， 四 而 
让 区 亲 入 ; 1] 的 连通 性 ， 也 可 局 担 升 ， 下 盾 ， 可 讽 断 言 碟 立 ，- 二 是 对 全 
江 音 的 > 出 到 


Ll"in} 十 Ll” EE 1 之 2 一 人 J — ds. 


收 定 :个 将 于 0 前 数列 和}. 则 有 路 就 二 sn 于 到 {atar)}， 记忆 ， 有 曲 谍 
ma 满 足 


Ltro) 十 下 人 Ye > -二 


[ne 为 任意 日 然 数 Y, 即 可 证 邹 ， 对 十 
生意 的 下 C 针头 开 中 在 在 际 -的 抽 坦 剖 违 接点 p.9. 事 汪 1:， 省 
果 存 在 两 某 连 接 ba 的 制 地 二 ， 则 它们 庄内 悬 同 谷 的 ， 从 而 由 Klingenberg 
玉 理 ， 在 相应 的 伦 丈 中 必 有 曲 汇 到 {3 拱 长 席 Lin) 之 TV 一 该 
是 林 可 能 的 . 在册 上 荐 山上 可 以 进一步 说 叫 少 烙 呐 身 rxp, 证 入 上 没有 进 


已 点 昌 为 单 射 ， 因 而 县 一 个 光良 同 胜 - 


[1) 眶 握 概 说 澡 件 和 外部 柚 作 活 ， 亚 评 困 的 等 式 是 民间 的 ， 岂 裙 位 菜 件 易 
闻 ， 苦于 充 共 小 的 主客 了 > 和， 如 时 存 福 {1 E {0, tb 地 神 下 > 
和 ff) 一 四 并 及 并 ion) > 则 用 [9 之 代 人 等 式 


Fr 和 
GFP + itiat=0 


知 焉 | pa 三 大 os 及 而 让 微分 方程 解 的 叶 -性 ，iae 三 天 ou1; 这 扫 
属 设 it1] = 晶 巴 后 - 
(3} 根据 条 件 天 所 大 可 以 要 得 闻 下 . 即 有 回 疗 > (nf 设 D < 
to 立 上 三 由 对 前 由 的 不 等 式 在 芭 癌 :tn,t 于 进行 积 全 得 
A Fita) 
Fy Fl 


wto E {0,4] 


4 


17. 


二. 


习 型 用 寺 和 把 未 


令吉 9 浊 利 用 


Li 8 = lim ft) 一 ]， 
som fito) m0 frito) 


即 得 如 剖 证 明 的 未 等 式 . 


设 所 的 导 说 “平行 并 瑟 处 楷 正 安 于 站 的 单 伺 问 其 场 ， 则 Jacobi 场 了 可 
以 表 示 为 


J = DEN te [0,+o), fd) = Fi) =, 


其 中 的 函数 了 在 冲 ,to) 替 狂 钼 林 等 于 替 ， 不 站 说 fling > 0. 起 六 Taenii 
方程 ， 可 得 

了 三 机 
志 冰 竟 寻 莱 和 党 16(1) 题 中 前 积分 式 串 得 


f RE FR + Ftof to) — HOFID) = 0 


利用 疡 全 1 过 业 让 [0) 安 0 对 函数 了 进行 讨论 . 
可 岂 劳 半 下 二 婴 来 定 忒 证 明 ， 
(1) 定 艺 
Le ， 1 

it] 一 f jy ts]rls 十 4 二 1 
剧本 名 星 证 ，。 大 个 十 伟 的 短 关 一 天下 达 下 = 一 证 十 下列 有 天 人 衬 
EL). 
[2} 对 于 上 六 灿 定 电 


fl = od E20. 
则 下 > 日 FI07 = 1 此 外， 通 社 计算 可 以 证 世 
Ft LN FEY = 0, 


[3} 利用 8turm 竹 昔 定理 证 叮 ， 对 十 任意 的 to [0 十 50), 玉生 地 线 让 你 
行李 潍 是 J0] = 的 一 在 的 Jaocuii 志 ， 央 而 过 玫 语 下 没 月 共 攻 局 ， 


be 


hu 


EE 


习 贡 七 。 执 9 


,{ 相 森 Ranch 比较 定理 中 到 必 凡 蕉 面 遇 上 率 为 品 的 党 由 紊 空间 ， 补 : [本 一 


说 是 六 中 的 正规 测 地 线 、 则 着 上 店 地 的 法 Jacohi 场 了 具有 如 下 的 一 
般 表 达 找 式 [总 四 第 五 童 的 例 11) 


Tt) = Salt A 4 Sa (Bt), 
其 中 由 稳 Bt 给) 是 洪 的 半 行 向 中 场 ， 并 注 赵 
A TY, BI [), 


再 利用 Rauch 比较 定理- 

13] 在 Raneh 出 枕 定 到 中 先 取 时 为 本 题 中 已 知 的 称 虽 芒 形 村, 再 把 定 幅 
中 前 时 取 兴 相 面 几率 为 3 前 常 曲 尝 六 语 ， 信 蝶 [1] 的 讨 讼 可知， | 光 的 | 所 
salty, 


习题 七 


， 利 用 和 觉 一 瘟 与 质 第 6 三 和 第 二 过 如 第 汪 题 


[9 劳 加 职守 ETT YETITMO), 里 =o WY = Yr 
都 是 于 的 羯 滑 要 辣 措 场 ， 分 别 职 好 和 名 二 的 局 部 标 贺 场 , 证明 
Dry 一 Ds = DzDyy 二 省， 


TD 映射 了 ;区 !: 型 的 Jacobi 拒 阵 的 英 党 是 


， | —dng eosp 0 0D 
| en 让 


此 外， 下 的 单位 正 交 标 蛙 声 [i 部} 在 上 的 所 是 


一 TE 


日 L 。 
六 (人 一 -后 sin ,em ii, tt). 


半 1 . 四 
下 ( 吉 j 一 本 Si ,08 wi}, 
2) 利用 本 剖 习 题 第 1 题 的 结论 人， 


根据 乘 得 话 莽 的 获 呈 联络 的 定 灾 可 知 ， 如 果 证 入 是 对 在 六 中 第 二 基本 
形式 划 二 2 则 于 Lx a 在 向 x Wa 四 的 第 一 基本 形 或 只 注 由 下面 的 


4 


| 


-] 


. 设 Tn 各 束 ， 


;证 互 ,Y 是 瑟 上 的 机 个 二村 定向 量 切 - 因为 太 是 李 厂 同 态 ， 


习题 腓 千 和 提示 


NX TY31， 


将 到 1 生 业 下 4 "| ， 如 诗 Ea 


其 中 六 .二 蔷 DT ., 六 二 让 和 区 IE — 1.2). 
由 此 罕 关 证 娠 ， 在 是 如 条 件 沾 ， 下 三 避 

信 们 Cs 一身 , 则 
了 = 了 刘表 第 二 章 半 是 第 
25 三 说明 ， 时 指 莫 显 由 率 非 重 闻 南 吕 


兵 [ 避 .总 ， : 二， I 一 BT 和 这， i 
—RLNi FT, PY) = 0, I 人 
Hi, 
RX 一 . 了 , 人 一 和 十 , 站 . 十 五) 


— HX, Na Ra, T+ RY Ts, 1 FN. 
再 由 不 章 半 是 第 4 是 ， 人 站 = 8 x 于 时 是 一 个 全 制 乾 的 等 上 由 
A 
生 名 上 存在 
让 不 变 向 县 场 六 ,了 , 污 得 J 二 of 人 一 Yof 区 DD 和 和 DD 
分 划 是 李 样 占 , 上 上 的 并 不 变 诬 其 的 艇 曼 政 络 ， 则 由 第 - 章 习 旺 第 13 是 的 
车 沦 [让 

TI 二 KY 


Ea 


se 1 
DEY ~— 了 这 ,了 


于 是 


DEY) = A ?=， Xo — DEITY)of 


他] 注 褒 着 : 二 时 忆 Ww2n 为 周 湖 的 双 周 控 鼎 射 ， 它 所 浅 导 的 号 重 


了 - 了 一 如 (去 ) a! (人 .3 a 止 杂 - 总 生 舍 映 穆 i : Iie} 一 3 ， 
区 而 旺 一 个 区 六 其 慨 小 性 记 膏 ) 和 他) 十 接 得 到 - 


本 旺 七 A491 


8. [1) 对 于 在 意 有 的 PE a， 全 入 中 当 了 所 的 一 全 开 音 中 了 Darbonx 标 架 场 


{Ei, Eh 其 中 En 二 
0, 我 们 有 


太后- 记 二 = to; 则 由 散 度 的 定 交 以 及 人 = 总 名》 = 


rr 上 一 Fri 一 一 2 Dod) 一 ‘De en, 0) 


11 
Pb 
-Yet EaAY 一 —diw ( < ) 


[21 说 后 公 页 的 一个 二 位 法 向 最 声 ， 相 所 矣 计 身 定 卫 (人 看 第 “ 卓 的 定 埋 

2.), 存 布 NN 中 包 宦 点 p 的 局 部 坐标 系 (0:4), 舍得 wf) = 0D, 并 由 
UNM= ye :ny 0. 

多 一 0， 莉 下 是， 是 本 明太 前 个 正则 信 ， 攻 和 -0) 

En 详 ， 汉 妆 时 孜 亮 下 的 答 本 可 以 伍 得 名 = 合计 在 一 的 限 宁 等 于 

后 |v 用 缚 论 和, 厅 一 一 二 div wf{ 训 )》 


93， 首先 证 明 ， 狗 及 尝 形 N 的 子 流 形 村 尼 全 宙 邮 的 充 仙 避 可 这 忻 是 ， 对 十 三 


li]. 


Cie 


意 国 成 PE 卫 , 丰 各 开道 过 于 点 且 笛 点 中秋 与 时 机 切 的 副 地 线 孝 怎 千 重 
ji 中 - 册 此 ， 况 上 的 等 虑 弯 近 把 全 测 贞 了 入 素 变 为 全 淹 弛 上流 形 - 此 后 利 
用 第 二 卓 可 古 第 十， 第 5 题 的 讨 褒 ， 进 步 说 明 训 果 把 再“ 扣 ] 等 同村 下 
中 的 开 球 23"[o)in = 关外 HIr)} 中 的 任 窟 一 个 卡 潜 位 三 上 一 1 
全 谢 地 闭 了 流 形 总 和 3B"mia) 运 直 相 变 的 大 堆 平 而 或 天 维 趣 而 与 五 "1a] 的 
变 理 ， 访 虫 所 请 的 垂 旧 相 变 指 的 其 与 直 吾 “全 ] 相 这 计量 让 交点 村 与 站 后 "人 
的 法 同盟 相 切 .此 外， 最 失利 用 利用 第 二 章 可 题 第 4 题 和 第 5 题 的 解 涯 中 
的 太 斌 可 以 说 明 ， 所 有 这些 全 训 增 子 馈 形 积 了 YLe) 师 星 等 鱼 的 . 
首先 在 村 上 引入 子 训 问 的 折 尖 结构, 对 于 任 意 的 pg 对 , 聊 充 分 小 节 相 > 必 . 
使 如 六 在 点 了 的 枯 数 也 丢 exp 证 开 切 六 ft 苹 了 放 土 是 个 光 识 同 驻 . 
全 

下 一 人 
则 玉 浊 了 页 的 一 个 线性 子 空 间 ， 并 县 奈 一 sx 六 王 o 人 1 荐 认 的 
聊 入 竹 辣 形 ， 说 明 这 样 构 鞭 的 Us 是 点 五 在 对 中 的 “个 并 邻 域 记 区 一 
esp ip 网 {sp 吕 pl BE 荐 对 的 一 个 ”相关 的 向 部 求 标 卡 要 


15., 


幕 ， 央 帅 确 定 本 币 上 的 一 个 区 说 半 怕 ， 商 得 对 成 为 的 于 说 形 ， 想 据 
赤 覃 洒 蝴 第 10 绷 的 讨 座 以 互 因 的 定名 ,可 起 证 明 ， 相对 于 话 导 度量 ， 守 
是 夕 的 他 测 地 子 泪 形 ， 细 上 节 可 知 阅 地 老 交 责 [5, 第 73m74 再 |]， 


1 【放权 性 ] 双 于 尾音 前 点 六 E 本 ,0 作曲 线 了 :5 让 一 蚂 清 后， ?0 = 外 


YI0) = 区， 玫 卫 是 M 上 的 诱 导 席 量 的 的 总 联络 ， 则 二 第 二 章 的 定理 
7.2 各 蓝 性 假设 可 庆 


(他 = {Dx FY) = lim RO rp 上 TM, 


其 中 Pr? 是 几 中 积 字 雁 到 rt 轴 的 平行 殉 动 ， 肝 由 pp 点 前 任意 性 ， 
DxY E XINY. 

{ 充 分 性 } 对 十 生意 的 E 碟 加 昌 , 取 尽 EE 守 (NY, 使得 Xm 一 二 并 
且 百 ,小 天 = 由 于 是 存在 六 ”二 光 [和 ET 韦 得 半 二 
天 ”二 其 上 出 于 Dye 古 Ei 村 ,Di 下 ' 二 0. 即 站 的 洁 分 斌 廿 法 
扫 中 异 % 是 半 行 痢 ， 半 阿 为 并 | 二 Eoy 寺 , 即 下 -全 各 人 二 由 臣 有 
下 1 三 出 此 梗 知 ， 中 全 一 二 | E Tyy 导 由 wy 时 的 人 尾村 
性 ， ya 二 i. 


， 和 用 Raeei 方 枉 ， 
， 碍 和 宗 归 场 和 en] 下 ， 再 三 寺 工 ;Retsi) 评 由 丰 葛 协 上 翼 数 的 证 衬 ， 


对 于 等 -个 
ly= py = Mr ei he, a 
Dz 吾 = 元 2 D5 hlen ti)} = 二 CD。 es £0) + 2h{De, er 1)) 
设 D,; Ex 一 Tras, 则 山 十 {e:} 是 单位 正 变 和 蒜 氮 场 ， I 一 一 工作 - 改 指 出 
的 对 床 性 ， 
YD ei eiy 一 Yhter,ei) =0. 
i EN 
所 
1 . L i 
DD GE |] ~ 
设 革 5m? 一 民 RMt! 居 短 客 鼎 膝 ， 则 站 = 一 28 是 吓人 i 的 单位 糯 |s 
草场 ， 证 咀 对 于 Star} 上 的 性 芯 隐 个 单位 正 演 妇 辣 拭 场 e172， 


1 
fhe:, ie 二 To， 8 ,1 一 ] ,2， 


L 


局 
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再 利 月 人 amar 方程 - 
[ 电 壬 性) 对 于 仿 意 的 pe 时, 设 {el 是 天 在 下 点 附近 竺 实 的 一 个 单 
世 工 交 的 法 标 损 场 ， 肯 岂 记 4 一 有 妃 ,， 由 令 设 ， 存 宇 点 附近 的 禾 架 场 
{ei}, 全 得 对 村 每 一 个 a 在 证 虑 成 立 二 fi = 各 机; 其 中 各 所 也 根据 
Weingaran 变换 种 第 二 医 本 形式 无 之 间 交 芯 勾 ， 企 DP 点 

= 二 
国 此 ， Jieei 方程 化 站 

后 二 Rh .一 ee 二 由， 

即 法 联结 卫 ” 的 出 率 算 子 生 p 点 泽 寒 . 
{ 和 外 性 全 音 先生 局 点 儿 近 的 标 部 扬 {ft} 点 沪 慰 识 扬 {es]}， 和 册 必 吾 性 的 
证 算 和 不 准 在 出 ， 训 果 上 邮 具有 平地 的 法 划 ， 刚 对 于 性 音 的 a 成 站 


Bh ih 0. 


辐 定 -一 个 ez, 计 职 证 当 的 {6;), 证 得 在 训 点 ， 有 一 地 语 j, 由 比 说 明 ， 省 页 
逢 可 以便 新 选 股 {&}, 出 得 对 村 任意 的 总 汝 关 了 了 时， 有 抽 霹 } = 人 


【个 雇主 二 -对 十 江 全 的 了 一 trl TE NY = 


风 ] 
TH = rt = TH RE 
出 此 过 租 可 以 得 到 三 "fl 在 并 ?+ 中 的 基本 公式 海 
Ga 人 DxY = DrY +hiX, YE, 
Woinparton 公路: Dx 一 A 
其 中 YY EE EEN DP 中 卫 "Me) 上 前 琳 曙 左 络 ， XY EE 六 HI) 
并 HH 
AN YY = RE, I. 
上 证， 二 "Me) 在 RR 1” 中 的 基本 方程 是 
人 as 市 程 ， RX IYZ = hE FIATY) - hi AE), 
Codarzi 点 程 : iDy HE, 2 — (DaaHY, 2), 


4 _ 


其 中 后 是 百 "fe] 的 曲率 张 重 ， 
(Da 2) 二 大 [人 2)) — HIDxY, 2) — hIY, Dx 2). 
TX YP Ee REF)). 
此 由， 如 果 用 五 "ie 的 歼 避 向 率 张 重 弄 示 ， 刚 避 amiss 洗 各 可 以 化 六 
ENT WY = KBR HY KORY, 2). 
[2 由 于 二 一 于 站， 
fx 一 万 xf 一 TX, YX EEIH"[e), 
十 是 
AP Ti 一 二 YY, XY eT 
特别 邮 ， 举 气 ,Y 是 和 气相 正 交 的 单干 切 同 重 场 时 有 有 
人 -= R(X YY 
所 忆 出 fy 中 的 Gamss 访 径 ， 囊 " 们 沿 截 而 [ 瑟 以 的 截面 时 率 为 


HN RIX YY = 一 RTX 一 于 = 
19，{1] 由 本 章 汪 题 囊 I 是 的 站 沦 ， 了 站 全 脐 的 当 由 习 当 存在 法 向 其 场 恒 得 
REN) gE TE WX.Y ELL 
设 一 20, 刚 入 ECmEMY, 毕 有 
NY RE Yn Mg YY X.Y ERIM 
另 - -方面 ， 由 茶 本 汉 式 知 
EX YY) 0) = Dx fl} — Dato)- 

[3] 设 2 区 EY, 风 由 人) 的 千 论 ， 


‘Tx ti, EA YY 一 入 人 [本 1 1 ‘Dito. fr 一 A r 


本 是 七 的 5 


于 上 述 两 个 广 千 分 别 求 关于 2, 区 的 微分 并 册 利 用 


Dato Dzf th = Txés, f(D 4 Rts YY = Au Darl), 
DLsjE0: -0 = —Ag([X, 2], 7) = —A9[D 42.F) + MiDe X,Y), 


可 得 


‘DzDxt — Lx Teen— Dlrx.ajtu, fA 
= 2 KNZ FFD, YY Ee FUN. 


再 乔 几 Y 大 此 曲 宰 康 则 的 事实 【类 才 第 四 瘟 的 排 论 3.3), 容易 证 弄 一 
Cugst， 姓 妊 根 据 二 面 的 证 明 ， 窑 在 常 迷 入 山 得 


RA EE) = Mg TE), WA,Y Ex, 


其 中 基 f 的 第 二 基本 拱 式 ， 再 由 Ganss 方 积 和 第 贡 普 的 推论 3.3. 刚 同 
于 有 具有 常 礁 盯 也 率 “一 入 
[3 由 第 二 章 习 题 入 3 期 科 全 脐 性 妆 件 


Daéo = Dxéo t+ XipEo + éorp) flX), WK ETL). 


sD Eo) YY = er {top — A BT, YY, 
[ld] 南 位] 一 ponst， 分 为 丙种 稍 沈 计 闪 ， 匠 久 半 时, 攀 卑 映射 x 时 
Rm 如 下 : 
的 = Fi) + Fe， Ee 
奋 访 明 Fr 二 xo 呈 常 伯 映 间 ， 有 而 


1 
fi — a) = 剖 ， 呈 出 . 


本 是 ， 天 谋 ] 世 育 在 恨 2 为 心 、 上 局 11|3| 为 站 着 的 妹 巨 则 . 
21. 【 昌 贡 五 是 下 "+ 上 的 歼 姑 联结， 对 丁 任 意 的 村 ,EE Tp, 了 类 请 昌 
总: -5, 引 过半 他 得 =p 下 [ 一 v2 则 由 第 - 意 万 是 第 32 题 ， 


] | 一 
上 上 一 二 a = _ ， 一 一 
= | -4 吉 
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41. 


4， 


习 期 膀 全 和 拦 评 


其 中 利用 下 DéaLto. 

[9] 出 站 论 {1 安 的 Jacobi 大 列 式 等 于 了 一 1)™ dor 由 因此 在 假设 茶 件 下 ， 
好 基 一 个 说 六 因而 总 局 部 被 分 同 圣 ， 利 用 时 的 紧 致 性 可 知 基 3” 的 用 
亚 喘 射 [ 养 天 第 石窟 的 引 埋 5.2. 再 由 9” 的 单 连通 性 ， 村 和 呈 ” 往 共同 
凸 ， 


[1 设 电 是 放 让 中 的 第 二 茶 本 形式 ， 央 四 于 所 有 的 末 曲 率 的 便 数 是 
常数， 对 十 任 塌 -点 PE 晤 ,都 有 ? 点 附近 的 光 汝 标 染 场 ”{t:}. 合 得 
hlea ery 二 M1， 其 中 的 和 tp) 平 是 对 在 pp 世 的 主 曲 率 t 玲 疗 坊 性 廊 
DD. Singkey. Rocky Rio JT, Math.. 和 754，135m~14 拉 小 苦 语 
人 一 一 一 和 就 旦 满足 页 求 的 一 组 站 裤 问 划 忆 ; 

ia r 二 1 的 消 形 直接 用 - 奉 光 党 分 布 的 可 积 性 ， 其 证 明 可 以 悉 阅 参考 文献 
[3, 第 147~148 向;y > 2 时 的 证 朋 堵 敌 阅 参考 文 册 | 定理 .2.2. 第 288 
页 ! 

191 优 测 谷 考 交 献 [fi 推论 上 第 290 页 |， 

[充分 性 ] 证 生 古 好 其 于 单位 六 向 生 增 名 的 Weipgartwn 变换 、 则 对 于 全 
意 的 先 E 竺 [和 ,A 站] = 一 dx tn; 这 糯 灿 是 到 "”” 上 的 标准 联络 (期 普 过 
油分 i. 对 于 任意 的 也 人 Mf, 取 标 四 搞 人 时, 司 得 在 点， 霜 8:) 一 各 后 hE 
其 中 各 EE 谴 因 册 前 数 号 一 寻 扣 ) 是 党 歼 ， 有 以 


目下 站 十 人 


在 靖 点 取 全 中 地 庆 人 和 二 林 w 由 充 秀 性 蛋 设 ， Ei 
二 DY， 这 说 明 上 在 每 点 灼 肯 平行 于 单位 法 向 量 5: 从 而 让 dlf} = 
fd 有 三品 浙 忆 县 有 辐 定 的 长 几 ， 清 诊 得 证 . 

[半分 性 1 座 坟 是 对 的 第 .此 不 增 式 ， 旦 = 去 号 攻 对 的 平均 几率 ， 
是 村 看 下 "~! 中 的 位 置 向 量 ， 由 做 设 ， 太 总 肯 数 . 对 于 发 意 的 已 部 标 训 
场 {ei 全 


ui = zm, ei hi = 此 [es Ei), ~ '— Ha = > hi mj, 
3 


TC bX, T 一 和 Yer. 
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通过 直接 计算 ， 可 知 


div X= mH + SHH), dvY = hi t+mH+rSY (he), 
El i 


注意 到 百 是 常数 ， 开 , hii = 式 , ha 一 和 于 是 由 散 度 定理 (第 二 者 的 定 
玛 5.3 


上 tm + msH dT = 用， f [ma 后 十 SY (hil dy 三 赂 
和 11 i 


网 式 相 沽 入 
f fm 月 Radar 一 赂 ， 


5 


加 汕 和 在 丢 上 框 相 者 堆 ， 所 六 由 眶 的 连通 性 ， 了 在 于 上 十 挛 号 .此 


“ 匣 ， 容 易 知 道 ， 


mr 
hr 


十 是 有 rH 一 th 三 0 此 左 成 站 当代 当 天 的 所 有 特征 根 {EF 对 
的 主 曲 难 ] 处 站 相等 , 旬 而 季 电 凶 入 的 . 税 氛 紧 收 民 休 设 利 本 可 忆 曲 第 19 
题 届 站 论 1)， 条 是 全 脐 的 当 且 仪 当 本 关 BBR"**1 中 的 标准 球 而 . 


[1 易 诸 ， 了 "站 的 想 由 而 季 让 一 点 是 媚 的 当 且 各 当 对 让 点 五 下 的 


所 有 法 截 屠 在 五 点 队 近 位 丁 切 平 面 T 对 的 同一 刷 ， 由 此 可 知 时 左 pb 点 的 
所 有 法 则 率 具有 相同 的 社 呈 ， 即 对 本 这 点 的 第 二 茶 本 堪 式 有 顺 半 定 的 ， 即 
ht 在 PP 点 的 折 有 持 证 恨 (好 证 在 点 的 记 有 主 曲率 其 有 桂 可 的 宪 导 ， 兄 
一 方面 ， 崩 没 吕 存 点 王 古 下 生前 或 商定 的 ， 即 好 在 点 的 所 有 主 曲 这 都 
太 于 零 或 者 小 于 堆 ， 在 此 某 利 上 上 可怕 证 明 ， 邮 在 点 间 站 的 所 有 法 昌 率 都 人 
于 崔 或 孝 小 于 夫 ， 因 而 对 看 点 区 此 的 所 有 法 截 诚 布 点 附近 位 于 切 平 而 
六 时 的 同 制 ， 非 岂 与 切 平 页 入 关上 只 有 个 公 革 点 p. 因此 ， 对 在 点 
共产 站 凸 的 ， 

(2) 取 芭 昌 的 基底 全 村 ,使 得 时 在 节点 前 第 二 基本 形式 几 潢 中 ja = 
天 [et 站 一 入 于， 面 避 au 全 或 


Pe 
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习 起 鲜 竺 和 提示 


由 此 村 见 ， 对 在 m 点 的 截 而 曲 举 兵 > 由 对 对 二 任意 的 宇 关 页 和 和 六 站 
乓 六 和 答对 于 尾 富 的 关 访 加 为 郑 忆 散 者 等 价 于 所 有 的 主 师 率 均 大 于 零 
或 均 小 于 零 ， 后 首 等 内 于 所 有 的 主 册 率 且 有 相同 前 符 续 .再 利 用 纤 褒 上 
人 楼 次 斌 果 外 下 的 绩 论 { 甸 节 可 以 益 阅 委 必 广 献 [38, 第 23325226 页 | 外 
{| 于 水 存 在 一 点  E 氏 , 嫩 得 对 的 种 二 基本 形式 只 在 抑 点 芷 正光 的 或 
是 负 定 的 ， 事 实 上 ,， 设 了 二 财 的 位 置 向 量 ， 学子 = | 下) 则 了 是 型 上 的 
花 潜 男 逆 不具 一 般 性 ， 可 区 假定 好 不 拓 音 原点 ， 由 好 的 紧 救 性 ， 桔 作 
虚 pu Ee 计 , 使 得 了 在 po 点 上访 最 术 民 .证 明 po 点 渍 足 要求 - 
{b) 如 果 截 而 曲 兴 下 恒 趟 为 司 ， 列 hr 是 处 处 非 送 化 的 ; 雍 时 ， 长 疏 大 于 
二， 市 裕 1.-， 锦 果 6 是 站 的 对 庶 半 特征 根 % 的 特征 向 量 ， 则 由 假设 ， 当 
了 时 丁 是 ， 所 有 的 和 睁 沾 等 于 洁 ， 因 出让 吓 
非 退 化 的 . 考虑 5 的 于 尝 

起 一 {全 EE 籽 : 在 点 是 下 定 的 或 八 定 的 ] 

吕 == 盆 € 村 i 在 点 是 于 定 的 上 


根据 如 蛙 连 道 性 说 蛆 = 玉 = 计 ， 

fe] 加 此 兵 己 太 于 举 ,， 如 放 是 可 定向 的 , 并 且 其 如 anss 映射 避 : 和 地 
中 微分 同 旺 ， 事 溉 上 ， 其 恒 太 王 零 等 价 于 好 在 每 一 点 的 所 有 主 师 率 均 天 
十 零 或 艾 小 丁 堆 ， 即 站 杜 短 一 点 基 正 定 的 或 前 定 的 ， 为 证 拥 性 是 可 定 阅 
前 ， 我 们 融 昔 在 再 正定 交 -个 单 后 法 问 址 场 - 设 入 是 一 个 局 部 证 六 的 党 
哺 切 向 量 场 ,， 旦 处 让 下 等 于 鹤 , 则 由 于 有 处 钨 芋 正 定 的 或 负 定 的 ， 全 < 全 
趟 示 不 等 于 如 ， 含 bx = 一 | 二 江 | 可 则 驹 证 ， 单 人 村 内 捧场 Ex 与 向 其 
场 天 的 取 法 无 闫 ， 因 而 确定 了 证 上 的 一 个 整 蛋 定 突 的 单位 法 向 旺 场 - 此 
放 ， 注 意 到 站 是 站 处 非 进 化 的 ， 由 本章 半 题 第 21 是 的 结论 (1), Gauss 喘 
射电 此 油分 同 腻 ， 

fd 如 果 对 是 可 定向 的 ， 并 且 莫 Ganss 网 射 魏 其 微 分 同 是， 则 GG 的 微分 
由 是 尼 贱 性 同 烙 ， 内 而 由 本 章 习 蔓 第 21 敬 的 结论 1), ht 是 处 处 非 进化 的 . 
[2 只 需 正 旺 对 存 仔 党 一 点 是 严 楷 凸 的 - 我 们 可 内 取 及 "7 中 的 入 卡尔 址 
角 于 丘 蒜 fz1 ,retty， 怀 得 原由 为 疾 点 . 并 且 卫 旭 是 玲 标 而 上 二 0 
入 = rmtllw 册 于 是 型 1 的 光滑 函 歼 - 出 于 并 其 蛇 玻 的 ， 了 存 好 上 有 
最 大 情 桌 玉 利 最 小 信 点 同时, 茹 宰 间 了 Tw 于 Tow 在 轩 "+ 中 都 与 基 
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27. 


| 


29. 


定 阿 天, 平行 ， 所 以 有 an 上 映 和 新 宫 在 mo" 葬 俏 虽 秋 相关- -十 茶 号， 周 
济 站 是 祯 耸 局 胜 章 上风 产 天 扑 所 局 让 站] 三 让 入 和 吉 而 安信] = 个人 
或 很 [ = fp") 不 类 一 般 性 ， 设 安 [ = 个人 出 8 = 人 于 是 对 于 性 
意 的 9 E 好 , 有 天 的 关山 等 导 感 立 当 几 仅 当 昌 二 这 说 明 ， 则 位 于 茹 空 
闻 Ty 的 上 茵 ， 并 且 Tp = {fp} 


[7 设 和 让 是 时 上 的 树 套 一 个 单 庆 正 迹 的 局 音标 时 场 ， 站 是 时 的 第 二 
基本 形式 ， 中， 二 ee 起 才 二 就 姑 ， 则 有 划 下 的 总 anss 方程 和 
drzi 三 了 程 


ein = 让 证 内 和 一 rpltjty it = 和 


利用 Rice 方 理 和 Codazail 办 得 惧 及 带 数 平均 曲 此 的 亲 忻 可 以 算出 《 功 例 
志 故 交 同 6, 第 299--300 村 ]? 


1 3 
Fal = (rn) 中 > hy {her Ry; 二 hee Frig; 
1 
= > he) + 3 DN — hi) Fasjis 


其 中 %; 是 时 的 卡 曲 率 ， 即 ;三 和 村,， 由 概 垃 亲 性 和 如 guss 证 程 ， 当 
i 车 是 紧 禾 宕 形 池上 的 次 河和 耳 数 . 根 
笑 Hopf 定理 [ 壤 看 第 二 章 当 是 第 37 题 ), | 串 ? 是 常数， 从 而 育 thY} 三. 
出 此 可 刘 ， 对 十 尾音 的 jf 一 入 站 Rj 三 仿 因 而 当 半 关于 时， 二 
邮 好 呈 全 脐 的 ， 条 由 氏 的 紧 数 性 和 本 上 章 避 是 第 19 题 ， 时 其 倪 "'" 中 
的 柱 班 球面. 

(9) 由 Gauss 方程 , 数量 曲率 和 平均 曲 窗 没 沉 堵 鬼 想 设 但 全 敌 | 则 ”起 沼 数 - 
再 利用 [1) 的 证 明 即 可 ， 

假设 名 让 加 三 自由 紫 珀 性 ， 存 让 EE 49 E Js 恒 答 可 pl = 
dA > 中 连接 p49 摧 点 的 最 第 正规 测 地 
线 ， 则 让 扳 长 的 第 - 变 俘 颁 式 ， 3 和 站 二 对 别 旺 4 和 对 在 点 了 3 
的 单位 法 冶 其 . 同时 , 对 于 下 的 盐 个 挛 号 划 : 他 各 x [一 5157 一 辣 , 加 果 对 
于 任意 的 一 5,5), 重 [D Tu) 二 1, 重 避 二 三 A432, 则 Hi) leo 之 小 
刷 F:ThN + TiN 是 中 沿 7 的 平 征 桔 动 

(1 设 让 十 由 mz > 则 TD) 关 40 性 奔 请 定 一 


500 习题 用 共和 民 证 


引 4 - 


个 单位 向 区 vw ET MT PY, 则 mL- 再 证 三 仙 渤 沿 的 平行 则 
其 场 ， 满 中 TD = 定 光 


Bl) = expy rothT ti, wit) £6] x fe sy 
由 由 于 点 的 截面 是 宁 处 处 大 于 至 ， 


下 
二 二 f Rv ov na] Fi .dt 4. 
dir 0 0 


加 设 dm 省 = dim Ms 一 一 1 则 由 村 了 分 间 丰 二 和 下 与 区 3 
Ty 正 交 Tp = PT 任意 陪 宗 4 的 -个 单 忆 止 变 此 
{ra}; 并 由 设 天 的 是 语 了 前 平 打 司 害 声 ， 满 中 ER10) = ea 定 记 中 :二 
EXD 全) i 二 二 出 于 开 的 Hicei 上 曲率 外 处 天 于 玲 ， 根 据 
(中 多 推理 消 


~ 瑟 
0 2 Fate) 


= f at a 
a i 


了 
一 -上 有 让 
Dp 


t=[0 


渤 收 单位 正 交 的 标 架 声 {ei}; 全 得 i 二 45;. 设 {w 计 是 {fei} 的 对 由 标 
架 场 ， 同 着 村 4 的 联络 形式 ， 则 故 如 上 的 晨 罗 方程 [大 看 第 四 章 的 {2.7 
式 )， 

1 


。 ; ; 。 下 了 大 1 
dy = wi A i) tr = ui 和 th 一 矶 上 站 各 ， 


其 中 型 ， 是 好 的 曲率 张 量 的 全 让 对 在 只 中 的 Ganss 方程 基 
Ri = 后 二 一 Bt 十 ,Ris 一 ietsr 
= CO 在- 
怒 -- 方面 ,利用 第 二 世 本 烘 式 的 协 灾 导数 辣 碟 总、 


[= 人 ， hy 一 sp 六 和 一 和 
点 


在 上 式 中 分 别 令 了 = 了 和 了 关 i 于 有 利用 避 十 wf 一 0 可 香 


Qi = 0, Li hh 一 由 竺 3. 


31, 


司 量 七 加 1] 


这 说 明 所 有 的 本 曲率 和 部 是 常 考 ， 并 且 当 和 关中 时， 四 = 0 对 起 后 一 
式 求 外 简 分 并 汕 用 半 物 占 程 和 amw 放 程 条 条 


0= de = A ot A = {et Mh Yo A 


其 中 .i 是 辕 定 的 两 秆 指 奈 , 小 是 入; 关 高， 所 风 ， 当知 天 生 时 hh 十 二 二 
0 下 此 nj 知 ， 所 在 的 主 曲率 %; 中 草率 只 能 有 两 个 征 辐 前 簿 ， 如果 所 有 的 
主 曲率 邦 相 荨 ， 即 有 常 粒 % 车 得 王 训 多 税则 好 顺 全 和 独 才 曲面 ， 国 呵 出 
{Gauss 方 征 ， 

Mijn = Le + 一 而 中 ， 
此 时 对 具有 常 蕉 面 曲率 “十 2 ; 如 此 时 让 隆 个 本 辐 的 主 曲 窗 ， 直 入 襄 


站] 二 二 hE 二 入， 二 1 一 -一 二 上 


此 时 有 有 ww 二 一 上 二 其中 1 之 和 上 上 十] 区 妆 总 TH. 于 是 根 所 
Frobanious 定 地 【过 间 敌 考 京 献 [3, 第 1 如 页 ， 定 坦 3.2])， 财 上 分别 出 
sa2 一 日 和 ua 一 由 确定 的 二 维 分 布 后 御 mr 一 天 徊 布 吨 : 都 足 完全 可 积 
铭 , 国 而 硫 衬 了 杠 的 两 个 子 稼 形 对 1, 4, 乙 得 在 局 部 上 友 A = 竺 | 科 好 2 
慑 后 用 Ganss 方 袜 ， 和 和 23s 分 别 及 有 常 截 硬 曲率 二 各 和 5 十 4 


语 Mia) 是 空间 形式 ， 其 截 而 遇 率 e 关 届 则 由 第 下 章 的 定理 .2, 我 们 可 
尺 假 语 点 人; 足 标 准 碌 面 芝 fj[e > 上 时 ) 或 双 胜 宣 间 下 全 大业 叶 ). 不 
大 一 般 性 ， 令 记 = 二 土 1. 孜 楂 是 部 "全 ) 中 的 1m 从 于 汶 式 ,由 村 Wt} 
和 nt 一 1 可 记分 莉 泣 A 曾 束 后 补 间 BR? 和 Lorentx 宝 间 RY+t? 中 ， 对 
在 并 "ts 中 的 位 蛤 向 中 有 意 湾 , 记 汶 5. 流 日 是 车“! 上 的 普通 【外 ] 被 分 
算 子 ， {etn} 是 导 在 AI 中 的 Darboux 标 鼎 场 ， 则 frit, 是 
好 在 区"+1 三 有 11 中 的 Darbeox 标 贞 场 ， 如果 {ww'| 是 烧 上 和 {} 半 
惕 的 条 切 标识 声 ， 圳 .5 分 惠 若 好 上 的 钱 始 实 促 开 式 和 对 丰 和"ie] 中 
的 甘 联 络 开 式 ， 放 二 J 六 直 乓 En 是 时 在 六 "个 ) 中 的 第 一 些 本 形式 ， 
刚好 让 和 Ye) 中 的 的 基本 从 式 共 


[9 1 
de, = wr 十 Er — Su 
den = wi er + we 


人 


S02 


”可 题解 车 和 提示 
其 中 性, 是 区 革 中 全 标 准 度量 或 及 :+ 中 物 Lurentz 诺 禹 ， sp 一 一 i 一 
?中 so， 和 姑 时 撕 它 们 写 碟 算 阵 的 形式 ， 刚 有 


日 
ir, ea Tm} — {er eR w= i ww 站 


对 上 超 求 上 微分 可 得 dj = 一 上 让 ww, 它 桂 当 于 计 在 部" 中 的 结构 方程 . 
加 傈 用印 阵 的 元 素 才 示 汕 来 ， 邮 可 得 到 对 在 入 "te} 的 此 本 方 琶 划 下 ， 


Rser = Ettithyy — H+ 各 生生 一 站 和 和 和， 


一 
其 中 in.Ris.; 和 hwis 的 点 多 是 咕 煞 的 [ 登 看 尺 15) 式 后 而 的 式 于 ). 与 
下 3.1 相 庶 的 结论 可 以 猴 柱 刘 下; 
设 ,gg 是 昔 连 是 的 mm 座 球 竖 流 拱 ， 计 | 在 好 上 有 个 装 汰 的 芋 癌 
其 内 寺 :五 一 李 其 半 维 卜 的 内 和 襄 [多 束 站 悄 ] 记 当 人: 1， 厂 虚 向 区 
纺 Hom 生 胡 总 宇 开 , 克 ， 时 有 -十 对 称 稚 面 sit 好 在 每 一 点 记名 呈 
za :于 全 吕 是 -- 个 对 区 的 玛 厂 性 呐 射 )， 计 且 向 重 岂 元 :二 计 
有 一 个 与 闪 要 曼 站 愧 相 容 的 联络 宇 , 空 们 和 屠 上 的 葛 可 联 妆 了 一 起 满 引 
下 到 第 秆 V 放 A Ee TIEY), 
(RO FYE EE a A I 

+ {oi HY ety 2 ~ {o{ ,2 rr, WY). 

(2) {Dx 2] = {DY [LN, 2 
(9) RX TYE = ridet hn), a — sidel TY, I), 
其 中 各 站 符号 的 部 关 癌 定 夯 3.4， 则 让 证 等 让 注入 站 :34 一 友人 1 和 起 岗 
射 天 ,已 全 工时 , 司 笠 ra 一 上 an, 着 旦 


iFiéY, Fin = {é. 1, 

Fr) = AX TY], YE,Y ET,M: 

Fxty = DErfEY), 
上 于 辐 时 认可 以 傅 曲 宗 至 1 的 证 明 汪 徐工 审 只 全 上 这 区 的 修改 ， 比 划 |: 
所 有 指标 妇 , 如.…'， 的 屿 信 范 园 管 改 为 1,-… .nn 十 1 相 点 簿 把 二 面 得 到 的 


四 Ep; 


VEE ,EETIE,, 


可 了 


习题 上。 8 
基本 公式 视 汶 甘于 fm 二 1 个 来 和 若 函 数 的 必 微 分 方程 。 【324 中 的 第 二 组 
忒 于 亚 焰 枚 海 


dm 


初音 区 忻 (3,297 修改 为 ， 


.| 和 
二 137 十 内 全 一 RD 


n 
Yoh)? + efap™!)? = 8, Be = -1 odt! > 小 
【一 1 


a 
4:! mILl_nll 
9 本 Do Sip oi 二 


Ll 
下 

1] ll! nl .二 1 上 rr 
和 tinn; 十 人 全 
1=1 


一 上 ] n+l 一 1 _ 
$b, 十 Ean an 三 
T==| 


中 

上 ,rT ni ， 
由 dD nb 十 Eee dne 一 dn 
:二 1 


加 地 等 等 . 

原 关 下 盟主 天 阅 莹 考 六 藤 : 

Womizm & 名 my 性 ,二 Diff, Gomin., Vol.3t1969), 36073477; 

也 面 是 证 明 犁 提示 梁 用 与 本 总 习 罚 第 27 题 的 证 明 中 完全 柑 同 的 方 党 加 二 
得 名 


zh) = (he) 十 > hh ihn ien; {| dee ru 
， 1 
= ty 十 了 闻 一 入 让 是 


此 中 %; 是 村 的 主 曲 束 . 由 慨 识 条 可 和 归 auss 方 种 ， 尘 i 半 了 时 ， fijii = 
1 十 入 入 之 让 从 而 .到 呈 露 效 流 形 团 上 的 次 调和 肖 教 ， 要 据 Hopf 定理 


f 关 看 第 一 章 可 掉 第 37 题 ], | ”是 常数 ， 从 而 有 rij 三 小. 即 邮 具 让 于 和 
的 第 二 基本 形式 ;同时 还 训 4 和) 本 yy: 三 Of 下 印 


[Ns 一 hi 人 1 十 Ai 三 心 ， YF. 7. 


再 参 果 本 总攻 题 第 名 脑 的 必 壬 司 可 以 说 明 季 是 标准 超 球 而 或 是 两 个 性 纵 
球 而 的 下 杯 ， 


504 。 习 交 明基 和 提示 


持 ， 乱 君 大 者 文献: A Rins, J. Diff. em 27[1088), 215 "20 
中 4. {1] 站 先 由 Ci. J) 一 了 得 tda — bh = D, 风光 局 - 。 站 呈 分 别 是 | '! 和 
到 *+ 1 中 的 单位 向 星 请 数 ， 肯 广 


te A = —bielis + dll. 

[2 山竹 加 向 王 * 的 表 计 式 避 避 @ b> 0 前 候 设 易 知 ， 放 二 St*ie) x 
93" 区] 是 计 子 往 形 . 林 拓 第: 基本 浇 式 的 定 吕 [ 画 看 本 章 习 题 第 14 题 } 
hdr én = —{dx, dn — abit) ~ [den yl 

售 】 上 虹 上 的 沃 导 点 量 是 
一 

设 好人 站 ,从 * 是 这 和 学” 上 的 单位 正 变 的 余 划 标 如 场 ， 谷 上 = 
Aaron 一 Mr 则 本 ”证 时 上 的 单间 正 变 的 祭 切 标 竟 疡 . 
同时 有 | 

+ 1 9 < 

dm 2 二 下 之 个 Ydeay = Et 1 
于 县 


由 一 外 二 和 i 二 SS 加 5 Dl. 


F re 


i 
二 1 


3f- 《41) 直接 计算 可 笠 


1 

DO = 

2 ,， 2 
aa] = dr iy + dz + {Tx + ydy 十 sdds 
1 1 


男 -- 方 字 ， 设 ww: 一 号 fa 结对 径 点 映射 [ 埠 尖 第 二 章 对 题 第 4 题 )， 
到 了 op 一 了 注 沁 到 日 琴 役 同人 让 居 , 因 ] 下 个 局 部 等 下， 下 
了 请 尼 了 一 个 等 放 涝 入 于: (RP? gr) 二 91. 
四) 误 科 宇和 衬 。 攻 别 是 .32 利 | Su) 二 的 Beltraarni-Lapliwt 牌子 ， 
则 由 第 二 章 习 题 第 82 是 可 以 印 首 ， 

ee 和 刁 


拉 二 了 二 二 
fT 


上 
tr 十 rr A 


习 莘 五 505 


3 间 , 


其 中 基板 半 祠 ， 同 时 ， 显 然 有 Bs = 点 点]. 站 一 由 并 且 了 = 区 (有 ga 
由 此 可 以 证 明 
Aatflsst)) = -HEf estoy 
符 利 用 ,Lakahashi 定理 {定理 4. 乓 - 
[1 巾 定名， 对 于 性 童 的 六 YE EY， 


BriX, )} BriY, 各 } 一 Dx I i — Dy bi) 一 Ft Yh 
当 是 光 络 联络 时 ， 直 请 性 联 络 的 定 迪 之 易 证 明 [ 优 疝 第 二 章 站 网 38.2 
盏 :一 Tri 一 并- 


131 诬 fi] 是 由 上 的 单位 正 交 际 架 场 ， 球 之 ， 对 杆 结 完 的 正常 襟 委 PP : 
有 


Eli -Ett,) 一 es ed 
1 ， ; 
= 了 六 Te 人 Ta ， 
起 证 五 是 拉 吕 | 旧情 TY -的 诱导 联络 ， 则 利用 了 Dg ri = De 站 一 0 可 二 


Elo f(t) Dg Fe)iavs 


-hrm (Ee) 
=— f (Bete),F (BR ) ae 
两 过 在 一 由 康 芒 得 
ED) = -Be Vdvs = -fr Mare 


其 中 下 居 了 对 应 于 变 分 下 的 变 分 向 重 场 . 
(9) 温 上 上流 形 让; 和 于 玫 的 第 二 些 李 形式 上 只 田间 anss 党 式 征 并 : 


五 :fr = fx + tN, EY). 


把 上 式 与 抑 袖 哎 射 了 的 第 二 基本 形式 日; 外 定 六 式 出 较 ， 即 知 Br 三 几 


EO 


38, 


习 误 卫 各 和 民 硬 


设 对 3" 是 -个 标致 无 边 的 fn 维 极 小 于 党 形 ， we ?1 官 9[ 以 敌 汶 
证 关机 对 上 的 一 定常 昌 季 声 ， 在 导 的 在 一 点 把 ” 慎 占 概 培 如 时 在 5" 
中 的 社 空 阿 ， 可 届 得 着 一 个 语 邮 定名 的 沽 | 辐 扣 声 钙 . 取 性 上 的 单位 正 交 
标 刻 芒 fei 和 单位 正 弃 的 法 标 课 声 fs, 则 fteaz 其 对 在 RR"t! 中 
的 Darbouy 标 保 场 ， 其 中 工 早上 点 的 位 置 向 量 ， 对 这 个 标 架 场 进行 庶 
分 得 
出 :， =L re 十 的 wi ga 一 页 io， 
dens = 一 Hees 十 Lg, tr = wk, 
其 中 {fw 中 基 对 上 与 在 庄 对 偶 的 水 划 标 赣 蕊 ， 入 是 时 在 57 中 的 第 二 
基本 形式 的 营 荔 ， 1 和 和 TE 向 别 是 Wf 二 的 巢 曙 联 映 卫 和 法 联络 的 详 络 
系数 设 和 = tei 十 Eren 十 加 刚 H 二 ace 租 中 :三 由 可 忆 社 到 好 下 
的 英和 忒 ， 
三 ely + Ts; = th 一 机 ， 
wr 三 gfw") 十 wT 二 一 rh 
在 此 蔡 础 上 再 证 明 


Ri = 


[a 


代入 第 二 挛 和 分 仅 式 15.1 和 0 各 
v0) = -mf Ye) dy < 0 
A 


16, 
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著 的 成 总。2001 年 ,北京 大 学 数学 科学 学院 的 这 项 改革 成 果 荣 获 

全 国教 学 成 果 特 寺 奖 ,在 国内 外 产生 要 大 丘 响 ， 
著作 者 任 者 , 陈 维 后 李 兴 校 编著 兰 本科 以 育 贡 革 方 面 , 我 们 控 眼 加 强 基 础 . 汝 化 专业 的 要 求 ， 
i 对 教学 各 主要 环节 进行 了 调整 ,使 数 掌 料 学 学 院 转 合体 学 生 在 数 
标准 书号: ISBN 9 301.08994_140 ，9582 综 分 析 、 高 等 代数 .几何 学 .计算 机 村 主干 基础 课程 上 ,接受 学 时 
出 版 改行: 北京 大 学 出 版 杜 充分 .强度 足够 的 严格 调 蜂 ;在 对 学 生 分 流域 辩 阶 段 ， 蔓 们 在 课程 
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地 址 ; 北京 市 海 演 区 中 甘 村 北京 故 学 校内 100871 咎 容 上 坚 姿 黄 和 "上 少 而 精 "的 原则 ,大 力 压 端 后 续 课 程 中 区 年 逐步 
同 址 http cebs pku edu. en 形成 前 过 富 .过 漆 和 过 生 的 撤 学 内 容 , 为 疡 的 培养 方向 .实践 性 斐 
了 学 环节 ,以 及 为 培养 学 生 的 创新 能 为 所 进行 的 基础 科研 训 式 全 取 
en 到 了 必要 的 学 时 和 室 间 ,这 样 既 合 学 生 条 下 宽广 .坚实 的 基础 , 识 
en 充分 照顾 到 每 个 人 的 不 同 特 长 ,党 好 和 发展 到 向 ,与 上 过 改 半 相 
i 庆 应 , 积 径 而 愤 重 地 进行 玫 学 计划 的 修订 , 送 当 压缩 常 油 , 复 主 ， 
3890 二 米 六 1240 毫米 A5 11.25 印 张 3 和 0 千 字 信和 慨 , 实 得 , 租 分 几何 、 拍 亲 找 烙 . 泛 还 分 析 等 后 蝶 课 程 的 周 学 时 。 
2004 年 1 月 第 1 版 2005 年 8 月 第 3 次 印刷 并 增加 了 数学 楼 型 和 计 距 机 的 让 关 课 恰 , 使 学生 有 更 大 的 选课 作 

Fh 歼 ，0001 一 3000 央 地 。 
宇 ， 信号 名 和 R 在 研究 生 敦 育 中 ,在 注 妹 专题 课程 的 同时 ,我 们 制定 了 30 多 
OA 门 研究 生 普 选 基 础 课程 (其 中 数学 杂 18 门 ) ,重点 拓宽 学 生 的 韦 


未 经 许可 ,不 样 以 尾 何方 式 复制 或 赴 甘 太 书 之 部 分 或 全 部 内 容 ， ort ee tp yp 
WR 坊村 建设 是 载 学 成 果 的 一 个 重要 体现 。 与 修订 的 教学 计划 机 


3 槛 量 抱 和 何 引 索 


配 会 ,我 们 进行 了 有 组织 的 教材 建设 ,计划 自 1999 年 起 用 中 年 的 
时 间 和 修订 . 蝙 写 和 出 版 40 人 深 种 载 材 。 这 就 是 将 陆续 至 现 站 大 罕 面 
前 的 北京 大 学 数学 教学 承 列 从 书 $, 这 大 且 书 才 从 了 我 们 这 十 年 
在 人 才 培 养 证 面前 恩 者 ,记录 了 我 们 叔 学 实践 的 足 和 应 ,体现 了 我 
们 教学 疏 革 的 上 成 黑 , 反 上 师 了 我 们 对 新 世纪 人 才 培 养 的 理 访 ,代表 
了 我 们 新 时 期 的 数学 教 学 水 平 。 

茎 过 30 世纪 的 空前 恤 展 ,数学 的 基本 理论 更 加 深入 和 完善 ， 
而 计算 宙 技 本 的 点 展 使 捍 烤 学 的 占用 更 加 直 捷 和 广泛 : 唔 且 活 牙 
于 生产 荣 一 此 ,促进 着 技术 和 经 济 的 监 展 ,所 有 这 业 部 正在 改 继 
著 大 们 对 数学 的 传 绠 认识。 同时 也 悍 使 数学 研究 的 万 式 发 生 巨 大 
变化 ， 必 汶 整 个 锌 学 技术 基 砧 的 数学 , 正 突 破 传 吝 的 范 力 而 唔 人 
糯 一 切 鼻 识 师 城 涤 选 。 作 为 一 种 文化 ,数学 科学 己 成 汶 推 动人 闫 
立 明 进 履 ,知识 创新 的 征 要 因素 ,将 更 尝 刘 地 改变 着 客观 现实 的 
面 区 和 A 乱 们 对 世界 的 认识 , 数学 素 贰 已 成 为 邻 无 培养 高 后 状 章 新 
人 才 的 得 要 基础 ,数学 的 理论 和 应 用 的 巨 坟 发展 必 起 引起 数学 载 
育 前 深 吉 变革 .我们 现在 的 改革 还 是 初步 的 。 教 学 改革 无 打 区 ,但 
到 十 他 得 重 和 积极 ,人才 培养 元 止境 , 既 要 遵 炳 基本 项 律 , 更 要 不 
断 蝇 新 ,我们 现在 推出 这 套 县 书 , 目 的 有 是 向 天 家 学习。 让 我 们 天 家 
措 起 手 上 来 , 轰 提 高 中 国 趟 学 教育 水 平和 建设 让 丑 一 流 数 学 强国 而 
共同 努力 。 


张 准 平 
2092 年 5 月 18 昌 
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《可 曙 几何 引 论 上 上 、 下 两 册 的 分 工 是 ， 上 册 必 为 基 融 煞 学 专业 
研究 生 诛 程 “ 黎 曼 儿 和 何 引 论 ”的 教材 ， 其 主要 内 容 应 该 . 而且 能 够 在 
疗 学 国 为 3、 或 生 的 一 学 期 课程 中 讲 完 ， 重 点 基 获 达 几何 的 基本 概念 
和 基本 理论 ， 以 及 太 范围 艇 曼 几 何 的 主要 辣 果 和 挛 分 方法 的 运用 ; 下 
册 可 以 作为 后 续 课 程 “ 蒙 曼 几 何 工 ”的 载 林 ， 或 讨论 起 的 学 习 村 和 料 . 
当前 ,微分 几何 与 数学 的 各 个 分 去 的 相互 影响 越 米 越 容 刻 、 基 系 越 来 
越 密切 ， 本 书 的 下 册 风 体现 了 这 种 紧密 的 磋 系 ， 秽 如 ， Kiihler 流 形 是 
复 流 形 几何 以 及 代数 几何 的 主要 角 鱼 ,在 杰 书 我 们 从 微分 几何 的 前 度 
论述 了 玉 训 ler 流 形 上 的 各 种 结构 的 相 容 性 及 其 几何 意 久 . 获 曼 对 称 空 
向 是 一 类 特殊 的 获 菇 流 形 ， 有 相当 丰 官 的 对 称 性 质 ， 与 本 共和 和 李 民 雪 
有 泌 切 的 眶 系 ， 它 是 微分 几何 的 车 要 研究 对 象 ， 也 是 油 和 分 析 等 的 注 
绊 舞 台 ， 微 分 几何 在 数学 各 个 分 支 中 的 主要 应 用 是 ， 它 提供 了 一 秘 对 
于 闪 带 切 癌 苦 世 进行 微分 的 多 朱 ， 所 以 联 络 是 巩 分 几何 的 核心 内 容 . 
本 书 的 第 十 蕴 从 平行 称 动 的 角度 曾 述 了 主 从 上 的 联络 的 由 来 及 其 几何 
意义 .一 个 约定 俗 成 的 准则 是 ,一 个 数学 合 题 是 否 属于 微分 几何 的 范 
对 ， 闫 键 是 看 它 是 否 浊 点 出 率 的 概念 ， 由 率 是 图 形 或 某 种 空间 结构 通 
过 微分 卑 髓 获得 的 涉 变 量 ， 是 向 分 几何 中 最 基本 的 概念 ， 是 和 本 基 空间 
的 荣 种 辣 槐 是 否 平 几 的 数量 特征 . 本 书 各 章 都 要 讲 到 各 种 结构 的 曲率 
及 其 几何 意 久 为止. 

夭 阅 本 书 赴 雁 发 现 ,本 节 的 选材 刘 儿 述 与 现 有 的 琢 学 文献 相 比 较 
部 有 它 的 独到 之 处 ， 本 书 是 作者 在 北京 大 学 学 习 微 分 几何 利 长 期 从 事 
向 分 儿 和 何 教学 和 研究 的 经 整 总 结 . 在 这 里 , 我 们 符 别 怀 人 总 时光 间 教 授 ， 
因为 本 书 的 有 些 讲法 出 自 其 先生 在 讨论 班 上 的 演讲 ， 例 加 ， 复 向 其 室 
于 的 对 情 至 间 ， 问 基 共 上 联 绎 所 诱导 的 水 平分 布 等 等 都 是 吴 先 生 在 讨 
论 班 上 曾 既 讲 过 的 内 容 ， 闭 集 了 他 的 学 习 心 得 ， 而 且 ， 他 既 常 要 求 我 
们 用 最 和 获 浩 的 语言 把 概 意 请 断 地 卖 达 出 这 我们 在 本 书记 追求 的 目标 
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之 一 就 是 把 概念 的 由 来 和 意义 讲 消 楚 ， 而 不 满足 于 它们 的 形式 表述 . 

效 学 的 概念 不 只 足 术 语 和 公式 的 堆砌 ， 它 们 都 有 发 生 . 发展 和 推广 的 
过 程 ， 我们 试图 努力 反映 这 种 发 忆 的 过 程 ， 创 如 ， 得 十 和 的 (2.13; 式 
定 多 的 标 架 名 上 的 联 绪 形 式 晶 是 主 贞 上 的 联 搜 形式 的 特 浆 情形 ， 我 们 
还 进一步 指出 : 实际 上 它 是 向 其 内 五 上 的 活动 标 架 的 相对 分 最 ,在 这 
样 理解 的 基 噶 上， 我 们 才能 舒 会 到 抽 每 概念 的 丰 旬 .生动 的 内 闻 ， 而 
不 只 是 一 堆 本 煤 的 公式 ， 当 上 杖 ， 本 书 只 提供 了 Kabler 流 指 、 获 曼 对 称 
室 间 、 主 证 铁 其 上 的 联络 的 基础 但 论 ， 并 不 是 直接 从 事 这 些 诛 题 内 杭 
沿 研究 ， 但 是 它们 为 有 闫 课题 的 前 请 赋 究 提 供 了 坚实 的 基础 ， 我 们 砷 
信和 这 些 内 容 对 于 从 事 徽 分 儿 何 ， 非 线性 分 析 、 调 和 分 析 和 和 数学 物理 研 
完 的 工作 者 是 十 分 有 用 的 . 

和 上 其 一 样 , 李 愉 校 教授 参与 了 志 书 的 写作 , 特别 是 林 书 的 习 政 、 
答案 和 提示 以 及 810.6 基 由 他 执笔 的 ， 本 书 的 写作 得 到 国家 自然 科学 
基金 (项 目 批 夷 号 NSFC 10271004) 的 资助 ， 我 们 对 此 表示 惠 心 的 感 
谢 . 作者 对 责任 编辑 即 涉 请 老 师 的 卓有成效 的 辛勤 工作 均 示 感 大， 弛 
年 省 来 ， 她 汶 数 学 书籍 的 出 版 颌 注 了 很 多 心血 ， 严 格 、 细 致 的 工作 必 
风 有 口 委 碑 . 借 此 机 会 向 她 表示 崇高 同 芍 蕊 . 

限于 作者 的 水 平 ， 本 书 中 的 不 足 之 如 肯定 是 存在 的 ， 诚 层 地 希望 
读者 能 不 将 指正 . 


陈 维 福 
2003 年 8 月 于 北京 大 学 
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上 册 要 目 
第 一 章 微分 流 形 
微分 流 形 ， 光 语 映射 ， 单 位 分解 定理 ， 切 辣 量 和 要 空间 ， 光 消 切 向 基 场 ， 
部 带 业 武场， 外 铅 分 式 ， 条 向 委 式 的 积分 和 Stokes 定理 ， 二 外 和 问 量具 
第 二 章 ”区 显 流 形 
黎 吧 度量 ， 吾 曼 计 形 的 合子， 切 向 盖 场 前 协 变 微分 ， 晓 站 和 药 坚 联 错 ， 恤 
昌 流 弄 上 的 缴 分 算 子 ， 联 缁 形式 ， 平 行 动 ， 向 重 癌 上 的 联络 
第 三 章 ”出 地 和 你 
测 地 线 的 概 售 ， 措 炎 哑 射 ， 弧 长 的 第 一 变 分 公式 ， Gauss 引 弄 和 法 坐标 
系 ， 测 地 凸 吝 域 ， HoDELinow 定 建 
第 四 章 ”曲率 
时 举 张 全 ， 曲 率 形式 ， 截 而 晶 率 ， Ricci 曲率 和 炒 量 曲 变 ， Ricci 恒等式 
第 五 章 Jarobi 场 和 共 轴 点 
Jacohi 场 ， 共 饥 点 ， Cartan-LLadamard 定理 ， Cartan 等 虐 和 定理 ， 灾 
亲 形 式 


第 六 章 ” 迎 长 的 第 二 变 分 公式 
理 ， Kauch 比较 定理 


第 七 章 ” 艇 星 流 形 的 子 流 形 


于 流 形 的 基本 公式 ， 子 德江 的 基本 方程， 欧 氏 空间 中 的 子 流 形 ， 极 小 子 流 
形 ， 剧 起 的 第 二 这 和 公式 


第 八 章 ”Kahiler 流 形 


在 弟 二 各 到 第 四 章 ， 我 们 已 经 系统 地 介绍 了 苯 曙 几何 的 基本 理 
伦 ， 特 则 是 黎 押 入 形 上 的 黎 曼 联 率 、 测 地 线 和 黎 曼 曲率 米 量 等 等 ， 在 
当代 数学 的 研究 中 ， 复 流 形 的 几何 变 很 越 境 械 重要 了 ， 竺 别 有 是 Kihlor 
资 形 . 所谓 的 Kahler 广 形 是 一 个 具有 在 监 型 复 车 术 的 作 四 下 不 变 的 整 
罗 座 量 的 复 流 形 ， 同 时 它 的 典 坦 复 结 构 在 相应 的 歼 曼 联络 下 叉 是 平行 
的 ， 固 此 ， 玉 记 ler 流 形 是 一 类 持原 的 葡 最 济 拱 ， 具 有 更 加 丰富 的 几何 
泊 构 ， 从 而 具有 更 加 丰富 多 彩 的 几何 性 磺 当 灵 ， Kahler 演 形 可 以 从 
代数 几何 的 角度 进行 研究 ， 而 且 它 是 代数 几何 的 主角 ， 但 是 从 微分 几 
何 的 角度 来 了 解 它 的 册 | 可 结 专 和 和 特征 是 十 耸 重 要 的 , 是 研究 Kihler 许 
撕 的 基础 . 在 本 章 主 要 介绍 复 疲 形 、 Hermite 流 形 和 Kabler 流 形 在 微 
分 几何 方面 的 基础 香 论 ， 即 介绍 这 些 特 获 葡 蝇 流 形 上 前 各 种 嵌 络 和 和 些 
率 . 


$8.1 复 向 量 空间 


.1.1 复 关 


在 研究 复 诉 形 时 需要 和 复 向 量 室 间 打交道 ， 因 此 我 们 首先 讨论 复 
向 二 空间 . 从 代数 上 看 , 复 向 量 空间 和 实 向 量 空 间 的 定义 是 一 样 的 , 只 
顺 村 把 基 域 实数 域 改 为 复数 域 . 但 是 从 几何 上 看 有 它 的 复杂 性 . 一 个 
复 向 基 空 间 同 时 也 基 一 个 宰 向 量 空间 因为 实数 域 是 复数 域 的 子 域 ]， 
但 是 县 有 一 个 特定 的 几何 结构 ， 邢 所 谓 的 复 结 构 ， 在 考虑 复 向 基 空 间 
及 其 作为 有 复 结 询 的 当 实 间 量 空 间 的 对 偶 向 其 空间 时 便 会 出 现 各 种 不 间 
的 情况， 本 节 着 重 讨论 复 向 量 空间 和 实 向 量 空间 之 间 的 关系 . 

设 Y 是 一 个 复 向 量 空间 ， 即 在 YW 中 有 两 种 运算 ， 加 法 以 及 与 复 
数 的 乘法 ， 它 们 满足 条 性 ; 

中) VY 关于 加 法 构成 一 个 交换 和 群 ， 


和 2 第 站 章 EKBhler 流 形 
[2] 对 于 性 意 的 世 VV AR EC 有 


l:u=, han = Mw), 
二 证 十 ul 二 A 嫩 十 态 也 ， (A 十 FED 二 eT + Wu. 


若 有 下 的 一 组 元 素 {fe1,… ,人 ,使 得 下 的 任意 一 个 元 素 + 都 能 够 唯一 
地 表示 为 它们 的 复 希 数 线 性 组 合 , 即 存在 唯一 的 一 诅 复 数 [wl,…… ,+ 
使 得 


从 
v 二 Yies, (1.1) 
1 


出 称 {61,-… ,en} 是 复 向 量 空间 Y 的 一 个 基底 . 很 有 明显， 站 的 基底 
1e en} 是 VW 中 概 大 的 复线 性 无 关 元 素 组 . 棋 太 各 禾 性 无 关 元 素 
组 的 成 员 个 数 与 该 组 的 取 法 无 闫 ， 称 为 复 向 其 空间 的 ( 复 ) 维 数 ， 

当 复 向 其 空间 Y 的 基 域 阴 制 为 实 数 域 时 ， 即 只 考虑 Y 中 的 元 系 
与 实数 诊 冬 时 ， 则 Y 态 身 也 是 一 个 实 向 量 空 间 ， 为 了 强 调 起 见 ， 在 把 
V 看 作 实 向 量 室 间 时 ， 记 为 嘱 . 要 指出 的 是 ， 作 为 集合 ，YW = Wh; 但 
是 ， 在 Y 中 元 素 与 复数 的 号 法 是 有 意 六 的， 而 在 th 中 只 考虑 其 元 于 
与 实数 的 龙 法 , 

假设 {81,… ,en】 是 复 向 址 空间 中 的 一 个 基底 ， 则 {€1,.… ,en 
v 一 Te ,w=-TIen} 构成 实 向 量 空 间 Th 的 基底 . 事实 上 , 对 于 v EV, 
有 唯一 的 复线 性 袁 达 式 (1.1. 若 没 


= 0 + v1 oa, eR (1.2) 
吊 
Te ee | 
二 Da 十 » bity—1l ai] (1.3) 
i } t=1 


印 是 fei, w=1e:] 的 实 厂 性 组 合 ， 显然 ，{ei,V 一 16;} 是 实战 性 元 区 
的 ， 因 而 构成 保 的 基底 ， 由 此 可 见 ， 4% 是 2m 维 实 向 其 空间 ， 
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一 一 一 一 RS 


在 候 上 可 以 定义 实 线性 谈 换 J : 天 一 体 , 使 得 


= 
Toe; = Wo—1e;, 
es a (1 
dV lr) = 一 加 | 本 所 宇 之 旋 ， 


对 于 任意 的 ES, 设 们 .3) 式 成 立 ， 刚 


用 旋 
J 三 atei) + 2 Jv—1 号 i 


i=1 一 上 

i —lei) + -本 ] 
=| 

-a -ei = Vl.%. (1.5) 
1=:J 


上 式 的 合意 是 ， 了 在 ue 仅 上 的 作用 相当 于 把 u 看 作 中 的 元 素 胃 
以 v1, 然后 青 把 它 作 为 体 中 的 元 素 ， 由 此 可 见 ， 实 华 性 变换 了 在 
但 上 的 作用 是 已 定 广 好 的 ， 与 站 的 基底 {&;} 的 选取 无 关 . 

很 明显 ， 线 性 变换 了 满足 六 二 J。 = -id 

定义 1.1 设 谋 是 一 个 实 向 基 空 间 . 车 有 一 个 线性 变换 J :一 
WY 清 中 条件 天 = - 计 , 则 称 ./ 是 WW 上 的 一 个 复 结构 

很 明星， 复读 构 是 实 应 量 室 间 Wi 上 的 一 个 符 就 的 (1) 型 张 基 . 

设 六 是 一 个 有 限 维 提 向 其 空 间 , 在 把 VW 宰 为 实 向 最 空间 仿 时 ， 
由 侍 呈 式 定 交 的 映射 7: 你 全 你 就 是 夭 上 的 一 个 复 结 和 桨 ， 称 为 全 
上 的 典型 复 结 宰 . 

妈 过 来 ， 青 下 面 的 

命题 1.1 说 你 是 有 复 结 构 ,的 了 罪 实 向 苦 空 间 ， 测 wn 必 有 是 傅 
狂 ， 投 普 = 2n; 并 旦 存在 四 的 一 个 基底 fp] a 2n}, 使 得 


Ei = Enrt, Jeanti = —Bi, 1 i 


因此 在 在 一 个 m 准 复 向 量 空间 ,使 得 信 = 你 , 并 且 了 了 情 好 是 慰 上 
的 典型 复 半 构 ， 
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证 明 首先 定义 复数 和 商量 空间 剑 中 的 元 素 的 滋 法 如 下 : 设 a+ 


wIbe 避 出 吉首 
[二 zw 一 ] = hy. (1.6) 
容易 蛤 证 ， 对 于 任意 的 入 EE wueEW 有 


MME) 一 (An 
A = M+ AAU, 


[M+ EI = A + Wu. 


所 以 WW 关于 与 复数 的 简 法 由 刁 成 为 一 个 复 向 量 空间 ， 记 为 很 明 
显 ， 人 你 三 久 , 且 J 是 人 的 典 柜 复 缚 构 . 

若 设 dimeV = m 则 zn = 2n. 在 复 向 其 空间 VW 中 性 意 取 吓 一 个 
基 诡 fei: 1 和 i 所 nn}, 则 je; = ww 一 TB, FH {fer ,EnydiL yen} 
是 实 向 以 空间 WW = 1 你 的 基 床 . 证 毕 . 

由 此 可 见 ， 复 向 基 空 间 Y 等 价 于 有 一 个 确定 的 复 结 询 7 的 慢 数 
罪 实 向 量 空 间 你 ， 

定 迪 1.2 齐 人 相让 是 两 个 复 问 量 空间 ， 站 :站 二 全 是 大 下 到 玉 
的 一 个 映射 .如果 对 于 任意 的 w,v Ee 和 任意 的 和 E 人 有 


Fu ty) = fu) + Fy), 


FN) = Afiw), 


则 称 :VY 一 WF 是 复线 性 瑞 射 . 如 果 进 一 步 要 求 了 :TY 一 下 是 可 道 
的 ， 则 其 道 也 是 复线 性 映射 ， 此 对 称 了 是 复 门 全 空间 WV 和 厂 的 (小 
线性 ) 同 构 

很 明显 ， 从 n 座 量 向 生 空 间 下 到 它 自身 的 复线 性 同 构 的 集合 关 
于 映射 的 复合 成 为 一 个 群 , 记 为 GBLIY), 若 在 中 中 取 定 一 个 基 兢 {ei}， 
则 群 GBLIV) 和 GLin, 加 [ 非 退 化 nx n 复 矩阵 的 集合 ) 是 同 构 的 . 
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及 定义 知道 , 复 斌 性 映射 :T 一 你 也 是 实 线 性 映射 . 若 用 并 守 分 
别 表 示 依 , Wx 上 的 典型 复 结构 , 由 于 是 复线 性 映射 , 故 ft 二 Tv) = 
V 一 1fo) 邵 foJ 罗 = ofowEr 因 此 faJ= 了 of 如 下 的 首 
节 题 也 成 立 ， 


命题 1.2 投 包 风 旦 两 个 有 限 堆 复 向 址 空间 ， 所 闻 分 别 星 Yh, Wh 
上 的 典型 复 结 构 . 若 实 线性 映射 ; 全 一 IVa 满足 获 件 


Fo7y= .For [1 
则 了 是 以 YY 到 二 的 复线 性 映射 . 
证 明 由 于 小 J/ 分别 是 你 ,WR 上 的 由 型 复 篆 构 , 趣 m ET 由 E 全 
与 w 一 1 的 乘积 分 别 是 
vw 一 10 一 本 vlw = jw. 
这 样 ， 对 于 任意 的 ,be 有 RweV 有 


flat v1b)v) = flav + Jt) =af tv) + bf (Jw) 
= 0f tw) 2 bifin) = (0 + bv I) fly), 
印 了 是 复线 几 映 射 ， 证 毕 ， 
例 1.1 半 锥 蓝 向 几 训 间 上 . 
设 虹 是 复数 域 ，C" 是 n 元 有 序 复 数组 构成 的 集合 ， 即 
CE = {2 2) zi ED 1 Hn), (1.8) 


则 ”大 十 通 带 的 加 洁 和 数 张 运算 桔 成 一 个 ni 挫 复 向 基 空 间 . 
如 采 仿 z' = 二 Vy ER li 与 RR 有 加 
下 的 一 一 对 应 关系 : 


了 3 (sz …， ,本 4 (zz De ,1 EE 史 2 (1.9 


B 第 六 革 ”KEahler 流 形 


困 此 可 以 把 C 和 思 " 等 同 起 米 ， 在 上 述 对 应 关系 十 ， 


Vl 0). (1.10) 


于 是 利用 (1.10) 式 得 到 定义 在 EE*” 上 的 复 结构 刀 : Re" 一 民 ", 使 得 


J i - a 一 (一 外 ,Ye 0 : 小 (1.11) 


容易 看 由 ， 在 对 应 甘 系 (1 多 下 ， 唐 ' 等 同 于 (RB:", Jo) 
从 实 向 其 空间 出 发 还 可 以 通过 男 一 条 途径 获得 点 向 其 空间 ， 旨 塞 
向 基 空 间 的 复 化 . 
惕 站 是 一 个 碳 维 实 向量 室 间 , 则 与 它 自身 的 直 和 人 Y= 全 VW 
是 2m 维 实 各 基 空间 ， 定 区 颖 性 变换 7; 诈 一 斌 ,使 得 


J ,2) = (—y,), Yr eV 【1 121 


则 有 凡 = 一 这. 因此 ， 了 是 全 上 的 一 个 复 婧 构 ， 我 们 把 【六 所 对 
应 的 m 维 复 向 其 空间 租 为 mi 维 实 向 其 空间 站 的 复 化 ( 室 间 ), 并 记 为 
Te 

复 化 向 其 空间 中 也 可 以 看 作 复 数 忆 和 作为 实 向 莉 空 间 的 迷 
草 积 Bn. 事实 上 ， 作为 实 贞 二 空间 的 暴 阳 基 麻 是 {1,y 一 1}. 了 
是 玫 的 基底 {ei.: 1 尼 gr， 屠 芝 记名 下 的 一 个 基底 是 


{1 el ,em Yl] 部 本 ,WwW—!] nl. 


为 方便 起 见 , 把 它们 简单 地 记 汶 {ety-… ,em;V=1el ,WV 一]em}. 在 
必 吕 RF 中 是 党 线性 变 搞 jo 加 下 : 


而 (en = v1 hv le = ~e, (1.13) 


则 wh 与 的 基底 {eij 的 选取 无 关 , 十 有 ”= - 记 让 赂 是 已 四 RT 
上 的 复 结 构 . 
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届 一 方面 ， 设 {ei] 是 下 的 基底 ， 则 {lei,0) De 1<i<m} 
是 到 的 基底 ， 并 旦 由 (1.12) 式 得 知 


Tend)=(0,e), JO,e) = -le,0). 
定 儿 线性 蜡 射 :证 二 人 Bn FF, 使 得 
PleoD=e0 pe = vlen (1.14) 
见 ”是 实 线 竹 同 构 ， 并 且 满 足 
8oJ = ow. (1.15) 


因此 ，p 是 (机 力 和 (人 Wo) 作为 复 向 其 空 间 的 复线 性 同 构 ， 于 
是 VE 和 (C&R Fn) 所 对 应 的 复 向 其 空间 可 以 等 同 起 来 这 样 ，T 
中 的 元 紊 使 可 以 表示 为 


[ES 
= i + v—lb'es 


2=1 


-Yet Tevevir 


由 此 可 见 ， Vi 了 = VY BVIY. 

对 于 复 化 空间 Wr 而 言 ， 原 来 的 实 向 量 空 间 下 称 为 Vc 的 实 形 
式 . 

秆 得 注意 的 是 ， 任 意 一 个 复 向 基 空 间 者 是 某 个 实 向 量 空间 的 复 化 
空间 , 固 而 复 向 量 空 间 总 是 有 它 的 实 形式 , 但 是 它 的 实 形式 却 不 是 惟一 
的 . 事实 上 , 在 m 维 复 向 量 空间 WW 中 任意 取 定 一 个 基底 {e1,… ,em 上 
节 


Tri 
=] 


则 地 是 2m 挫 实 向 晤 空间 您 的 子 空间 .很 明显 ， Y = WW 


总 六 六 童 开 过 Jer 流 详 


-一 一 一 一 一 


8.1.2 复 向 其 空间 上 的 线性 函数 


下 面 来 考 虐 复 向 基 空 间 的 对 偶 向 量 空间 ， 需 要 指出 的 是 ， 复 问 量 
裤 间 上 的 线性 函数 有 复数 值 复 羡 性 函数 、 复 数值 实 浅 性 函数 和 实数 值 
实 谍 性 子 涩 之 分 . 

定 光 1.3 设 WF 是 名 维 复 向 节 空 间 ， 避 :一 宅 是 上 的 一 个 
复数 位 函数 ， 如 果 

(1) 对 于 任意 的 2,y EV 有 立 六 十 让 三 史 ) 十 全 人 

[2 性 意 的 Ed 和 xz EW, 有 athe) = Molr), 

刚 黎 a 是 Y 上 的 复线 性 函数 . Y 上 的 复 厂 性 困 数 全 体 构 成 的 集 各 是 
一 个 复 向 量 空 间 称 为 复 向 量 空 间 V 的 【 复 ) 对 偶 向 量 空间 , 并 记 为 
和 

由 此 可 见 ， 定 义 1.3 是 定义 12 在 本 = 总 时 的 特 康 情形 ， 

若 在 {2 中 ， 只 要 求 afozl = aafz) 对 十 任意 的 实数 和 成 立 ， 则 
称 c 是 WW 上 的 { 复 值 ) 实 线 性 函数 . 

Y 上 的 实 全 实 诸 性 函数 可 以 类 伺 地 定义 ,其 全 性 构成 集 肖 是 实 语 
基 空 间 令 的 对 侦 空 间 过. 

显 撮 ， 三 的 复 北 向 量 空间 (1 这 怡 好 是 Wh 上 的 复 草 实 线性 国 
数 的 全 性 构成 的 集 台 {证明 留 作 习题 ). 从 几何 的 衣 诬 来 看 ， 比 较 常 用 
的 空间 是 ! 芝 和 人 且 六 

保 上 的 复 半 构 J 在 人 2 上 自 热 地 诱导 出 一 个 复 结构 ， 博 记 作 J 
它 的 定 交 是 : 对 于 任意 的 aE 训 ， 


(jor = ol x), VE EE Vk. (1.16 


显然 ， 对 于 任意 的 ETRE, 有 .Jia)) = 一 &. 
在 香 问 基 空间 Ll 中 取 定 一 个 基底 {E13 2 ， 刚 i 的 一 个 基底 
是 1e ,enyyel yenji 记 人 = Jes 其 中 让 一 出 十 让 1<isn. 
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Ee ,8} 表示 在 be 中 与 fe;;} 对 偶 的 基 席 ， 即 Dieg) = 6, 1 < 
让 三 2. 刚 由 {1.16) 起 得 到 


JJ 及 = 一 下， [1.17) 
由 于 J 作为 巡 上 的 线性 变换 满足 .= 一 记 , 官 的 特征 值 是 
十 v 一 ,不 是 实数 ， 所 以 在 只 中 不 存在 了 的 特征 向 址 为 了 得 到 J 
的 特征 问 量 ， 必 颁 在 昌 化 癌 贡 空 闻 【 芝 半 中 考虑 . 为 此 ， 先 将 了 作 复 
战 性 扩张 ,使 之 成 为 【人 并 上 的 复 结 档 . 这 样 ， 对 于 任意 的 me (WE 站 
去 
To vlJa= Vv-l(e -vlo), 
Tatv-la)= -vl(a+v-lal. 
因此 ， a 一 yl1Ja,adt v=1Ja 分 别 是 在 (本 并 中 复 结构 J 的 对 应 
| 特征 值 v-1 种 -y=-l 的 特征 向 基 . 
用 (和 针 壮 和 人 本 各 二 分 别 表示 在 (VC)5 中 对 应 于 特征 位 v= 了 I 


和 一 vw 一 1 的 特征 向 量 所 组 成 的 复 向 其 空间 ， 其 中 的 元 素 分 别称 六 名 
上 的 J 形式 和 i0,1) 形式, 由 于 


a= 5ta- V1 Ja)+ > (a+ VI) Ya E 人 人 1， {1.18) 


让 有 直 和 分 钟 
UE) = (OD B (VE). (1.19) 


由 习 .18) 式 可 知 ， 在 I 上 的 复 值 实 线性 函数 a 可 以 分解 为 人 中 形 
式 和 (0,1) 形式 之 和 | 


& = a 二 [1.20) 
其 中 


Pe ] . = 4 Ds , 
a = v1) a = sla+ vlJo). (1.21) 


i0 第 疝 童 区 er 流 形 


所 以 ，a Ee ( 训 )* 是 实 值 1- 形 式 的 条 件 是 et 中 = oo 
信 
VI wi=F v1 (1.22) 
则 {0 和 {7 分别 是 全 0 和 ([E)WD 的 基底 ， 
并 且 
v—1 


全 一 (it +wij)， 凡 = (Ww), 站 .231 


事实 上 ， 若 & E 和 于 站 让, 则 能够 表示 成 


时 
am 一 ai 由 二 MG)， 并且 Ja =V-1c 


i 二 | 


用 站 .17) 式 得 到 
vla=h, vy—lh=-— 


因此 
i = Ya — vlaJt) 
-> ci 太一 一 1J95 = 志 PR 


=| 
同 理 ， 着 a € [I 入 外 , 则 a 能够 表示 成 wi 的 复线 性 组 合 
一 坡地 ， 空 间 
MPat (Vi = Wa (VE rl ")a (A "(von ) 


中 的 元 素 称 为 声 上 的 加 ,人 形式 . 你 上 的 性 意 一 个 复 值 7(< 各) 次 外 
形式 可 以 分 解 为 


一 a oP) E 大 Re 全 (1.24) 
Ptr 
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用 基 庶 向 莽 表 示 ， 世人 形式 ee 人 的 表达 式 为 


ce 一 Oa 站 A (1.25) 


其 中 oii jd EC 
在 复 向 其 空间 WY 中 取 一 个 基 廊 {e1,… ,cn}, 它 在 WV” 中 的 对 倡 
基 上 胀 记 为 1 :am], 则 凡是 了 上 的 复线 性 函 敬 ， 并 且 满 足 杂 件 
efei = 全, 将 凡 看 作 Y 上 的 复数 值 实 弃 性 函数 ， 谋 把 它 分 解 为 实 
前 和 契 冲 
= 二 v1 (1.26) 
则 六 ,记者 是 上 上 的 实 信 实 斌 性 熙 数 , 即 中 开 E 个 , 很 明显 ， [入 的] 
自在 嵌 3 {en a1 三 J6i} 对 企 的 基底 , 故 [1.17) 式 成 立 , 因而 T= 
VT 自 此 可 见 ， 复 向 基 空 阿 V* 可 以 和 {10 吕 等 同 起 来 ， 只 要 
把 “ETY* 看 作 TY 上 的 实 线性 函数 就 行 了 ， 反 过 来 ，aE [WJ* 能 够 
作为 Y 上 的 复线 性 函数 的 条 件 是 ceoJ = VTo 即 ylo) = Via 
也 就 是 实 扎 (We) oy 


号 .1.3 Hermite 内 积 
最 后 我 们 来 讨论 复 癌 量 空间 W 上 的 Hermite 内 积 . 
定 灶 1.4 设 V 是 nw 维 复 向 量 字 间 ，h :FxV 二 人 忆 蚌 定义 在 
Y 荆 的 二 元 其 值 函数 .如果 户 满 足下 列 菜 件 ， 则 称 产 是 下 上 的 一 个 
Hermite 内 积 : 
(1) 六 是 实 双 线性 函数 ， 即 对 于 尾 意 的 zzEr 和 人 AE 民 有 
hlx + Mz,y) = hr, yy) 十 六 (3 
hin y+ M2) = 真人 下) + MR T, #); 
(2) 上 关于 第 一 个 白 灾 基 是 复 政 性 的 ， 即 对 于 任意 的 zx,yw ET 和 


扣 写 有 
h(a y) = MhLr, Y); 
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3) 对 于 任意 的 x,yeV 有 
hy, 5) = h(s, YW); 
(4) 对 于 任意 的 x EW 有 h(x,2#) > 0, 并 且 等 导 只 在 zx = 0 时 成 
立 . 


荣 件 ( 遇 ) 称 为 Hermite 内 积 的 正定 性 . 
从 条件 (2), (3) 可 知 ， 对 于 尾 意 的 zeET 和 AXEC 有 


hl, Ay) = Ahtr, yh. (1.27) 
把 二 分 解 为 实 部 和 虚 部 ， 好 令 
[2 0) = gtr y) + v1 kir,y), (1.28) 


则 由 系 件 吕 ) 得 知 gk 玫 是 上 的 实 值 实 双 线性 阔 数 .由 于 在 六 作 
为 实 向 生 空 间 侯 时 有 复 结 构 J 使 得 72 = VY 一 1z, Yr E 保 , 故 由 条 
忻 (2) 得 到 


gfJz Ni 二 YITRJr = hier,y) = hiv lx,y) 
= v1 = vl (my) + v1lk(s,)) 
= -kz,Y) + v1 gtr,y). 
因此 
Erz, 昌 ee —g(J2,y), g(r y) k{dJ2,Y), YE, YE 1x. (1.29) 
这 意味 着 ， 大 和 9 可 忆 异 助 于 复 结 攀 7 互相 表示 . 
将 茶 件 ( 引 用 于 (1.28) 式 得 到 
gly,£) 十 vl kty, £2) = hy, 2) = hz = HL — v1k(s,), 


址 有 
明王 = gr dy), 中 全 x) = 一 中 加) (1.30) 
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再 向 [1,29) 和 01.30) 两 式 得 到 
Ty) = 一 下 Ty) = Ky, = gy 2) = 9m, i1.31) 
辐 理 ， 
kdr, I) = Els, Wy), Yi,y £ TF. (1,32) 
所 以 是 您 上 在 复 结 构 了 的 作用 下 保持 不 变 的 对 称 双 名 性 形式 ;上 
是 凡 上 在 J 的 作用 下 悍 持 不 变 的 2 次 外 形式 ， 称 为 上 的 Kihler 形 
式 ， 
从 条 件 {0 和 114.30) 式 得 到 
由: 2 = Hr, > 0 (1.33) 


同时 等 号 成 涝 当 且 仅 当 x = 0 客 g 基 正定 的 . 

综 上 上 记述， 如 果 上 是 复 向 其 空间 上 的 Hermite 内 积 ， 那 各 它 的 
买 部 g 是 您 上 在 点 结构 J 的 作用 下 不 变 的 欧 氏 内 积 ， 其 虚 部 可 
以 由 了 通过 下 式 确 定 : 

REY 三 —9 diy) = 站 WE (1.29) 


反 过 来 ， 如 时 在 局 上 任意 给 定 一 个 在 J 的 作用 下 保持 不 变 的 欧 氏 内 
积 g, 那么 在 站 上 就 啡 定 了 一 个 Hermite 内 积 六 使 得 它 的 实 部 就 是 9 
因此 , 在 站 上 指定 一 个 Hermite 内 积 相 当 于 在 Wh 上 指定 一 个 本 不 变 
的 欧 区 和 肉 积 . 至 于 但 上 的 Jj- 不 变 内 积 的 存在 性 是 明显 的 . 实际 上 ， 
在 保 上 任意 取 定 一 个 欧 氏 内 积 gn:I 太 x 但 一 区 仿 


lees gut Ee 
则 了 就 是 We 上 的 .六 不 变 欧 氏 内 积 ， 
现在 米 求 5,g, 上 的 坐标 表达 式 ， 在 复 向 其 襟 间 下 中 取 定 一 
底 {gi}, 它 在 YW 中 的 对 侦 基 克 记 为 fj, 其 中 必 是 天 1 
数 ， 同 时 也 是 你 上 的 复 值 实 线性 对 数 ， 并 且 有 witej) = 市. 他 


hiy = 由 [EBP (1.351 
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则 由 亲 件 (3) 得 到 
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1 站 9 可 人 一 
=5 Sg Ee od A 0. 


Es (1.42) 
liji = Ni. (1.36) 
从 (1.23) 式 叉 可 以 得 到 
设 Ee 
六 二 的 二 本 y= yey, A 十 全 页 前 = 5 A wi + A), 
i {1.43) 
则 dA = Se A mt Pe | Rn i 
Mol Sr ee 全 代入 (1.42) 式 ， 并 利用 (1.39) 式 得 到 
pl 让 
| ye 
2 re 三 -= Fil A in 
C2 oD) {x,y). 站 Ni eA) 
wt 机 un 一 i 各 a 
因此 
a 一 | vi—l } Lu in wy 
h= hw @ mt, (1.37) 9 Es wy 
2 = v12 2 hy hw, (1.44) 
男 一 方面 ， 也 是 保 上 的 复 情 实 双 线 性 函数 { 定 关 1.3 的 菊 件 (1)). 


因此 , 把 表达 式 (1.37) 
分 解 为 实 部 和 虚 部 ， 如 (1.26] 式 所 示 . 
上 前 实 线性 函数 ， 并 且 构 威 不 的 基底 ， 念 


dug = Yen: Eh li dm 


凯 由 【1.29), (1.30) 两 式 得 
0 三 = 二 


di = Hi = Ht = 


固 而 
hi; 一 her, Ei) 一 Di: 全 wl gi: 
将 站 .40 和 1.26) 式 代 A 入 们 .37) 式 得 到 


= 后 (全 儿 及 十 太 加 的 ] 十 入 后 ( 全 区 网 十 时 屯 访 )， 


中 的 wi 理 鲜 为 Wk 上 的 复 值 实 瞄 性 函数 ， 将 wr 
那 粤 错 , [1 芝 4) 都 是 你 


由 此 了 可见 ， 要 以 Hermite 内 积 久 的 澡 标 表达 式 [1.37) 得 到 它 的 Kihler 
形式 上 ee 只 要 拒 其 中 的 张 基 积 台 换 成 外 租 ,并 日 乘 以 系数 


-一 即 可 不过， 此 时 的 ui 被 看 作 足 Ve 上 的 复 值 实 线性 画 数 


(1.38) 冯 外 不 难看 出 ， 内 积 9 有 具有 如 下 的 表达 式 ， 
s+) = 3 De Bu + wi wi) 
下 | 
(1.39) 一 了 了 > Ri 六 十 二 因由] = > hr i 【1.45] 
FP 
其 中 
(1.40) WT = + 
基 ww! 和 wi 的 对 称 化 张 晤 积 .此 式 也 甬 表 将 (1.21) 式 代入 [1411 式 得 
| 
(1.41) 
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$8.2” 复 流 形 和 近 复 闹 形 
5.23.1 复 流 形 结构 
维 光 请 流 形 可 以 看 作 实 向 量 空间 本 的 一 些 开 子 捍 以 光 湛 的 方 
式 拼接 起 来 的 结果 ， 奖 伏地 ， 半 给 复 流 形 刚 是 复 向 量 空间 fm 的 一 些 
开 子 集 以 “全 纯 ” 的 方式 拼接 起 来 的 结果 先 解释 “全 纯 ” 的 意义 . 
对 十 尾 意 的 = (2 Ed 全 


y= vly, vivy eR (2.1) 
网 由 秽 1.1 在 对 应 
(2 < ‘2 } mY li es TY , 所 Lh 


FF，** 和 和 ed dn) 是 等 同 的 ， 
现在 假 证 上 CC 是 必 * 的 并 子 集 ，J 了 ;UV 瑟 是 定义 在 UW 上 的 
复 值 光 放 函数 ， 9 和 外 分 别 是 它 的 实 部 和 虚 部 ， 则 有 


f=y+ v1lh. 


在 本 章 ， 如 果 不 加 申明 ， 记 号 CLDD) 总 是 表示 定义 在 WV 上 的 复 
值 郊 请 函数 的 集合 . 
定 失 3.1 投 J ES ee)， 如 果 它 的 实 部 y 和 虚 部 大 满足 
Canuebr-Riemann 方程 
dr 0h dg ee oh 
Ori Boy! Dy: dri 
则 称 7 是 上 的 全 纯 函 数 
根据 密 复 变 末 误 理 论 ， 全 顷 画 数 :0 一 记 在 每 一 点 ZeU 的 
一 个 邻 域内 能 旭 表 示 为 z+ 的 收 妆 宕 角 炒 ( 黎 看 茹 考 文献 [22]). 所 以 ， 


] 这 主 之 ， [2,2) 


加 2 直流 形 和 这 奥 注 形 。 17 
全 纯 图 数 也 称 为 复 解析 画 数 ， 另 外 ， 由 复 变 画 数 理论 知道 ， Cauchy- 
Riemann 育 程 保证 了 全 部 函 数 可 以 对 复 尝 标 wi 求 仿 导数 ， 邵 533 
是 存在 的 ， 并 且 | 


dF of Df i 
ai ri Dy a 
一 方面 ， 可 以 引信 作用 在 CC] 上 的 微分 筑 子 
0 11 A 
BB Ti) (2.4 
| a i 
ga Na or) 
是 ， 对 于 任意 的 fe Cm(0) 有 
Ff lror a 3 ) 
a Se ey ed 
Dz 2 全 
lie8g Bh vy-l /dy Oh pe 
2 二 ur 元 )- 人 上 Bari ) ‘(2.5) 
由 (2.21 耻 可 知 ， 了 上 是 芯 上 的 全 部 本 数 当 日 仅 当 对 村 每 -个 i 部 有 
三 0 同时 ， 全 纯 函 数 了 在 人 2.4 式 定 义 的 算 子 二 - -一 二 作用 下 | 下 得 到 


的 a 恰好 是 关于 #i 的 偏 导 数 (2.3). 


定义 3.2 设 忆 是 属 的 开 子 集 ， 其 中 的 点 记 为 (#1,… ,#1m); 设 
VV 是 "的 开 于 集 ， 其 中 的 点 记 为 (ww ,Ww 刚 师 射 加 :一 下 
可 以 家 示 汶 


如 果 每 一 个 函数 pr 都 是 上 的 全 纯 函 数 ， 则 称 x 是 从 到 内 的 
全 纯 映射 , 

设 UV 都 是 g 的 开 子 售 ，P :7 一 是 同 肚 ， 如 果 肌 射 以 
总 亡 的 池上 映射 2 部 是 全 疙 贞 射 ， 刚 称 yw 是 大志 到 站 的 全 纯 变 换 
或 复 和 解析 变换 ; 此 时 称 并 子 集 LU 和 和 是 全 症 等 价 的 . 
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有 了 上 述 准 备 ， 可 以 引入 复 流 形 的 概念 . 

定义 2.3 设 对 是 2m 维 闹 形 ， 邵 果 对 有 一 个 坐标 卡 集 王 = 
Tea 0 € 了 ,其 中 yo :Do 二 吕 (= 四 ") 是 从 MN 的 开 子 集 世 , 
到 fr 内 的 同 脖 ， 使 得 {C4} 古 MM 的 一 个 开 覆 瘟 ， 并 所 对 于 任意 的 
beT, 当 [nC 基色 时 ， 复合 野 射 yp。0 ps! 是 从 CE" 的 开 子 集 
pln) 到 的 开 子 集 patUs 站 54) 内 的 全 纯 变 搞 ， 则 称 举 标 卡 
集 工 是 流 形 村 的 一 个 ( 复 解析 相 美 的 ) 复 坐 标 材 六 ,好 的 极 大 的 复 解 
析 相 关 的 复 坐 标 材 盖 称 为 时 的 一 个 复 流 形 结构 ; 指定 了 一 个 复 流 形 
晴 构 的 2n 维 流 形 MY 称 为 一 个 n 扒 复 流 形 , 层 于 复 流 形 结 移 的 每 一 
个 坐标 卡 [Us,wal 称 为 时 的 (容许 ) 复 坐 标 卡 . 

由 定义 可 知 ，n 维 复 流 形 是 和 中 的 一 些 开 子 集 异 助 于 复 解 析 变 
控 椒 接 的 暑 果 ， 

如 所 周知 ， 沁 请 流 形 上 的 疮 疹 结构 使 得 在 莹 形 上 定 疼 光 主 函 灼 成 
为 可 能 .类似 地 ， 复 济 形 结构 使 我 们 能 够 在 复 流 形 上 引入 全 纯 函 米 的 
概念 . . 

设 了 :时 二 记 是 复 流 形 M 上 的 复 值 函数 ， 如 果 对 于 时 的 每 一 
个 容许 的 复 坐 标 卡 (5, wpa), 复合 函数 fc wi! : wpalU 2 一 世 者 是 全 纯 
的 ， 则 称 了 是 好 上 的 全 纯 函数 . 不 难看 出 ， 在 点 PE MH, 只 要 存在 $ 
点 的 一 个 容许 复 誉 宗 卡 (Up) 使 得 fo vw! 是 ef 人 jE 轴 数 ， 
则 对 于 点 p 的 性 意 一 个 答 许 复 坐 标 卡 (入 直 ,fo 省 定 是 天) 
上 的 全 缉 阔 数 ， 因 此 ， 若 要 验证 沙 浆 站 在 点 Pp 附近 的 全 绩 性 ， 只 要 在 
点 六 的 一 个 容许 复 坐 标 卡 上 进行 验证 就 可 以 了 ， 

为 了 方便 起 见 ， 把 对 上 全 部 函数 的 全 体 构 成 的 集合 记 作 UW) 
在 点 PE 好 的 其 个 邻 井 内 全 纯 的 函数 的 全 体 构成 的 集 台 记 为 口 r， 


8.3.2 复 切 向 量 


定义 2.4 设 闻 是 mm 维 复 访 形 ，DE 1 所 调 好 在 点 p 的 复 切 
向 量 4 指 的 是 满足 下 列 茶 件 的 映射 9: 个 , 下 心 


本 _ 上 .2 放流 形 和 近 瘟 流 开 机 


(D otf + 39) = vf) + Mt): 

(2 otf 9) = fp)vly) + gplf), 
其 中 gE QA 入 EC 

容易 证 明 ， n 纹 复 流 形 对 在 点 的 复 切 向 量 的 集 容 是 一 个 复 市 
岳 室 间 ， 记 为 THM, 称 为 时 在 点 pp 的 复 切 空间 . 

设 iU.p) 是 复 流 形 4 在 点 的 一 个 容许 复 坐 标 卡 ， 对 于 尾 意 的 
DU 舍 = 1 有 的 (x) 是 三 中 的 复 华 
标 系 ， 通过 同 肛 ,zig) 是 开 集 5 C 和 中 的 点 9 的 复 坐 标 ， 以 后 把 
(pz 或 (DU;z1) 称 为 容许 复 华 标 卡 (信介 所 对 应 的 (容许 ) 复 坐 标 
系 . 一 旦 有 了 这 样 的 局 部 复 坐 标 系 ， 就 可 以 引入 对 在 pg 点 的 复 切 向 
量 二 jn, 其 定义 为 

rf ow | 
| 0) = 了 -| (2.0 


WE He 


可 以 证 明 : dim TRM = n, ld ign 的 一 个 
” 请 


基底 (本 章 习 题 第 4 题 ). 于 是 | 训 | :PE "| 是 定义 在 局 部 闺 标 领 
” lp 


霹 上 一 个 复 标 架 场 ， 称 为 在 让 上 关于 局 部 复 坐 标 系 【Cs 的 自 
然 ( 复 ) 标 架 场 ， 简 记 为 人吉: -| 它 的 对 体 复 对 标 架 场 是 {ds 


为 了 第 便 起 见 ， 常 常 把 (2.6] 式 的 右 端 简 记 为 Sp ) 

ni 准 复 注 形 JH 本身 是 一 个 2 准 光 清流 形 ,所 忆 它 在 每 一 点 EE 时 
的 切 空间 殖民 是 一 个 2n 绯 实 向 其 空间 . 设 (Uy; 3 是 时 H 的 一 个 容 
许 复 坐标 系 , 令 2 三 7 二 V1y', 则 4U; zy 是 光 沸 流 形 邓 的 一 个 


局 部 坐标 系 ， 在 了 好 中 与 之 相应 的 自然 基 诡 是 (总: 开 Br 


定理 2.1 请 放 是 n 维和 扣 沪 形 ， 和 全 一 点 weE 时 的 一 个 容许 晶 举 
入 系 是 | 人 有 2 设 辣 =F 十 Y=1y 定 闵 觅 射 思 :了 上 于 二 工 H 加 
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则 五 是 在 了 TJ 上 上 与 窘 许 复 党 标 系 [Uwp; #0) 的 选取 无 美的 复 靖 掏 ， 
并 且 {7p; pE NH} 是 对 上 的 人 (1,1) 型 泡 请 张 量 场 ， 记 为 J. 


光 浓 张 贡 场 J/ 称 沟 复 流 形 好 上 的 典型 复 结构 . 
证 明 设 (VW;wi) 是 点 了 的 另 一 个 赛 许 复 坐标 系 ， 令 wi = wi 二 
v=Twt, 由 于 复合 映射 Po%-! 是 全 纯 喘 射 ， 相 应 的 华 标 变换 函数 


2 = (PoP) (le, ,") 


三 亚 | ;1 sy, ,Mn) 


基 导 钝 冰 数 ， 所 以 zy 满足 Cauchy-Riemann 方程 


Ori 四 Oy! Dr dy! 


0 一 一 一 a 可 Fp Bh 
Dui 站 ni li en (2.8) 
日 然 基底 和 . 忆 的 变换 公式 是 
ep us Ari’ 5 了 ] 公式 


6 axB Wg 8 dh dvd 


dni di Bai Dui dy Bi dw ori Bw Oy: 
故 由 (2.7) 和 人 {2.3) 两 式 得 


aam a Oo/ 8 
Bu Bi dye Bui dr 


0 m0 _ 0 
“BuiByl vi dri Bi 


站 如 
2 (a -Br 


回 娃 ， 
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因此 ， 由 多 他 式 定 训 的 复 结构 妃 :TM 一 DY 与 容许 复 坐 标 系 

(U0; #1) 的 选取 无 美 ， 这 样 ， 在 ji 的 此 一 点 的 切 空间 上 痢 定 艾 了 一 个 

因而 移出 了 前 上 的 一 个 (1,1 型 张 量 场 J 在 局 部 复 坐 标 系 
:中 下 ， 张 基 场 7 的 表达 式 是 


问 
N= de - Fi Dy, [2.9) 


其 中 二 wi 寺 w=1yl, 这 说 明 y 是 一 个 站 滑 张 芋 场 ， 证 毕 . 
复 切 空间 T3M 利 (Tp, 所 对 应 的 复 向 量 空间 可 以 等 同 远 来 . 
于 实 上 ,部 同 驾 .1 对 于 的 作法 ,首先 将 号 对 生化 得 到 (三 )， 
然后 将 了 作 复 起 性 扩张 成 为 (TMM 上 的 复 结 构 。 J 了 公有 两 个 特征 
根 士 w-1, 用 Oa 和 TDM 分 别 表示 J 在 [Th 和) 中 对 应 于 
特征 根 y 一 1 和 一 v1 的 特征 向 量 所 组 成 的 复 子 室 问 ， 分 别称 为 好 
在 点 了 的 (1,0) 切 空间 和 (0,1) 切 空间 . 于 是 有 直 和 分 解 
(DM) = TM BT NM (2.10) 


这 样 ， [5 思 所 对 应 的 复 向 量 空间 可 以 和 工 ,1 属 j 等 同 起 来 (参看 
台 .1 中 .26) 式 以 下 的 眉 落 ). 实际 上 ， 在 把 (TT 村 ,中 看 作 复 向 量 空 
间 时 ， 只 是 念 

如 = 三 WE 了 


及 而 Th 中 的 任意 一 个 元 素 可 以 表示 为 
1 一 £. 十 pi y 
i De 1 Fr 
-De 本 
= SR + v1 
d=1 


即 (TM, 刀 所 对 应 的 复 向 基 空 间 是 Spanc | Et si 中 但 是 ， 


2 弟 六 说 ”Kihler 流 形 Kahler 流 形 
TIN 的 一 个 基底 是 | 到 , 其 中 


1 
2 


Er 
5 


从 BY TP rN 
宣 Ei A = 吉州 这. 由 


所 以 ， 在 对 应 DF 下 ，Spanc 人 1 <i< nl 和 THM 是 
谎 性 辐 构 的 . 
男 一 方面 ， oe 义 式 (2 才 , 和 -二 只 不 过 是 地; 了 总 


性 组 合 ,所 以 2 可 也 是 从 Cge 到 万 的 映射 ， 如 果 


: 的 复 厂 


i 


则 由 Cauchy-Riemann 方程 得 到 
站 1 ”外 


机 二 | 1 -一 1 十 -一生 

Det dA 5 和 dy a yh 
17og oh /le BY 

~ \ Br B57 (并 过 ) 法 
另外 ， 
a |. 1r Be dh vl Or Oh 
| 【六 = ™ + eT Te 
et : 2\0r: Hyi 2 Dy rt 
of Ff.,, 


一 | 


Bat Bei 
藉 中 自 有 消 是 全 纯 夯 数 /关于 复兴 标志 的 偏 导 数 . 这 意 奈 着 ,29 
中 的 元 素 和 | [由 (2.4) 起 定 立 的 算 子 ) 在 0, 上 的 作用 恰好 是 ThNM 


| (由 (2.6) 式 定义 的 偏 导数 算 子 ) 在 局 , 上 的 作用 ， 因 


此 ，ThM 可 以 和 了 是 等 同 起 来 ， 因 而 也 可 以 和 [Ad 帮 所 对 应 


的 复 向 基 空 间 Spanc | 2 | 等同 起 来 
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硬 重 指出 , 记 导 一 


由 (2.11) 式 , 又 有 上 a 不 过 ,它们 在 口上 的 作用 是 一 


殊 的 ， 所 以 这 两 种 身份 不 会 引起 混 滴 . 

有 了 复 流 形 结 攀 ， 便 可 以 引入 全 纯 映 射 和 全 纯 变 换 的 概念 . 

设 了 :HY 一 入 是 复 流 形 M,N 之 间 的 连续 映射 ， PE 网 ， 如 
果 存 在 计 在 点 v 的 局 部 复 举 标 标 (Uwp; 2 和 六 在 点 g= Frp) 的 
局 部 人 {VW 小 ;tw?), 使 得 fID) C WY 并且 f 的 局 部 坐标 表示 
f =ofow) p(U 站 一 WwW 是 全 纯 映 射 ， 则 称 耻 在 点 p 附近 是 全 
纯 的 ;如果 上 在 的 拇 一 点 附近 都 是 全 部 的 ， 则 称 了 是 从 到 到 站 
的 全 纯 映 射 . 如 时 六 既是 全 钝 映射 又 是 浸入 ， 刚 称 了 是 以 对 到 交 的 
全 纯 浸 人 ; 此 时 ， 称 [fH) 为 疼 的 ( 温 人 ] 复 子 流 形 . 

很 明显 ， 复 流 拱 上 的 合 纯 十 数 是 全 站 映射 的 特例 .全 纯 喘 射 的 咀 
-个 特例 是 复 流 形 上 的 全 纯 变 换 ， 其 定义 如 下 ;, 讼 F:M 一 并 是 直 
流 形 时 到 其 自身 的 同 旺 ， 如 单 了 和 它 的 道 映射 了 7! 都 是 全 纯 刺 射 ， 
则 称 是 复 流 形 时 上 的 全 钝 变换 . Mf 上 的 全 体 全 纯 变 搞 关 于 映射 的 
复合 构成 一 个 群 ， 称 为 复 流 形 jf 的 爹 纯 变换 群 . 

全 纺 昨 射 和 还 可 岂 用 复 结构 兴 刻 面 : 

命题 2.2 设 了 : H 一 是 复 流 形 之 同 的 光滑 映射 ，J. 分别 
是 ,入 上 的 典型 复 结构 ， 则 f 是 全 纯 蜂 射 当 且 仅 当 jo f= 所 6J， 
其 中 所; TM 一 TN 是 映射 了 的 切 映 射 . 

肖 题 33 的 证 明 留 必 练 习 . 


3.2.8 近 复 流 形 


在 复 流 形 上 存在 典型 复 结构 的 事实 提示 我 们 引入 加 下 的 定义 

定义 2.6 设 村 是 2n 维 光 滞 流 形 。 如 果 在 于 存在 一 个 光 
诊 的 线性 变换 场 { 即 光 汪 的 (1,1) 型 张 量 场 )./, 使 得 在 每 一 点 p & 对 
b= 二 Jp) 是 切 空 间 工 J 上 的 复 结 构 ， 则 称 (i 是 一 个 近 复 流 形 ， 


2 式 ， 一 -| € TANF: 
1 I [5 9 
[eb 


2 时 六 章 下 ahlar 流 形 


并 日 称 J 了 为 奢 上 的 复 结构 ( 场 ). 

简 而 言 之 , 近 复 波形 是 具有 一 个 复 结 构 的 光滑 访 形 . 因此 , 近 复 流 
形 在 每 一 点 的 切 空 间 是 一 个 复 身 量 空 间 ， 上 月 短 ， 复 说 形 是 近 复 波形 . 
尽 过 来 可 以 间 , 一 个 近 复 流 形 忠 复 铺 构 是 否 一 定 是 一 个 复 流 形 的 典型 
复 结构 ? 近 复 流 形 的 复 结 构 在 什么 条 性 下 才 是 一 个 复 流 措 的 典型 复 靖 
构 ? 是 各 存 在 不 具有 任何 复 癌 形 铺 构 的 近 复 流 形 ? 这 些 都 是 困难 的 问 
题 ， 但 是 经 过 区 人 的 和 努力， 已 经 找到 了 这 些 问题 的 答案 ， 下 面 将 导出 
一 个 复 络 构 能 能 作为 复 流 形 的 典型 复 结 构 的 寺 件 , 即 复 结构 的 可 积 潜 
件 . 首先 引入 名 们 -微分 [ 形 ) 式 的 概 交 . 

设 { 则 ,有 刀 是 2 ee Uc MM 是 开 子 集 ， 对 于 任意 的 
zw EU, 切 空间 加 ni 维 复 问 旺 空间 : 同时 ，J 可 以 复线 性 扩 
号 为 复 化 切 裤 间 (7 二 上 的 复 占 性 让 换 上 的 一 个 ( 复 值 ) 外 微 
分 式 w 歼 为 人 从 微分 ( 形 ) 式 , 如 蘑 在 任意 一 点 * EU, w 在 点 5 的 
情 wtw) 是 好 在 点 2 的 一 个 tp 加 -形式 , 即 wlz) E Ad 六 UW 上 
的 全 悼 人 的 - 仙 分 起 构成 一 个 下 [本 - 模 ， 记 为 dF"?Un, 显然 ， 复 共 
辑 wr 责 在 dnf 和 4321M) 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 ， 此 外 ， 
上 住 意 一 个 7 光 复 值 外 微分 式 w 者 可 以 唯一 地 分 解 为 ( 疙 看 (1.24) 
式 ) 

本 二 于 PN 其 中 wr E Per (2.12) 
PE 
现在 沁 虚 生 缚 构 J 的 可 积 茶 件 . 
设 (Fi 是 时 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 令 


项， 普 沁 
(a = Ve Bp Bi 

其 中 6 是 上 的 实 导 光滑 函数 ， J 是 复 结构 的 条 件 是 
下. 人 = 一 上 (2.14) 


把 J 在 傅 切 空间 T+M(x € UU) 上 诱导 的 复 结构 仍然 记 为 7, 它 可 以 扩 
亮 为 复 化 余 切 空间 (T*NM)C 上 的 复线 竹 变换 . 则 在 1 次 复 信 微分 式 
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w 上 的 作用 是 Jiw = wo J 几 看 [1.16) 式 ). 于 是 ，w E A100 当 且 
恒 当 Ji = Vl; weE AMD) HMR JI = -yi1w. 
把 诱导 的 复 结构 7 作用 于 作 切 宗 架 电 {du*}, 则 有 


a 本 昌 1 可 
J {da (#3) = 0( 吉 )) = (RE 商 )= 局 ; 


jdnuto) = JSde (2.15) 


必 


wr = du V1) = (v1 dw, 
w= du + v1 Idu) = (+ V1 dw, 
网 w, w5 分 别 是 站 上 的 亿 丰 -微分 式 和 和 所 ,1 微分 式 ， 由 于 dns = 
4fuoa + ws 所 以 复 化 的 余 切 空间 :了 ;MC 有 直 和 分 解 
人 [2.17) 
其 中 T3099M 和 TVDM 分 别 是 (TEM) 中 的 (1,0) 形式 和 (0,1) 形 
式 所 构成 的 子 空间 ， 即 
TID = Spanc{fer|p}, Te 一 Spancfesl. 
此 ，(T2MI 的 直 种 分 解 (3.17) 是 由 复 站 构 y 决定 的 ， 与 局 部 坐标 
系 [Cias) 的 选取 无 关 . 
在 假定 复 结构 J 是 由 上 的 一 个 复 流 形 辣 构 请 导 的 典型 复 结 
构 . 对 于 对 的 容许 复 华 标 标 (WV ;#9), 不 芒 设 WV= 0, #1 =7 十 Yl 
则 有 


[2.16) 


Tz) = -dy Jy') = dr {2.18) 
(参看 (2.7) 式 和 (1.19) 式 ). 此 时 ， dzi 是 上 的 (1, 站 -微分 式 ， dz 
是 4 上 的 0, 了 -微分 式 ， 因 此 ， fw?} 和 刀 z] 可 以 互相 线性 者 示 ， 
{fw 中 和 {d#!} 可 以 互相 线性 表示 . 设 


a = dre, A? Ee CSUN, [2.19) 


2 落 心 章 所 iler 流 形 


下 二 十 让 I 
dua = | Sn [mad wi). :2.20) 
Oi 2 


用 TW 表示 在 1 好 并 中 使 wr(l < 呈 << 2n) 化 为 零 的 极 大 子 室 间 ， 
并 设 9 
总 站 - 志 
二 = = (a Fw = ] I 所 (TM, 


则 有 
wl) = (6 vw—1 .二 Ja 十 Y 一 1 六] 
= |g + J ) v1 It (a t TO. 


所 以 ，v E Ty MH 当 且 仅 当 对 于 性 意 的 a 向量 5 撕 足 条 件 se [全 = 0， 


a = = Te, Ya. (2.21) 


于 是 ， 4 EIT9Y 的 充分 必要 条 忻 是 


a je 
一 sd ik F 中 
VD= a T=1 J ) [2.,22) 
如 采 令 
yp 一 (03 + V—1J8) ss l < 8 2n, [2.23) 
则 由 (2.22) 式 得 知 
TM = Spanc{ta; 1 < a < 2n}. [2,24) 


然而 &. 加 ) 式 的 意 忱 是 ， 如果 越 由 时 的 复 流 形 结 构 诱 导 的 届 型 复 
关 构 ， 则 菜 件 du 三 0 [mod w3) 成 立 . 这 意味 着 


由 | 二 0 Ya 
因此 


0 =d Tun, wa) 
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一 一 -zs i 


=vpto vy) — vt a)) — wil wy)) 
= wr(logy ty), Ye Bs [2.25) 
最 过 直接 计算 得 到 
/Bl B11 BJ ON a 
eh 县 cS ee A ny 可 
lusiws] = (3 (器 - 有 TY ]- "a i | iu 和 
出 一 上 方面， 对 人 (2.1 由 式 求 导 得 到 
OY 
a 
Tm a 


甩 韦 ， 由 w? 的 定名 起 但 .1 得 惠 
—w" [va, vl]) 
Ot ds Be DT 
一 一 一 ] | |irr ,TT re 
Ca (党 - 党 全 有 + ge 2 ) v172) 


= A | 
By BY | TB Bui, 


所 下 中 严 下 全， 
Te | a ol 
Bu, BY ih ds 


兴 
mn TT Dd dn 1 高 03 DJ f yp' 
Na. 及 ( 宫 “a Be 3 )， 中 
风 1 


—w (ip, 7]) = NB 一 — vl lJo Ng By 


于 是 尊 件 2.25) 成 为 


NN = 0, Wy, 请 ， YY 


容易 验证 ， AN, 是 对 上 的 一 个 (1 3) 型 光滑 张 基 场 的 分 量 . 事 


衬 上 上， 对 于 任意 的 藉 ,Y EE 宪 (1M), 令 


NIX = [TE I ~ TAX — TN, YY] ~ [X,Y), (2.28) 


28 时 关于 民 ibler 流 开 


则 有 .NLX, 了 = 一 N(Y, 友 ), 井 且 对 于 任意 的 FE C™LM) 有 
NIfEY) = NfY) 一 AS]， 
NIIX IH) = —N (XT, I), 


因此 ， A 是 近 复 流 形 (对 ,J 上 由 复 辕 构 /确定 的 (1, 习 型 光 请 张 其 
场 ， 在 局 部 坐标 系 【Ci ) 下 ， 利 用 人 2.14 式 得 到 


‘BB 
| 
a | 
-| 9 9 
a no | ri Cs 
区 "中 | er | 7| F Ma Br | -7 Ee 及 3 


= ak = Dn) 也 宕 斑 一 a 2 
i A OY OT 


i ee 
二 (2 Fo Me us + Aud J | 站 


于 是 ， 张 基 场 W 的 局 部 华 标 表达 式 是 


村 
OY Bie 


A = 
= 了 时 (dus A du"). [2.29) 


Wa 


定义 3.6 届 LUM,J) 是 近 复 演 形 ， 则 由 位 .26 式 定 关 的 届 , 久 型 
光 请 张 量 场 W 称 为 复 结 构 J 的 挠 率 张 量 . 如果 措 率 张 电泳 零 ， 
则 称 该 复 姑 构 J/ 是 可 积 的 . 

于 是 ， 前 画 的 讨论 苑 出 了 下 面 的 绪论 : 


定理 2.3 设 (MH, 中 是 近 复 流 形 .如果 了 是 由 JH 上 的 一 个 复 流 
形 绪 构 诱 导 的 典型 复 结构 ， 则 J 避 是 可 积 的 . 
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定理 2.3 的 逆 俞 题 也 是 成 并 的 ， 如 困 近 复 流 形 LW 几 的 复 结 构 
是 可 积 的 ， 则 它 必 是 好 上 的 一 个 复 流 形 结构 请 导 的 殿 型 复线 构 ， 这 
个 半 论 首 和 党 是 在 1957 年 由 .Newlandor 和 L.Nironbarg 得 到 ， 后 来 
上 Nirenhuis 和 WW.B.Woolf, J.Kohn, 以 及 LHirmamder 等 人 下 先后 证 
明了 同样 的 靖 景 . 他 们 分 别 候 定 复 结构 7 是 必 * 的 ,或 具有 更 绕 的 玫 请 
性 , 当 时 是 二 绯 光 请 济 形 时 , 由 于 A 的 反对 称 性 , 复 结构 的 可 积 性 是 
平凡 的 , 事实 上 , 在 dimiM = 2 时 , 在 并 上 可 取 局 部 标 架 场 {X,Y. 
上 是 入 [一 = 一 和 因此 NIX,JX) =0. 在 
这 种 情况 下 ， 玫 crm-Lichtenstein 证 明了 了 划 下 的 稍 论 ， 二 鸠 光 答 六 并 上 
网 一 CSD < a 1) 线 黎 曙 度 在 局 部 ee 换 言 

， 二 维 擎 曼 流 形 在 局 部 上 必定 存在 等 洗 尝 标 ， 因 此 ， 可 定向 的 二 维 
和 的 受 靖 枸 ， 因 而 是 一 ea 即 所 谓 的 黎 曼 而 
以 上 这 些 铬 果 的 证 明 孝 不 是 简单 的 ， 在 此 不 再 葛 述 . 

注 记 2.1 在 近 复 波形 之 辣 可 以 引 六 均 全 引 上 映射 的 概念 . 讶 站: 
[时 放 一 (YY, 及 是 近 复 流 形 之 间 的 光滑 了 映射， 如 果 了 的 切 鼎 射 话 满 
足 yo 疡 = 上 入 ov 刚 称 了 是 从 近 复 演 形 对 到 NN 的 (的 ) 全 纯 映射 - 

与 命题 1,1 相对 有 照 ， 基 于 近 复 沪 形 有 下 列 站 起 ， 

命题 2.4 设 (df, 力 是 个 2n 奴 近 复 流 形 ， 刚 在 皂 一 点 pE 对 的 

个 邻 域 内 必 存 在 局 部 标 架 场 (ei,.… , tam), 使 得 


J Ei SS Eretiy emt = Ei 


证 明 设 C7;2”) 是 点 ;的 任意 一 个 局 部 坐标 系 ， 设 &1 = 六 T， 


en 三 Jel 则 eentl 是 上 上 的 光 请 切 问 基 场 , 并 且 处 处 线性 元 大 . 


水 实 上 ， 知 有 cz 和 时 使 得 
061 十 en+il = 0, 
则 海 复 靖 构 了 作用 于 上 还 方 程 得 到 


-ba 十 Gen+l 三 站， 


扣 弟 六 全 玫 ahler 请 型 


于 是 (好 十 刀 )e = 让 故 4=b=0 显然 ， Spamfeleni 是 的 
7- 不 变 的 二 维 分 布 ， 不 芒 设 阁下 Span feiyen+lj， 于 基价 6; = 到;， 
Crt = 可 3， 而 | 尼 1 ， E 站 1 此 局 十 可 是 已 上 的 花 证 切 阿 藉 场 ， 且 处 此 对 性 
无 庆 ， 继续 上 述 过 程 ， 最 后 得 到 所 机 的 局 部 奈 训 场 Ie1.…- ,ean)j. 证 
3 


—: 
8.2.4 Hermite 半 构 


下 面 讨论 近 复 流 形 和 复 流 形 上 的 Hermite 结构 . 


定理 2,5 设 (MW, 帮 是 满足 第 二 可 数 公 捍 的 2n 纵 近 复 灌 形 ， 则 


在 WW 上 必 存 在 ,/- 不 变 的 黎 晶 麻 量 . 

证 明 这 是 在 复 问 量 空 间 W 上 存在 三 不 变 欧 氏 内 积 的 直接 推论 
{参看 蚤 工 的 【1.34] 式 ). 事实 上 ， 先 在 村 上 任意 取 定 一 个 黎 蜡 度 址 
如, 对 十 任 普 的 了 E 时 以 及 任意 的 区 ,YE Ti 定义 


X,Y) = foo(X 十 ofTK,JY)) (2.30) 
容易 验证 ，g 就 是 M 上 的 J 不 变 歼 癌 度 二 ,证 毕 . 
误 g 是 上 江上 的 一 个 了 不 变 黎 骂 诬 量 ， 对 村 性 高 的 了 EM, 令 
XT) 三 RT + v1, vAY eT M. ‘(2.41) 
则 BTM x To 全 是 工 MH 上 的 复 值 实 双 语 性 酉 数 ， 它 湛 足 


h(Y, X) = glY, NX) + VvTI g(r 7X) 
一 ra 各， 了 > v—l1otx, 了 了 h(xX,Y). 


并 旺 
hi = > 0 


其 中 的 等 号 只 在 互 = 0 时 成 立 ， 如 果 对 于 任意 的 六 ED 令 
v—1:. = JN, 
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刚 Tf 成 为 复 向 量 宝 间 ， 而 且 
hiv L,Y) = h(JX,Y) 
= 只 了 NT, 了] + VIog X,Y) = vOIMX, YY. 


国 此 ， 4 基 (TM 拟 对 应 的 复 向 长 空间 上 的 Hermite 内 积 ， 于 是 
行 下 面 的 定义 : 

定义 2.7 设 (MJ 是 2m 维 近 复 广 形 . 如 果 在 邓 上 以 光滑 地 
做 赖 于 点 p E 峙 的 方式 ， 在 每 一 点 p 的 切 空间 (TM 上 给 定 了 
-个 Hermite 内 积 = 后 则 称 上 为 近 复 流 形 WH, J) 上 的 一 个 
Hermite 结构 . 具有 一 个 指定 的 Hermite 闭 构 的 近 复 流 形 (7 站 
你 为 近 Hermite 流 形 . 记 为 【对 ,了 用 或 [Mh 

这 里 , 所 谓 “ 岂 光 注 池 依 束 于 点 ps5 导 的 方式 " 是 指 : 对 十 任意 的 
XY EE), 由 《RE TDIp) = hb,(X, 1 定 六 的 复 值 画 数 hiX, 了) 
足 光 户 的 . 

杠 据 前 面 的 讨论 ，【 蚂 ,站 上 的 Hermite 内 各 等 居于 ( 计 , 几 上 的 
4 不 变 芗 曼 庶 量 , 后 者 是 前 者 的 实 部 . 根据 晤 .1 中 的 讨论 ，Hermite 结 
移 久 的 虚 部 是 叶 上 的 2 次 外 微分 形式 ,， 称 罗 近 Hermite 流 形 LM J 让) 
上 前 Kiihler 形 式 , 并 记 为 六 即 


kX) = gg JY), YX,YETM, vpeid. (2.32) 


定 电 3.8 如 果敢 是 nn 维 复 流 形 ， 开 且 在 驱 上 指定 了 一 个 
Hermive 缚 构 ， 则 称 (对 ,由 是 一 个 站 维 Hermite 流 形 . 

在 Hermite 钳 形 袜 间 梨 持 Hermite 结构 不 不 的 人 宝 引 几 射 称 为 得 
距 的 全 纯 映 射 ; 这 样 的 映射 甘于 由 Hermite 站 构 给 出 的 黎 帝 度量 显然 
是 等 距 浸 信 ， 因 市 闵 称 为 全 纯 等 距 温 人， 在 Hermite 流 形 CM, 上 
保持 Hermite 结构 产 和 不 变 的 全 纯 变 换 称 为 i, 间 上 的 全 纯 等 距 变换 . 
OH 用 上 的 全 纯 等 距 变 换 构 成 的 妖 称 为 Hermite 浪 形 (34, 几 的 全 绅 
等 中 变换 群 
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下 面 用 Hermite 统 形 i 的 局 部 复 坐 标 拒 Hermite 竺 构 上 表示 
出 来 ， 为 此 之 雪 对 香 流 形 并 上 的 IIermite 站 构 作 一 些 说 明 .， 根据 定 
尺 2.7, 复 注 形 对 上 的 Hermite 结构 是 指 ， 在 每 一 点 p € ,hp 
是 切 宇 则 To 泌 于 香 流 形 的 典型 复 靖 攀 7 电 对 应 的 复 疝 其 空间 上 的 
Harmite 内 有， 

ye [io 是 对 的 一 个 局 部 复 坐 标 系 ， 相 诬 的 自然 复 标 巢 场 为 
页 上 与 其 对 侦 的 祭 切 标 架 场 是 {ds 证 ， 令 #7 = zi 二 wl 则 
(53:z6 的 是 光滑 流 形 3M 的 局 部 坐标 系 ,相应 的 自然 标 架 场 是 | a 


六 上 其 对 全 余 切 标 架 场 是 {dzs dy}. 典型 复 结构 J 的 作用 是 


A 
了 (过 | 二 J ( 吉 ) = -六 ? 
ari dy Oy dr (2.33) 


二 dy’, Jidy') = do, 


记 1=n+ir 二 访 , 并 且 令 


| 
二 sas)|, lm 2n. {2,4) 
中 s (Be er) 上 | | 
则 由 了 的 J 不 变性 得 

di 一 RF Yi = WY 


9 = = J: = 一 人: 


(2.35) 


因而 
y=yuptdrr dre 
= dr @ de + dy @ dy ) + goldr: B dy + dy’ & ddr). [2.36) 
由 Kihler 带 式 的 定名 和 [2.32) 式 有 


k= oadoe @ dmd, 
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ki = gi ki = i: = gi 3 = Wh 
让 Kihler 形式 上 可 出 表示 为 
R= galdr @ dri + dy' Bdyi) + gl(-dr’ ® dy + dy ® dre"), (2.37) 
从 (2.31) 式 得 天 
hi=g+ vlk= Id dei, (2.38) 
此 中 
Ni 三 g 寺 一 v—1 9g, dz* = da 十 vw 一 1 di = dz: wl 】 加 了 ， (2.39) 
上 式 中 的 dz 是 了 ,MM 上 的 复 慎 实 线性 函 歼 ， 即 dz* E (7TH)*. 如 时 
苯 虑 (TM. J 所 对 应 的 复 问 量 空间 ， 也 就 是 对 十 任意 的 ve To, 定 
中 l= Ju, 则 由 (2.39) 式 咎 难 知道 
dz'i{(y 1. = yldsilv). [2.4 
搞 名 话说，dst 是 (人 ,村 ,用 所 对 应 的 复 向 二 空间 上 的 复 浅 性 两 数 ,， 由 
此 可 见 ， 囊 达 式 (2.38) 是 ( 工 , 材 , 刀 所 对 应 的 复 向 量 室 间 上 的 复 值 实 
异 线 性 函数 ,并且 它 关于 第 一 个 自 变 是 芷 复线 性 的 . 
n 奴 复 流 形 M 在 每 一 点 PE M 有 三 沾 逢 此 复线 性 同村 的 复 向 重 
空间 :; 切 空间 TJ 美 于 典型 复 结 构 了 所 构成 的 复 向 量 空间 ， 复 切 空 


间 TAM 和 (四 切 空间 TN，Hermite 结构 [2.38] 同时 可 以 看 作 
Tajd 和 Ti 时 上 的 Hermite 内 积 . 


复 向 量 空间 (TM J) 的 复 自 热 基 底 是 | 吉 让 [2.38] 式 中 的 至 数 
是 
广 身 和 站， 


(一 h(a = A | * i 和 2.41) 
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如 果 把 zo 看 作 作用 在 全 纯 孟 数 上 的 算 地， 则 有 有 


af| af| 


ve, 
Or! | det | 了 Uy: 


Bp = ; 和 复 切 向 量 -2 ji 在 全 纯 男 铭 上 作用 的 效果 是 相同 的 ，d# 看 


go 上 的 内 


标 函 元 .在 这 个 意义 上 ， (2.38) 式 定义 的 有 是 复 向 长 空间 ThM 上 的 
Hermite 内 和 ， 邵 


可 上 
上 二 和 | 一 一 , 一 一 1 J) ' ) 
h(n dz OB dz 2.2) 
另 一 方面 ， -可 以 看 作 切 向 基 的 复 系数 线性 组 全 
Re ; 
p= 3 (BI) nl 


而 dzi = dx! + Vw-Tdyi € TN = (CTO)*, 因此 (2.42) 起 也 是 
el 上 的 Hermite 内 悍 . 

最 后 引进 一 个 新 概念 , 将 强 .1 中 的 (1.37) 和 (1.44) 两 式 相对 照 ， 
不 难 愉 Hermite 流 形 (hh) 的 Hermite 央 积 们 384 式 得 到 Kiihler 形 
式 衣 的 局 部 坐标 下 达 式 


5= - 


人 (2.431 


它 也 能 从 化 简 2.37)] 式 得 到 ， 玉 iler 形式 作为 光 少 流 形 VY 上 的 J 不 
变 2 族 外 微分 形式 的 外 袜 分 是 


二 
dk 三 a -|[ 守 ke Te jE A dei 


et dhs 人 下 i 
各- DE) Ads! nN dz 


8.3 外 向 量具 上 的 联 路 上 蚂 


' 允 (各 -器 )nn] 


i —l] ee dh Ek : ~ 
= 一 — | da Mizar A dzi 
| (2( dt dz j Nl 


dh adhge; E 1 
(3- )d Na 5 .45) 


定 灶 29 设 ( 寻 ,所 是 Hermite 流 形 .如 果 它 的 用 ihler 形式 有 是 
国 补 分 式 ， 则 称 Uf, 说 是 Kibler 流 形 . 
于 是 ， 由 上 . 咎 1 起 得 郑 ， Haermite 说 形 Uh 基 天 部] 说 形 的 
未 他 必要 茶 件 后 
- 尝 dhre " 


Ohta 四 了 
es = 2 了 
局 3 Dt (或 和 等 从 地 j ， 硬 , 玫 二 [2.d61 


Kihler 波形 具有 丰富 的 几何 性 质 ， 在 辐 4 将 作 详 细 的 讨论 . 


§8.3 复 向 量 从 上 的 联络 


在 第 二 章 曾 经 对 汶 ee 上 的 联 比 进行 过 话 细 的 讨论 . 
在 深信 研究 Hermite 学 形 彻 区 ilhler 帝 形 的 几何 之 前 ， 需 要 对 复 癌 量 
雁 上 联 听 的 符 点 作 一 些 分 析 . 
8.3.1 复 向 量 从 

所 谓 的 复 向 量 从 指 的 是 一 类 以 复 向 量 空 间 为 纤维 的 纤维 从 ， 它 的 
座 流 形 可 以 是 光 宰 流 形 , 也 可 以 基 复 撤 形 ; 在 底 流 形 是 复 流 形 的 情形 ， 
还 可 以 对 转移 丘 数 族 提出 更 绑 的 娄 求 ， 从 而 区 分 出 一 关 特 殊 的 复 向 有 
从 一 一 全 纯 向 长 从 . 

定 闷 31 设 芋 , 基 两 个 光滑 流 形 ， 7 :瑟瑟 条 是 一 个 光 清 


8 甘 放 新 ”Fabhler 流 形 


Co 


的 满 瑞 射 ， 耻 = C7 是 维 复 向 量 空间 。 如果 存在 好 的 一 个 开 覆盖 
[PE 站 以 受 一 组 陕 船 {由 ,入 ET 满足 下 列 亲 件 : 

(1) 对 于 每 一 个 入 映射 小 是 从 本 x 到 IT) 上 的 光 清 同 
有 是， 并 且 对 于 任意 的 (p,y) EU xCr 有 


To py) = p; 
(人 对 于 任意 固定 的 pe i, 记 
各 An = Wp, We , 
则 yp: + 1p) 是 同 肛 ,并且 当 上 ,nC 对 名 时 ， 映射 
gulp) Wp og oO 


是 复线 性 网 构 ， 即 gx 全 E GLIr TD); 

[四 当 ND 对 是 时， 歧 射 5 ND 王 GLir, 侣 ) 是 光 诊 的 ， 
则 称 富 ,Jd 本 是 沦 谓 该 形 各 上 秩 为 + 的 复 向 量 从 , 其 中 的 瑟 称 为 
从 空间 ,if 称 为 底 空间 , r 称 为 从 投影 , Y = Cr 称 为 纤维 型 

配种 一 昔 定 区 的 塞 向 量具 一 样 ， 常 常 把 复 向 攻 基 【局 Mr) 记 为 
巴 或 :五 一 时 ;同时 ， 对 于 任意 的 了 E i 本 = 二 7!{p) 称 为 瑟 在 jp 
三 的 纤维 ， 它 是 > 维 复 向 基 空 间 ， 

是 疾 久 1 中 的 上 映射 区 (VX ED 称 为 复 向 其 大玉 的 局 部 平凡 化 ， 
ou 称 为 五 的 转移 函数 . 

把 复 向 量 从 和 实 向 其 从 的 定义 相 比较 ， 不 难看 出 它们 的 区 别 在 于 
纤 乱 型 由 原来 的 实 向 量 空间 吏 换 成 了 复 疝 其 空 间 性; 与 此 同时 ， 和 # 
移 靖 数 gxipE Emo) 是 复线 性 同 构 , 即 由 原 米 的 Wg 三 中 了 (9 区 | 
换 成 了 mr E GL{r, OO). 

没 互 = [玉民 ,7) 是 泥 符 流 形 村 上 的 一 个 秩 为 9 = 27 的 实 向 量 
从 ， {gs UN + GLIg, 双 } 是 互 的 转移 画 数 族 ， 如 果 存 在 RY 
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的 最 晴 构 太 他 得 对 于 任意 的 满足 条 件 [站 [天 目的 指标 ET 
以 及 任意 的 PE Di nv 关上 上 莉 有 


hc gaptp) = ga lp ea do, {3.1) 


则 转移 隔 数 gs 人 : (52r， 用) 一 "Jo) 是 光 宰 地 依 琅 于 点 pe Er mn 
Ur 的 复线 性 同 构 ， 而 且 ， 由 于 (3.1) 式 ， 在 每 一 点 PE JW 的 纤维 5, 
上 有 确定 的 复 结构 


十 5 员 or! = oo pe, Pe Ui,. (3.2) 
所 以 ， 忆 = (7), Wp e 2 是 " 维 复 向 量 空间 ， 从 市 使 (3 克 
成 为 慰 是 " 的 复 向 量具 
例 3.1 2n 维 近 复 流 形 CM,J) 的 切 丰 TM 是 村 上 秩 为 4 的 复 
向 量具 ， 
设 z:TM 一 下 是 放 的 茹 从 {(Co, Yo) :es Ti 是 光滑 访 形 计 
的 一 个 容许 的 坐标 要 羡 ,根据 命 是 2.4 在 每 一 个 太 上 存在 局 部 标 训 
饭 {ei ,人 如 使 得 


Jeto) — ee i Jel® 2 一 = -el®, 1 三 出 1. 


定 字 贞 时 坟  x tft) 鸭 
Weft, = -De ea) [x), (3.4) 
这 总 可 币 同 腻 ， 并 上 且 T 5 和 人 一 区 i. 因此 Ws 基 了 好 的 局 
珊 半 几 化 . 当 ns 对 时 , 在 ti 上 有 局 部 标记 场 的 变 撞 公式 
eb) = (qop)2eg), (3.5) 
其 中 (gw)a E CY(Un nv). 将 复 结 梅 用 于 (3.5 式 ， 并 且 考 虑 到 标 执 
场 中) 和 et 所 洲 足 的 条 件 (3.3), 则 不 难得 和 


{gan}? = [gs (Oop) 人 —[gap}iys. (3.6) 
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用 思 记 Rr 上 的 惧 型 复 缚 构 [大 看 并 1.10}) 式 ), 即 


并 且 记 
(ga -7 (at)in 
Hd 一 : 
(ga 和 od) 
则 (3.6) 式 戌 为 
gab © do = do o uv 


从 人 4 相 , 全.5) 式 得 到 ， 下 列 条 性 


ha [2 和 = LN (zx, 古 ] nk 刁 Lr 门 Us 书生 所 BR ， 


好 


in 


Dw re 一 | i aie) if 


二 2, 


成 立 的 充分 必要 条 件 起 


1 二 一 [ED 末 宇 


凤 patfz) 恰好 是 转移 了 画 数 wl o hs 本 下 本 "由 (3.7) 式 利 作 
题 1.2, gus(z) E GL{(2n, 了 实际 上 等 同 于 从 C* 到 它 自身 的 复线 性 同 
构 总 sx) 三 (ga + vlog)et) E Lin, 加 因此 TH 是 对 上 的 
复 问 基 从 . 

一 般 斌 性 变换 群 GLIr, 巴 显然 是 一 个 复 疲 形 . 因此 ， 当 一 个 复 向 
量 从 的 底 流 形 是 复 流 形 时 ， 可 以 对 转移 函数 所 出 更 高 的 要 求 . 

定义 3.2 设计 是 n 维 复 流 形 ，7: 瑟 一 凡是 以上 秩 为 r 的 复 
向 基 上 从 . 如 果 存 在 该 复 向 量 从 的 局 部 平 几 化 纺 圭 构 {{53 ,WA); E 帮 ,全 


辕 .3 _ 夏 向 量 由 上 的 联络 。 9 


得 对 二 任意 的 Ap E 1 当 Un Us 关 有 时， 转移 函数 gy ; Un Wi 
GLGY, 忆 者 是 全 纯 驶 射 ， 刚 黎 [BY,7) 是 复 流 形 好 上 我 为 + 的 全 
名 向 量 从 . 

对 于 全 纯 向 量 盐 {BE,M,m) 来 说 ， 在 其 从 空间 马 上 内 有 自然 的 复 
流 形 芋 构 ， 使 得 局 成 汶 一 个 复 流 形 . 事实 上 ， 设 {i552} 是 放 
的 一 个 复 坐标 烤 盖 ， 则 fr-10D] 构成 巨 的 一 个 开 材 妆 . 同时 ， 尼 助 
于 局 部 平凡 化 

Vs :Dx x 0 ), 

使 (Wh) E ps (0a) x Cr 成 为 Wi 上 的 复 誉 标 系 , 当世 站 UU 天生 
时 ， 在 TN ws) = -1 nt) 上 的 复 坐 标 系 (a4, yx) 和 
[zur 之 间 的 关系 是 


es (pa 总 pa el, 2 


中 二 | (aa © pe | 二 


固 为， 办 点 op7! 和 On :UN GLI, 必 ) 部 是 全 纯 蚊 射 ， 所 已 人 Ws) 
的 每 一 个 分 量 都 是 (zi,yw) 的 全 纯 函 数 ， 由 此 得 知 ， 忆 具 有 复 流 形 靖 
构 ， 困 而 是 一 个 n+7 维 复 流 形 ， 在 此 意义 下 ， 从 投影 :By J 是 
生计 映射， 

定 浆 33 设 | 已 MA) 是 全 纯 向 晤 从， 如果 og :二 百 是 全 纯 
映射 ,并且 满足 条 件 To 二 wy 则 称 o 是 全 纯 问 最 如 了 : 百 一 对 的 
一 个 全 纯 截面 . 

全 缠 向 量具 EE 上 的 全 纯 截 面 的 集合 记 作 TAI 五 )， 它 是 一 个 复 向 基 
宝 间 ， 

例 4.2 设 对 是 n 锥 复 流 形 ， 则 2 的 切 从 TM 是 JH 上 的 倍 纯 
向 其 上 从， 

事实 上 ， 由 例 3.1 已 知 TiW 是 时 上 的 复 向 量 从 ， 因 此 只 需要 
说 明 了 4 有 一 个 局 部 平凡 化 结构 ， 使 得 它 的 转移 函数 都 是 全 纯 的 请 
(0;2 是 MM 的 一 个 复 举 标 系 . 令 zi = zi 十 w=-Tyi, 则 lpitpEU) 的 


i 


| 第 心间 Eihler 请 形 ee 


站 外 村 i 
ee 的 
是 M 上 的 典 玫 复 结 移 ”在 把 1M 看 作 下 向 量 空间 时 有 


yl:vu=dJv, WeTM, 


因此 ， { 读 ) 是 最 向 量 空间 (TM 了) 的 基底 . 
设 (VV; 是 好 的 另 一 个 复 坐 标 系 ， 并 二 UNV 基 由 令 关 = 
ji 二 WI 六 则 在 UNnV 上 有 
8 0 ,00 0 
| ri Bridi! Br' OW: 
日 有 
Byt od By Bi 


- 日 _J) 8 _,/-IT.2 上面 的 第 一 式 可 以 写 
由 于 BY 1 sa: 上 面 的 第 起 可 以 成 


因为 不 mnY 上 的 复 坐 标 变换 型 = 到 (zs1,… ,sn) 是 全 纯 的 ， 所 以 
Hi 有 一 时 


人 
因此 
9 8 [39) 
Bri dai dRi' 
这 意味 着 让 应 的 转移 函 许 是 
ii 有 
jf 一 一 -， 【可 1 
ru (3 | 


因为 5 2 中 多 六 函数 ， 所 以 转移 现 数 gvu : UNV -) GLIr' 吕 是 全 纯 
映射 . “各 就 证 明了 复 向 晤 从 TM 是 全 纯 向 晤 从 . 


| 


由 此 可 见 ， 复 流 形 1 的 切 从 TM 本 身 是 一 个 2 维 复 流 形 ， 切 
从 TN 的 全 纯 截 面 称 为 好 上 的 全 纯 切 向 量 场 

此 外 ， 设 w 蚌 复 流 形 M 上 的 (1, 人 0- 微 分 式 ， 如 果 对 于 对 上 任 
意 的 全 纯 切 向 量 播 下, wlX) 是 村 上 的 全 纯 函 数 ， 则 称 由 是 并 上 
的 全 钝 微分 式 ， 等 易 看 出 ， ” 是 HH 上 的 全 纯 微 分 式 当 且 仅 当 对 于 
对 上 任意 的 局 部 复 坐 标 系 (U; sz 存在 六 上 的 一 组 全 纯 函 数 请 使 得 
2|v = 上 户 d2. 特别 地 ， dis: 是 上 的 全 纯 微 芬 式 . 

例 3.3 设计 是 n 准 复 流 形 ， 命 


> i ] 有 
TU 


FEN EU 


则 了 工 :2170 和 了 34 一 样 ， 都 是 复 流 形 M 上 秩 为 i 的 全 钝 向量 
从 ， 复 切 空间 Th (1,0) 切 空 间 下 以 及 作为 复 向 其 空间 的 切 
空间 [TpjM, 四 都 可 以 等 同 起 来 ， 因此 ， 金 纯 向 景 从 TY, TU 和 
了 也 可 以 窜 同 起 米 ， 并 且 它们 有 相同 的 转移 画 数 族 ， 当 然 ， 它 们 的 
元 这 有 不 同 的 几何 售 义 [参看 (2.6 和 (2.11) 式 ). 0 
时 ， 有 时 称 Th 为 复 切 从 , 称 TU 为 (1, 人 W 切 从 . 它们 的 全 纯 截 
面 者 是 ;i 上 的 全 纯 切 向 其 场 ， hs 

定 尺 3.4 设 [EB,M,7) 是 光滑 流 席 对 上 的 复 向 节 雁 ， 如 果 在 每 
一 点 JE 对 的 纤维 -1tp) 上 以 光滑 地 仿 燥 于 点 p 的 方式 给 定 了 一 个 
Hermitt 内 各 his, 刚 称 六 = {hy pE 2 他] 是 复 向 械 从 : 玉 一 YY 上 他 
一 个 Hermite 千村 

这 里 ，“ 以 光 交 地 依赖 于 点 疡 的 方式 " 是 指 ， 对 于 任意 的 站 ,YE 
EE), 由 (X,Y)(D) = hptXp), Yip)) 定 避 的 hE, 中 是 上 上 的 光 
府 画 数 . 

指示 一 个 Hermite 结构 五 的 复 向 量 从 18, TT) 宗 为 IIermite 向 
时 内, 亿 为 [所 有 ,站 特别 地 ， 如 果 在 全 纯 向 量 上 名 r : 电 一 时 上 指 


定 一 个 Hermite 结构 hh 则 称 (, 和 ,5 及 是 Hermite 全 纯 向 量 从 


hler 流 开 


_ 一 


量 热 , 近 Hermire 说 形 的 切 关 是 一 个 Hermite 向 量 厅 ,而 Hermite 
流 形 的 切 总 {或 复 切 从 , 或 1, 由 切 从 ) 是 Hermite 全 十 向 量 从 . 但 是 ， 
一 般 说 来 ， Hermite 向 量 丛 的 底 流 形 MH 可 以 是 光 请 流 形 ， 而 不 必 是 
近 复 流 形 或 者 四 流 形 . 

复 向 基 从 的 概念 可 以 深 生 出 很 多 子 类 . 图 7 描述 了 它们 之 间 的 关 
系 ， 简 头 所 指 的 性 念 是 箭头 出 发 处 概 辣 的 特 狐 恨 形 . 


光滑 访 形 上 复 流 形 上 的 

的 复 向 量 二 全 呈 向 本 | 
好说 形 复 流 形 的 
的 加 上 揽 切 妈 


证 Hermitc 


沪 谢 波形 上 
的 Herinite 以 形 的 
向 量具 


3.3.2 复 向 量具 上 的 联络 

现在 来 讨论 复 庙 其 由 上 的 联结， 

定义 3.6 设 (im 是 光滑 流 形 导 上 的 复 向 若 雁 ，TiE) 是 它 
的 光滑 夫 画 的 集合 ， 复 向 其 夫 马上 的 复 联 络 是 指 注 足 下 州 巢 件 的 映 
射 卫 :了 ( 百 ] x 下 (1M) 二 TCE) (其 中 对 于 任意 的 个 XX) ETE) x UM), 
记 Dxt = DiE,XX)): 对 于 任意 的 6&7 EDEY, XY EEUU), AE 以 


要 -3 鼻 向 量 贞 上 的 联络 归 


及 [实数 值 函 数 )]f e CM) 有 

(i) Dxyrvd = Dxt + fDyE; 

(2) DxtE + Mn) = Dat + ADxrm: 

(3) Dx(fé) = X(NE + SDxE. 

很 明显 ， 由 于 条 件 倍 , 故 茶 件 人 3) 对 于 任意 的 复 值 光 闪 函数 了 也 
成 立 ， DxE 称 为 光滑 截面 关于 切 向 量 场 的 协 变 导 数 . 

把 上 述 定义 和 第 二 章 中 的 定义 &.1 相对 时 可 知 ， 两 者 的 区 别 在 于 
水 件 (32) 不 只 是 对 于 任意 的 实数 》 成 立 ， 而 且 对 于 任意 的 复数 和 也 成 
让 ， 即 对 于 复 向 晤 从 上 前 复 联络 ， 增 加 了 条 性 


Dxfv 一 18 = v1IDyt. (3.11) 


恨 据 定义 3.1 后 面 的 讨论 ， 复 向 其 从 瑟 是 具有 复 结构 的 实 向 量 从 
{ 套 看 (4.2) 起 外 ， 由 而 向 定 匀 3 与 和 各 (3.11) 陈 得 判 ， 复 向 量具 上 的 复 联 
省 了 是 在 相应 的 实 向 量 从 上 满足 条 件 


Dyol= .7Dy, YXE ErAT) [3.12) 


的 联 湛 . 将 了 看 作 定 交 在 好 上 的 张 量 场 ，Dxry 是 J 沿 切 向 基 场 六 
的 协 谈 导数 ， 即 Dx .J 仍 热 是 定义 在 玉 上 的 张 基 场 ， 目 对 于 任意 的 
E ET 有 


Dx = Dx(J) — MDxA) = (Dx oo- JoDx) [ 吕 ). 


上 是 (3.12) 式 的 会 义 是 ， 对 于 任意 的 评 Ee 守 M), 有 Dyy = 0. 即 
DJ = 0. 因此 复 结构 7 关于 复 联 络 D 是 平行 的 . 反之 也 热 ， 于 是 有 下 
面 的 命题 ， 

命题 31 设 瑟 = [E,M,T) 是 光滑 流 形 HH 上 的 复 向 量具 ， 复 结 
构 场 是 J, D 是 该 向 景 从 上 的 一 个 联络 ， 则 D 是 复 向 基点 百 上 的 复 联 
兴 的 范 分 必要 条 件 是 DJ = 0. 
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僻 题 3.1 的 证 明 留 给 读者 目 己 完成 . 

现 设 互 = (B,JM,7) 是 毯 为 的 复 向 量 从 ，D 是 该 向 量 处 上 的 一 
赴 生 联络， 对 于 定义 在 开 集 CC 好 上 的 局 部 标 架 场 和 {80:1 < a7 
令 

Dss = wt sb, ] 和 让 六 

其 中 必 (1 a,b 之 7) 是 上 的 复 值 1 次 微分 式 ， 称 为 D 在 局 部 标 
架 场 fssl 下 的 联络 形式 .当局 部 标 架 场 变 换 时 ， 联 络 形式 的 变换 公 
式 与 实 向 其 内 的 情形 是 一 样 的 (参看 第 二 章 42.8 的 (8.4) 式 ). 

特别 地 , 如 昌 瑟 是 全 纯 疝 量具 ，D 是 该 向 量 从 上 的 一 个 复 联 络 ， 
则 对 于 任意 的 工 三 开 [ 时 ), 协 变 导 数 算 子 Dx 是 从 光滑 裁 面 空间 人 TE) 
到 其 自身 的 映射 ,假定 fsul<u<rl 是 定义 在 开 集 和 于 上 的 全 
纯 标 典 场 ( 即 它 是 由 r 个 全 纯 截 面 构成 的 标 架 场 ), wt 是 D 在 标 染 场 
{sa} 下 的 联络 形式 ， 是 


Dss = wis ldocn, uy 


则 ws 内 是 上 的 复 值 1 次 答 秃 式 ， 而 不 是 UU 上 的 全 纯 微 分 式 ,全 纯 
微分 式 是 指 系数 是 全 纯 函 数 的 (1.0 微分 式 ， 即 余 切 从 T* J 的 全 纯 
截面 ). 原因 是 ， 在 定义 3.5 中 只 要 求 Dxso 是 避 上 的 光滑 截面 ， 而 不 
是 件 纯 虐 面 ，- 
如 果 Tisj1<ea<erj 是 定义 在 UC 对 上 的 另 一 个 全 纯 标 课 场 ， 

则 可 设 

一 过 gh, [号 .131 
其 中 业 是 0 上 的 全 纯 丙 数 . 车 设 D 关 十 标 架 场 {56} 的 联络 形式 为 
,1b rT 


Da, = lor, [3.15) 
则 由 第 二 章 的 {8.4) 式 得 到 
5DE = dA oA, laaber., (3,16) 


88.3 复 向 量 闪 上 的 联络 。 霜 


由 于 .4 是 爹 纯 函 数 ， 在 上 的 复 举 标 系 {2 中 下 有 
dAs = 和 de 13.17) 

即 dt 是 如 的 例 纯 微分 式 . 由 此 可 见 ， 当 ot 是 VU 上 的 习 , 六 -微分 式 
时 ， 6 也 必定 是 WW 上 的 (1, 站 -微分 式 ， 即 联络 形式 wt 是 天 为 人 L 中 - 
微分 式 与 全 纯 标 内 场 {5。] 的 选取 无 其， 此 现象 导致 下 面 的 定义 ; 

定义 3.6 设 ( 瑟 ,并 ,ii 是 复 流 形 时 上 的 全 纯 疝 量 愉 ，D 是 全 纯 
向 其 具 上 上 的 一 个 复 联络 ， 如 果 对 于 定 必 在 对 的 任意 一 个 开 于 抠 中 
上 的 全 站 标 架 场 {3,}, 联络 D 的 联络 形式 ww 都 是 上 的 上, 四 -微分 
式 ， 则 称 D 是 全 纯 向 基 夫 互 上 的 一 个 [1, 山 型 联络 . 

定理 3.2 设 对 是 nm 扒 复 流 形 ， 是 复 基 从 了 Thi 上 的 一 个 复 
虫 秒 . 则 是 1 号 型 磋 络 ， 当 且 人 充当 了 的 说 率 形 式 是 好 上 的 12,0)- 
党 分 式 . 

证 明 设 {si]} 是 ThM 的 一 个 局 部 标 加 场 ， {wi} 是 与 之 对 全 的 
余 切 标 湿 场 ， 则 在 局 部 复 坐 标 系 1; xi) 下 有 


ei = 时 7， dzi = ait, (3.18) 


其 中 者 ECONOn, 且 det{ 和 ji) 关 0 设 
De: =wiey, 1<i<n, (3,19) 

则 

人 三 dr Aw licn (3.20) 
是 联络 DT 的 找 率 形式 .当局 部 标 柴 声 {6:]} 变换 时 ， {站 遵循 反 变 向 
洗 分 某 的 变换 规律 ， 央 而 它们 的 甘草 与 局 部 标 架 如 的 选取 元 关 . 

特别 地 ,到 e = 2 wi = dx 则 {et} 是 全 纯 标 课 场 . 此 时 ， 

中.20) 式 化 为 


Ni = 一 ds A al, 
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靖 傅 定义 3.6 便 知 ， 了 D 是 (110) 型 联络 当 且 仅 当 它 的 搁 率 形式 Nl! 是 
2, 中 -被 分 式 . 证 毕 . 

定理 3.2 的 意义 在 于 ， 在 判断 联络 是否 是 让 ,人 0 联络 时 不 必 取 全 
十 标 架 杨 ， 只 要 看 它 的 抄 率 形式 是 否 为 (2 由 -微分 式 就 可 以 了 . 

定义 3.7 设 (五 ,1 好 ,和 中 是 光滑 流 形 M 上 的 Hlermite 各 其 从， 
D 是 复 向 所 从 瑟 上 的 一 个 复 联络 ， 如 果 对 于 任意 的 £9ET[ 有 ,以 及 
性 意 的 玉兰 [MM), 有 


XihLE, nD) = hIDx En) + iE, D xn), (3.21} 


而 称 座 弟 DD 和 Hermite 半 构 上 吓 相 等 的 ， 或 称 卫 是 Hermite 靖 构 上 
的 容许 联络 . 

加 所 周知 ， Hermite 向 其 具 的 Hermite 缚 构 上 具有 J- 不 亚 的 
实 部 9 和 虚 部 上 其 中 是 瑟 上 的 不 变 区 坚定 构 ， 由 5 唯一 确 
定 ， 利 用 13.21) 式 不 难 证 明 ， 瑟 上 的 复 了 联络 D 与 Hermite 靖 构 凡是 
相 容 的 充分 必要 产 忻 是 D 与 作为 头 的 实 部 的 莹 蝇 结 构 9 是 相 窜 的. 

定理 34 请 (五 Mr,Ii 是 重 流 形 时 上 秩 为 了 的 Hearmite 全 纯 
向 基 具 ， 则 在 5 上 存在 唯一 的 一 个 与 Hermite 销 构 相 容 的 (1 四 型 联 
浙 . 

证 明 在 于 的 复 坐 标 城 1 有 ;区 上 取 全 纯 向 量 欠 三 的 全 纯 标 六 声 


{sl1 oir|, 令 
has = hlse: #8 1 < .0 和 (3.22) 


设 D 是 向 其 从 [EMM,7,h) 上 的 窜 许 联络 ， we 1<sahsy 是 也 关 
于 iss} 的 联络 形式 ， 则 有 
Ja = wt 8s, 由 立 站 习 下 ， 
并 且 
dhap = we Hee + wh hae. 13.23) 


98.3 自 向 芋 贞 上 -的 联络。 时 


如 果 DD 是 (1,0) 型 联 效 ， 即 wt 是 上 的 [0)- 微 分 式 ， 则 从 13.23) 


未 得 到 Tt 
Hh.s 


Dz 
上 用 (kh) 表示 答 阵 (hws) 的 道 引 隆 ， 假 设 


dzi = we hc, (94.24) 


hthse = Bh, {3.25] 


则 从 3.2 抽 式 得 到 


Ba ji 
= he 2 | (3.26) 


这 就 说 明了 与 Hermite 结 枸 pe (1,0) 型 联 妾 是 唯一 的 ， 
芭 过 来 ， 邓 于 每 一 个 全 纯 标 架 场 {5。} 可 以 用 [3.36) 式 米 定 立 一 
组 110- 微分 式 wa: 1 < us 容易 证 明 ， 当 {34} 变换 为 全 纯 标 架 
场 {ie 上 时， 如 果 到 = 4 如 有 其 中 此 是 全 纯 函 数 ， 则 有 
has = 用 [和 部 ) = EN Ra = AS ABhed 
由 (3.26) 式 不 难得 到 


A = dA tA, 


这 悦 好 是 联络 形式 在 标 架 场 变换 叶 的 变换 公式 ， 因 此 ,由 
了 au = ay 

在 问 量 从 7 : 瑟 二 和 烤 上 定 多 了 一 个 复 联 络 ， 记 为 DD, 不 难 验 证 ， 了 是 
写 Hermite 关 构 hh 相 容 的 站 ,0) 型 联络 .证 毕 . 

推论 3.4 设 LM 是 Hermite 度 形 ， 刚 ThM 作为 Hermite 全 
纯 向 二 名 有 唯一 的 一 个 (1,0) 型 容许 联络， 称 为 【M, 间 上 的 Hermite 
联络 . 

设 (0; zx") 是 Hermite 流 形 【有 的 复 岂 标 系 ， | 区 | 是 自然 的 
揽 标 沫 场 ， 它 是 全 纯 标 如 杨 。 wj 是 Hermite 联络 关于 { 32 } 的 
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联络 形式 ， 即 
一 (3.27] 
了 来 大 第 
下 到 hd’ et d37, 其 中 hj 一 下 8 a, 可 | [3.28) 


Dz! Hi 
则 有 (1,0;) 现 穿 许 联络 形式 wi 的 表达 式 
w= he [3.29) 
Dt 


这 里 (h9) 是 矩阵 (hy] 的 逆 沧 阵 ， 使 得 Yhisy = 右 


88.4 Kahler 流 形 的 几何 


8.4.1 Kihler 流 形 上 的 联络 


设 1 时, 肌 是 站 维 Hezmite 流 形 ， 了 是 它 的 典型 复 结构 . 在 下 面 的 
讨论 中 好 既 看 作 1 维 复 流 开 ,也 看 作 2m 维 光 请 流 形 . 因此 ，it 的 切 
从 有 双重 身份 , 它 既是 穆 为 中 的 复 向 量具 ,又 是 秩 为 2n 的 实 向 其 从 . 
在 把 Mf 的 切 具 理解 为 复 向 量 从 时 ， 将 它 等 同 于 人 0) 切 品 了 0 对 比 
较 方 便 . 

根据 推论 3.4, Mh 上 的 Hermite 联络 卫 是 在 作 汶 复 向 量 总 的 
切 总 了 时 上 与 Hermite 结构 产 相 宕 的 唯一 的 【10 型 联络 ， 当 然 ，D 
也 是 本 的 必 为 实 向 量具 的 切 具 TH 上 的 联络 . 首先 ， 要 型 清楚 了 作 
为 揽 、 实 联络 丙种 身份 的 关系 ， 在 好 的 局 部 复 坐 标 系 已:z) 下 ， 设 


9 1 在 
= 4.1) 
| wi Bs! = l 


则 of 由 人 .28) 和 (8.29) 两 式 给 出 ， 它 们 是 上 的 (1, 人 -微分 式 . 
设 = 十 y=-1y i 则 (0;z!,y) 是 MY 作为 2m 维 光 涡 沪 形 的 局 


D 


部 坐标 系 ， 驴 据 便 题 3.1, 典型 复 针 构 7 关于 切 具 了 站 上 的 联络 DD 是 


平行 的 ， 即 
DJ = 0, 


6.4 Kihler 流 开 的 几 柯 。 各 
或 等 价 地 ， 
Do 了 = JoD. Ee 
联络 形式 3 作为 MH 上 的 复 值 微分 式 可 以 分 解 成 实 部 和 虚 部 
= 李 +v-I 欠 ， (4.3) 
其 中 j=n I 那 立 从 (4.1) 和 [4.3) 式 得 到 


DF = 0 + D3 - i 


因此 , D 关于 自然 标 架 志 | a | 的 联络 形式 为 00,1 < og < 2n 


其 中 


明 = 办 ， 贡 二 -从 . [444 
再 把 相 容 性 杀 件 

dj = Peswt + foes 
的 两 顽 分 种 成 实 部 和 虚 部 ， 得 到 


dg = Be ggy + Bg + Wo + OF gr, 
di = a OF 3 i OF gp 二 区 gik | ch [4,.5) 
由 此 可 见 ，D 与 -不 变 黎 曼 度 其 ! 是 相 容 的 . 
但 是 ， 迪 = de = dz 十 wTdy', 复 联 络 也 的 找 率 形式 是 
Nd win A 

= 一 (dz 十 一 1 da (中 十 v1 

= 一 (di 让 全 十 di 和 太 约 ) 一 VT(dri A 交 十 dy7 不 殿 ) 

= Oi + v1 (4.6) 


于 是 ，D 作为 沧 诊 实 膏 形 好 上 的 联络 的 找 率 形式 怡 好 是 上 式 中 的 实 
部 9 和 虚 部 1 
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综 上 所 述 ， Hermite 联 路 卫 作为 黎 曙 流 形 【对 ,个 上 的 联 第 是 与 
黎 曼 度量 9 相 容 的 复 联络 [ 即 福 足 (4.2) 式 和 (4.5) 式 ), 它 的 撞 率 形式 
是 (2,0) 形式 ， 但 求 必 为 零 ， 因 此 ， 它 未 必 是 束 晶 流 形 LW, yg) 的 黎 皖 
联络 . 

男 一 方面 ， Hermite 流 形 LW, 加 作为 黎 曼 流 形 (NM,g) 又 有 唯一 
的 歼 曙 联络， 暂 i 记 为 和， 它 是 与 9 相 容 的 无 挠 联络 ， 但 是 它 未 必 有 是 
复 联 阁 ， 即 未 必 满 足 人 4 四 式 ， 对 于 虹 的 和 旧 坐标 系 【0 2， 全 于 = 
x 十 YTy', 并 设 


le 2n (4.7] 
其 中 记 1=n+i, 2 三 虹 那么 

ee Ne \ 3 i 

人 oJ-7o 台 二) = 地 + 负 -加 


站 
(vol -7o0) (Er) --- 中 霹 +(4+9) Ey: 


因此 ，Y 成 为 复 联络 的 荣 件 是 它 的 联络 形式 渡 足 关系 式 
咕 = 员 ， 四 = 一 寻 ， [4.3 


根据 定理 3.2 和 上 面 的 讨论 得 到 

定理 4.1 设 (Mh 是 nn 叭 Hermite 靖 形 ，J 了 是 并 上 的 典型 
复 缚 构 ， 9 = Relh), 则 CM, 上 的 Hermite 联络 D 是 黎 曙 说 形 01, 中 
的 区 曼联 络 当 且 羽 当 它 的 挠 率 为 零 ， 反 过 来 ， [身上 的 槛 曼联 将 Y 
是 [8, 问 的 Hermits 联络 当 旦 仅 当 它 是 和 号 联络 ， 即 Ye = JeYV， 

利用 联络 形式 的 表达 式 (3.29), 可 以 得 到 Hermite 联络 的 措 率 形 
式 为 零 的 几何 意义 ， 

定理 42 设 1 对 ,上 ) 是 nn 维 Hormits 和 流 形 ， 则 它 的 Hermite 联 弟 
D 的 挤 率 为 零 当 且 促 当 (CA) 是 Kaihler 流 形 . 
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证 明 设 (0) 是 人 的 局 部 复 内 标 系 ， 令 Ai 下 [2 让， 
则 由 (3.29) 式 得 到 

a = 二 dz!, 
蓝 了 的 挠 率 形式 为 


= d(dzi) — di n i 三 一 站 下 人 da A det 


lpa (R Bhyr 


本 
瑟 


= i ) de A dak. [4.9) 
于 是 由 (2. 垢 ) 式 得 知 ，Rt = 0 当 且 从 当 (Wi, 几 是 KEihler 福 开 . 证 毕 . 

推论 4.3 设 [MH, 用 是 Kihler 流 形 ， 则 它 的 Hermite 联络 和 黎 曼 
联结 是 同一 个 联络 ， 特 别 地 ， Kahler 流 形 上 的 拧 曙 联络 D 和 旧型 旧 
车 构 7 满足 如 下 的 关系 ， 


De j= 75D. (4,10) 
综合 上 面 的 讨论 可 知 ， KEhler 流 形 LM, 内 上 的 三 种 靖 构 ， 雌 型 


复 结构 J 、 Hermite 结构 及 和 歼 曼 联络 D 相互 间 有 密切 的 联系 ， 典 
型 复 结 攀 了 和 Hermite 内 积 关于 禾 癌 联络 D 都 是 平行 张 量 场 ， 即 


DJ7 =0，DA=0 (或 葡 价 地 Dy = 站. (4.11) 


由 此 可 见 ， Kibjer 流 形 是 一 类 特殊 的 黎 曼 波形 ， 具 有 更 为 丰富 的 几何 
性 质 ， 


8.4.2 及 #hler 流 形 上 的 曲率 张 量 


定理 4.4 设 【对 ,站 是 Kihler 流 形 ， J 了 是 村 上 的 典型 复 结 
枸 ，g = Rel 有 ). 那么 作为 殖 蝇 流 形 ， (Mg) 的 曲率 算 于 天 除了 具有 
繁 受 流 形 的 曲率 算 子 的 一 般 性 质 负 外 ， 还 具有 下 列 性 质 ， 对 于 任意 的 
X,Y Ee XN). 
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(1) RX, Yo = J oR(X,Y); 
(2 REIKITY) = RX TY), 
证 明 (1) 利用 RCE, 了 = DxDy -DyDx 一 Dx,y] 以 及 关系 式 
DeJ=J9D, 可 以 直接 得 到 
RNYFTIoT = J 0 RX,Y). 


(2) 对 于 任意 的 2,W € 关 (M) 有 
gCRATE, TY) 2, WY) = g(tR(Z, WILTX), JY) 
= RZ WA) IE) = g(R(Z, WIX, Y) 
= (RE, YZ, WY), 


由 2, WW &€ 关 [MM 的 尾 意 性 便 得 到 
RTEK, TFT = RX, 六 )， 


定理 得 证 . 

定理 #5 设 1M,hi 是 3 维 Kihler 流 形 ，J 是 计 上 的 典型 复生 
构 ，g = Re( 有 ). 则 歼 晶 流 形 (44,9) 的 Ricci 曲率 张 基 Ric 具有 下 烈性 
质 : 对 十 任意 的 六 ,Y & 革 [J) 有 

(1) Ric(JTX, JY) =Ric(X, Y); 

(2) Rict X,Y = 5tr (To RN, dr). 

证 明 任 取 一 点 pe MM, 设 {eml <a<2n} 是 To 的 一 个 单位 
正 交 基底 . 由 于 黎 些 度 基 g 是 J 不 变 的 ， 故 {ex,1 0 三 2n] 也 是 
TpM 的 单位 正 交 基底 . 

(1) 根据 Ricei 曲率 张 其 的 定义 和 定理 4.4 


RictJX, JY) = Y 9g(R(IN, eo)en, JY) 


= RX, Tea)(Ten), Y) = Ric( X,Y). 


Lr 


和 8. 和 Kihlar 流 形 疯 几 向。 下 


(2 利用 Bianchi 恒等式 ， 
tr (JoR(X, TY)) 
= gJ(RIX, JI)es), eo) =— YY g(RUX, JY)en, Jes) 


= 2 gRTY, ea) NX, Jen) + > 中 及 few, 工 )(JY Jeo) 


= 和 g(RIY, Jea)lJea), X)+ Den JE JE) 


= 9(R(Y, eo) Tee), X) + 3 IREY, ea)eo, XN) 
er 


二 


—2Ric(X, YY, 
定理 证 毕 . 

在 前 面 已 经 知道 , 从 J- 不 变 度 其 9 可 以 得 到 2 次 外 微分 式 上 EK 站 
ler 带 式 ), 即 有 ET) = gi 革 ,JY) (YY EE ELM ). 现在， Ricei 曲率 
张 量 Ric 是 (好 ,用 上 另 一 个 大 不 变 的 2 阶 协 变 对 称 张 匡 场 ， 所 以 对 
应 地 在 时 上 有 次 外 微分 式 p, 使 得 


pit, = Ric(A, IYI), VX,Y Ee EEL. '4,12) 
这 个 2 次 让 微分 式 p 称 为 Kihler 疫 形 LW, 的 Ricei 形式 . 
8.4.3 Kihler 流 形 上 的 曲率 张 量 的 局 部 坐标 表达 式 
本 小 节 的 目的 旺 在 局 部 坐标 系 下 商 出 Kbler 流 形 上 的 Hermite 联 
洛 的 曲率 形式 用 敢 曙 曲率 张 量 表示 的 表达 式 ， 
设 (区 是 Kahler 演 形 (Mh 的 一 个 局 部 复 执 标 系 ，2z* 二 wi 十 
v—ly, 人 二 用 wi 表示 (同上 的 Hermite 联络 卫 
关于 标 架 志 { 玄 | 的 联络 形式 ， 团 D2 = 局 j. 招 忆 分 解 为 实 
部 和 虚 部 


o 二 内 十 V1 内， 
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并 且 令 


出 有 (1 < a < 2n) 是 黎 曙 联络 DD 的 联络 形式 ， 即 


人 
= = 


则 6B8 是 黎 曼 流 形 (M9) 的 曲率 形式 . 将 wi 的 分 解 式 代 六 全 


fi = Oi+ vl, 


县 有 有 i i i 了 


根据 第 四 竟 的 定理 2.1， 


四 = dr™ A de, 


ET 


起 中 Ba ， 是 禾 姑 流 形 (M,g) 的 卓 率 张 量 ， 即 有 


中 站 可 
I ja | 
sd i (® 攻 区 | Be) | 


由 (和 .15) 式 得 
Ri = "yd! iy8 i 


脐 外 ， 从 定理 44 的 (2) 可 得 


男 一 方面 ， 经 过 直接 计算 得 到 


dsindsi 


【4.16) 


(4.17) 


(4d.18" 


14.19) 


=(dri Adri + dy i Ady) + vy—1(—dr Ady + dy' A dr), 


四 其 iler 流 形 拘 儿 何 天 


因而 


1. . 一 一 一 - 
dz Ad 十 Ag = sldzi A dz + dsi A dei), 


| v=T 本 i4.20) 
— dr dy + dy A dei = 一 3 (dz dz’ — dz m dai), 
把 (4.16) 代入 {4.1 式 ， 并 利用 过 .20) 式 得 到 
nn -5(R, 十 Y 一 1 应 RY dw? A dri 
-3 下 V 一 1 Fi) drt 内 cr: 十 due 而 dy 
一 了 (CR 十 wo—l LR (dzt A dy — dy A de!) 
1 。 FE PP， - 忆 = 
=5 (Rm FR + v1(Ri r+ Kisr))dzs A ds. 
党 
Re 和 Tei t ey | 十 WW 一 1(R 十 Re (4.21) 
则 有 
全 = Klidat A du. (4.22) 


2 
注 记 4.1 记号 有 , 有 几何 意义 . 首先 , 把 曲率 张 最 叱 作 复 线性 
扩张 成 为 复 世 切 空间 上 的 线性 机 数 ， 郑 么 利用 (4.18), (4.19) 两 式 不 难 
得 到 


人 = (4.23) 
其 中 站 去 是 复 化 切 向 十 [参看 [2.4) 式 ). 这 说 明 5 昆 揽 线性 
层 
村 换 习 ( 志 总 ) TM 一 Te, De 在 自然 基底 ; 2 下 的 短 
4 


血 . 
| Frye = hs jE 则 | Fs 机 = = PE ;yp = 


站 站 人 日 1 
n(n (总 ) Be Be ) = a Rit 
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利用 南 ; = 一 5 让; 二 的; 可 以 扯 得 
Finr = (Hisnt — Mazari 十 w—1 (Fon + Rssgr). (4.24) 
注 记 4.2 窗 易 证 明 ， 
证 二 = KY [4.25) 
事实 上 ， 反 复 利用 Bianchi 恒等式 ， 获 曼 曲 率 张 其 的 对 称 性 和 14.18), 
半 .19) 式 得 到 
Fi 一 (局 由 十 RE) + V1(Rir+ Rn) 
=[— 再 + Ri + 一 1 一 局 -有 
=Kiir 十 (一 有 — Riig + Bi) x i Er — Rs 二 
= 下 证 (BR + Vv 一 记 ] = 本 
注 记 4.3 ”顺便 能 够 得 到 上 用 hiy 表示 的 表达 式 ， 由 于 
wi = kit 和 da!, 


起 
Nt 一 dt 一 LE 站 wn 
/Ot 中 hy 
这 daF | RE 1 sp 

(arp "8 .i dz +h DzrBat 
Ohig 一 hh: 1 J pv hs f 
一 过 一 rdsr 六 hi 一 一 过问 
Fa 5] da Far dz ii He & 


-一 ze A det 
Dak Ba 于 oF a 


9 /Dhip' 
= Ba A dzl. 


将 上 式 与 (428) 式 相 对 照 得 到 


二 辐 | 『 加 
由 ”一 “ JF 2 | 


四 ( 窑 Oh 六 dh," 
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由 于 (MM,h) 是 Kihler 流 形 ， 故 由 (3.46) ee 


o aha 6 nO , 
二 Tietp | 人 


8.4.4 Hicei 形式 
根据 定义 (第 四 章 的 (4.2) 式 ), Rieci 业 率 张 生 的 分 量 为 


Raa 一 2 Rem = 尼 . Rt 十 Rs. [4,27) 
k E 
利用 [4.18) 和 (4.19) 两 式 得 到 
R= Rs, By = 一 凡 5， (4.28) 


由 此 可 知 ， Ricci 曲率 张 量 的 表达 式 是 
Ric = -nm 下 ads & des 
i 


= ,Roldri Bdr + dy' Bdyi) + Y Rldr' & dyi — dy: @ dri). 


于 是 由 Ricei 形式 p 的 定 文 式 (4.12) 以 有 典型 复 结 构 J 在 条 标 架 场 上 
作用 的 公式 Jrfdzi = 一 dyi, id = dzxi 得 到 


p= Ragdr” ® Jldrs) 
i; 莫 


= % Rd @ dy + dy @ dl) + yy Roldr' ® dz! + dy' & dy 


和 
=Y Rydyi A dri +- zy Ri(dzi A de’ 4 dyi A diri) 
一 a i 
a 5 DR (dz Mdy? + dy Md + Roldri A drei + dy' A dy7)). 
台 | 避 
将 (4.20) 式 代入 便 得 到 


Te 
p= -YRy + v1R)dr Nd. (4.29) 
Fs] 
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从 KE 的 表达 式 过 .21) 内 及 性 .25] 式 得 到 


> Kei = 2 = Rij + v—1 Ry. 


于 是 由 人 4.221 式 得 到 


Ch da Ad = 一 vv 一 TI3 nl. [4.30) 
| 加 
[4.30) 式 也 能 够 从 定理 4.5 的 人 2) 得到， 根据 表达 式 (4.30) 容易 证 明 
下 面 的 重要 结论 : 

定理 4.6 设 1Mh) 是 nn 稚 Kihler 流 形 ， 则 它 的 Ricci 形式 p 是 
闭 的 2 次 外 微分 式 . 

证 明 对 曲率 形式 型 的 定 久 式 (4.13) 求 外 微分 得 到 (第 二 个 )Bian- 
chi 恒等式 

dn =wt A NL = NFA. 

和 将 上 式 关 十 指标 i,j 进行 兹 并 便 得 


VS Llut MN: — NE hwt) = 0. 


定理 证 毕 . 
定理 4.7 设 WM A 是 nn 维 Kihler 流 形 , 在 复 坐 标 系 【CD; 2 下， 
入 hi -4( 芒 ], 则 Rieei 形式 为 
站 In 总 一 = 


其 中 五 一 detihis;). 
证 明 由 曲率 形式 的 定义 得 到 富 , 们 = dw 根据 3.29) 式 ， 


i har 1 dni ， 
.+ 主 ,Pg 时 
y i = i Bez] de 一 请 Fr si 一 i de”, 
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一 一 
i 


国 此 ， 巾 人 30 式 
n=—v—l 2 =—v-I a 


号 2 1 页 
三 = 一 了 点 
WwW 一 1 二 dx, 


=V-—1 二 的 全 di dz1. 
定理 证 毕 . 
注 记 4.4 Ricci 形式 训 和 Kihler 形 式 撕 部 是 闭 的 2 次 外 微 妆 起. 
# 的 表达 式 (4 了 1) 启示 我 们 去 寻找 大 的 类 似 囊 达 式 ， 首先 ， 对 于 复 济 
形 上 的 外 油分 算 子 d 作 一 些 说 明 ， 设 j 是 复 流 形 M 上 的 复数 值 光 沼 
画 数 ， 则 有 


df = Sa LT 
Be 
请 
:日 日 
9 = de: 2 
ef d= de EE 
则 
d= 人 +6 [4.32) 


于 是 df = Bf +6f. 一 般 地 ， 让 微分 算 子 d 在 外 微分 式 上 的 作用 也 能 
分 解 成 (4.33] 式 ， 特 别 地 ， 


dd 及 =dOF + 了 站 = 38 + (00 + O05) + B55 =0, 


由 于 88110656+5) 放 551 分 别 是 (2, 站 -微分 式 ， 间 ,1 微分 趟 和 (0, 2)- 
向 分 式 ， 所 内 它们 必 有 把 人 革 别 为 雷 ， 必 有 


d0f=0, (00+60)f =0, 56f=0. (4.33) 


上 式 对 于 任 党 的 外 微分 式 也 成 立 . 


BO 莫 六 剖 KKahler 流 弄 


现在 要 证 明 ， 在 Kiibhler 流 授 上 存在 局 部 定义 的 实 值 光 沸 蛆 独 ， 


i 一 -一 


使 得 pe 
i (4.34) 
Drida 


R=v-1ly 


了 
事 空 上， 因为 让 是 实 值 闲 微 分 式 ， 形 锯 Poincaré 引 理 ， 对 于 任意 一 点 
p E 对 ,都 有 一 个 局 部 复 坐标 系 (0; za 以 及 上 上 的 实 值 1 钦 微 分 起 避 ， 
使 得 大 = da. 设 
站 ED E 人 ， 
因为 是 实 值 微分 式 ， 故 有 am" = 性. 于 是 


k=dr= Ba+Ba= Hr 上 Tigm +aBa + a". 


因为 上 是 [1,1)- 微 妆 式 ， 而 Ba', Bo" 分 别 是 (2 四 -微分 式 和 (0; 划 - 巩 
分 式 ， 所 以 

ry Ee DD, Be” 二 j, 
根据 Dolbeault-Grothendieck 引 理 (参看 参考 文献 [16, 有 3, 定理 可 ): 在 
在 局 部 定义 的 复 值 光滑 隆 数 4, 司 得 


下 Ds 二 DT 
昌 一 i 一 阁下 二 -中 = 
站 ”二 中 有 ， 让 
因此 
k= Ba! + Ba" 
= a dzi A dz' 十 di ,del 
Dein x 
位 | _ 
二 dz! M de 


定 疼 实 什 光滑 汪 灼 了 为 


F= -vy-l(u— WW, 


辑 .5 爹 纯 礁 面 曲 们 有 问 


加 竹 [4.34) 式 . 
比较 [4.34) 和 【2.44) 式 可 知 


hy = 元 本 一- EF 


Qi Dad siDsi 


于 是 ， 了 ermite 内 各 可 以 表示 汐 


dF 二 
下 二 一 2 {ls ds7. (4.35 
Bop We 
芭 过 来 ， 对 于 任意 的 实 值 光 请 函数 已 E OLMY, 只 要 由 
[mw | 1 
hy hs Cn 


Ei 
情 成 的 移 阵 是 处 处 正定 的 , 则 站 = hydz! 名 dr 与 局 部 复 坐 标 系 已; i 
的 选取 无 区， 因而 黎 出 了 扩 上 的 一 个 Hermite 结 攀 ， 显 然 ， 上 述 定 
这 的 hiy 渍 足 (2.46] 式 ， 固 而 相应 的 Hermite 流 形 是 Kiihler 汶 形 . 这 
个 事实 在 构造 久 bler 流 形 的 便于 时 很 有 用 处， 


88.5 全 纯 截 面 曲率 


3.5.1 全 纯 截 面 曲率 的 定义 和 局 部 坐标 表达 式 


在 本 节 ， 首先 痊 出 在 珊 ler 流 形 上 全 纯 截 面 由 率 的 定名 ,然后 讨 
i 论 五 abler 请 形 具 有 党 全 印 芍 面 曲率 的 条 件 . 

定 丸 5.1 设 (MY,h) 是 m 维 Kihler 疲 形 ， 对 于 任意 的 点 mnE MM 
Y EET:NH, 寞 二 维 堆 面 [区 入 JX] 的 截面 曲率 下 {XX) 三 下 (天 ,JJ 称 为 
KK 二 er 社民 【AN 在 点 五 消 证 南天 的 诗 邱 截面 曲率 ;: 相 记 的 二 绯 截 
而 [AJXA] 称 为 时 在 点 上 的 一 个 二 准 全 十 截面 . 

由 于 JXLX, gl XK)g TR TN) 一 (9K, TXYN? = (X,Y 故 
全 纯 截 面 曲率 的 定义 式 为 

i _RUOGJX XIX) 


1 (3.1) 
(六 六 ns 


B62 菜 六 部 Kahler 流 避 


广 记 5.1 在 近 Hermite 流 形 (ff, J,h) 上 同样 能 够 定义 在 点 jp 沿 
方向 下 的 全 纯 截 面 曲 率 FLX = K(X,JX). 这 里 的 截面 曲率 乒 是 关 
于 [Mh 的 黎 量 联 强 定 多 的 ， 

命题 5.1 设 (CM,h) 是 n 准 玉 hler 流 形 ，pEe 导 , [Uz 是 点 pp 
的 复 坐 标 系 ， = zi 十 v-Tyi, 则 在 p 点 对 于 任意 一 个 非 零 切 向 时 


i . 
Te 2 + 下 有 E TpMM 的 全 纯 币 面 曲率 是 


Kap Zi B71 BR ZL 


KIN) = — 
(hi Zi ZI 


其 中 2 = Xt 十 VIX 

证 明 将 R(X, 了 2, = 9(R(Z, 三 ,了 ) 作 复线 性 扩张 ， 使 得 
R: Tx Tp EMH) 成 为 四 重复 
线性 勇 数 ， 它 仍然 注 足 得 所 曲率 张 景 的 对 称 性 质 ( 即 引 理 5.2 中 的 染 
件 (1)~( 引 )). 同样 地 ， 让 巢 坚 庶 基 也 作乱 线性 扩张 . 对 于 下 TN, 命 


1 Fn i 
Z= 了 [七 一 Vv—1JX) ET NM, (5.3) 

;由 | ， -1 蝇 ;四 
I 当 太志 并 一 十 六 1 一 村 = {XI+ vl1X oo = 3:——. 
轩 当 Bi 十 谍 By 时 ， 2 = (KE'+ Vv-lk 1 全 由 
的 定义 得 到 

=2+23, JX=Vv-1(3— 2), 13.4) 
所 以 


g(X, XK) = gL + 2,2+2) 
= gl2. 2) + 29(2, 2) + yl2, 2). 


二 


出 了 的 .不 变性 【参看 他. 全) 式 ) 得 到 


下 1 站 四 站 站 
| 二 
( 2 二 了 ( 充 : dy Hr i 六 


。 验 5 全 部 巷 面 古音 63 


上 
4 (gi — 4 -lg — V1 一 gp) = 心 


i 
Jy2,. 2) = 2i2iy 辫 : 识 | = 0 


1 ， 
= 了 (9 十 外 十 93 -后 | 


1 一 1 
=3 (0 + vo-1gs) = hy- 


,XA) = hyZi2i = h(2, 2). (5.6) 
男 一 方面 ， 利 由 葵 坚 曲率 张 量 的 对 称 性 质 得 到 
R(X, TH, XX, JX) 
=— R21+2,2- 2,2+2.2-2) 
= — 48(2,2,3,2) 


= -42 瑟 323R ( es ) 


5 Bai' Bet" ga 


Bd 帅 六 车 Ehler 流 税 


= — 42'2i 32 (x (六 二 二 | 
用 (4.23) 式 代入 ， 得 到 


RIX, JX, KX, IX) 


=— 22 HI (« Ey 5 二 
本 
= — 9B7 gD g (去: 吾 ) 


=— 2 HIBEZIKT hops = — KouZ' 2i2t gl. 


因此 
KX) = R(X,JXIX NR) Kymn2'2I 2t2l 
| gL, TY (ET 
证 毕 ， 


8.5.2 常 全 纯 截 面 曲 率 Kihler 流 形 

为 了 进一步 讨论 全 纯 截 面 曲率 ， 需 要 作 一 些 代 数 上 的 淮 备 ， 

引 理 5.23 设 丫 是 礁 复 向 量 室 间 ， /了 是 W 上 的 典型 复 结构 , 
尼 是 WW 上 的 四 重 实 线性 酉 数 ， 满 足下 列 菜 件 : 

(1) ROX,Y, 2,W) = —R(Y, X, 2,W) = -RX,Y, W. 2): 

(2) ROX,Y 2, WW) = R(Z, W, X,Y), 

(3) ROX, Y, 2,W) + RZ Y, WX) + RW Y, X,2) = 0; 

(4) R(TK, IY ZW) = RE,Y, J2, IW) = R(X,Y, 2, WW). 
如 果 了 全 是 站 上 另 一 个 满足 上 述 菜 件 的 四 重 实 钱 性 画 数 ， 并 且 对 于 作 
意 的 芋 EY 有 

RIX, JR, KIN) = TR, JIE, XA, TK), (5.7) 


则 避 有 王 = 工 . 


89.5 多 纤 蕉 面 是 章 辣 


在 实 向 量 空间 的 情形 下 有 类 位 的 半 果 (内 看 第 四 章 的 引 理 3.1). 引 
理 中 的 前 三 个 条 件 说 明 如 二 曲率 型 张 量 ， 菜 性 [四 由 是 天 和 ler 访 形 
的 袭 曼 曲率 张 基 的 特有 性 质 (参看 定理 和 起， 

证 明 不 妨 假 定 了 = 0 于 是 上 只 要 定 明 当 上 瑟 满 足 条 件 RIX,JX, 并 
J 生 二 由 9 过 E 下 上 时 性 有 页 三 站 即 可 .首先 ， RR, YF, IW) 
关于 目 恋 基 X,Y 2,W 作对 称 化 . 利用 中 所 满足 的 条 件 (1)~i 册 不 难 
验证 : 


OX, YF 2,W) 
=R(X, JY, 2, JW) + R(X IZ Y, IWY) + RX, JHW, Y, JZ) (5.8) 
洋 于 污 , 了 2,W 是 对 称 的， 根据 假设 
Q(X KK XK) = RX TX NX IX)=0, YXeV (59 
办 此， 根据 总 的 对 称 性 容易 证 明 
Q(X YT ZW =0 VEY ZWek. (5.10) 
实际 上 ， 由 假设 人 5.9)} 得 到 ， 对 于 任意 的 六 YeV 和 te 及 有 
名 [ 和 十 地 十 让 天 十 证 下 十 三] 三 心 ， 
将 它 污 腿 二 展开 得 闻 
FOX YT TY) 十 HOX XY) + OX, KX YY =0, Wn 


国 此 
WTI = WON EF) = O00, X,Y Yr) =. 
再 用 天 十 纠 节 + 二 代入 上 式 ， 井 且 按 照 上 展开 便 可 得 到 (5.10) 式 . 
在 (5.8) 式 中 令 3 = X, H = 7, 得 


2R(X, JY, KX, IY) + RX,JX,Y, JY) =0. (5.11) 
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利用 杀 件 (人, (1 和 (二 得 到 


RIX, TE YY JF) = — RY IE JY AX) — ReTY, JX, X,Y) 
=R(X, YT X,Y) + RY, JY, X,JY). 


代 人 (11) 式 得 
R(X, TY KJY) + ROX YX Y=0. (5.12) 
用 JY 代替 上 式 中 的 Y 得 
SROX YY, X,Y) + ROX,JY, X,JY) =0. [619] 
联 音 5.12) 和 15.13) 两 式 得 知 
RIXY EY)=0, VEY ET 


根据 第 四 章 的 引 理 3.1, R= 路. 

十 前 率 运 的 是 ， 异 助 十 了 不 变 获 营 度 二 能 上 驶 构造 出 满足 引 理 5.2 
的 各 个 条 性 的 四 重 实 线性 函数 遍 . 具体 的 作法 如 下 ! 假设 jy 是 WW 上 
的 一 个 J 不 变 黎 癌 度 基 .， 对 于 任意 的 X,Y ZW EW, 冠 义 


rlX,Y, ZW) = gi, ZF. WD = glX ,Wo #), 
则 7 满足 条 件 (1), [2) 和 !3)( 银 看 第 四 章 定 理 3.2 的 证 明 ), 并 且 满 足 


T(JK, TY, 2 WH) = r(x,Y, 12, IW), 
rE TY JZ JW) = rNX,Y, 2,W). 
再 令 
F(X, ZW) = "rN, 2,W) +r(X, YJ2, JW), 


则 满足 银 件 (了 0), 加 和 ( 贡 , 但 是 未 必 满 足 条 件 (3). 
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径直 接 计 算得 到 
FX,Y, 2, W) + FZ Y, WK) + FAW YX, 2] 
=r(R,Y JZ TW) + r(Z IW TH) Fr Y. JX, J 2) 
=— 2(o(X, JY)o(2, TH) + g(2, JY otW, IX) 
t+ gtW, TY oNX, J2)). 


容易 验证 ，y(,JY)g(Z,JW) 恰好 满足 引 理 5.2 的 条 件 (1), {2) 和 (4). 
因此 ， 如 果 令 


FolX, YT ZW) = FN Y, 2 W) +209(X, JY)o(2, JW), 
则 i 满足 引 理 5.2 的 条 件 生 )~( 遇 . 将 F(X, 名 到 ) 的 表达 式 代 人 桓 
便 得 到 
HX, 2, I 
= ZT WE) — glxX, Wy(Y, 2) 
+ oR ET JW) — gl SW oY, J 2) 
Fog, TY ol2, THY). 15.14) 
这 就 是 满足 引 理 5.2 的 条 件 的 四 重 实 线性 函数 ， 由 表达 式 (5.14) 式 得 
到 
型 (车 Y, XY) = 9(X, XT YF) — glX, YY) + Hg(X, JTF), 
Ro(N, IE, XIN) = do XK, XY). 
引 理 证 毕 ， 
现在 回 到 Kihler 注 形 上 来 . 
定 久 5.2 设 ( 好 由 是 站 维 攻 ihler 谊 形 ， 如 时 对 于 所 有 的 点 
PE 闻 以 及 所 有 的 切 向 量 大 ET, 沿革 的 全 钝 截面 曲率 开 [) 都 


等 于 常 值 c, 则 称 (Mh 是 具有 常 全 纯 截 面 曲率 的 Kibler 流 形 ， 简 
称 为 常 全 纯 曲 率 空 间 . 


6 芋 六 章 下 Sbhler 济 形 | 一 


从 引 理 5.2 和 (5.15) 式 不 难得 逢 
定理 5.3 Kihler 算 形 【 村, 生 具有 常 全 钝 截面 曲率 c, 当 且 仅 当 
它 的 曲率 张 基 是 


RX,Y, 2,W) 
= 7 Fo(X,Y, ZW) 
= 了 (2 ZY WY- yiX, WglY 2) 
+ oJ ZI IW) — g(x, TH gLY J2) 
+ 2290N, IY) (2 IWY), VAY SW € ¥(M). (5.16) 


如 果 X,Y 是 M 在 点 2 处 的 任意 两 个 咎 此 正 交 的 单位 切 向 共 ， 则 
沿 二 维 截 面 [X A 站] 的 截面 曲率 是 


El) = — RA,F,A = < 机 F3enos2c)， (3.17) 


其 中 & = < 和 JP] 由 此 可 见 ， 常 全 纯 同 率 空 间 未 必 具 有 人 常 答 面 曲 
率 ， 但 是 ， 下 面 的 定理 成 立 ， 

定理 5.4 ” 常 全 纯 截 面 曲率 的 Kihler 流 形 的 Ricci 曲率 必 是 常 
获 ， 国 而 是 下 matein 流 形 . 

证 明 种 罕 上 ， 对 于 性 意 取 定 的 的 单位 切 向 其 六 € To2, 取 Tp 计 
的 单位 正 交 基底 {e;, Jeij, 司 得 el = 下, 那么 


Ric(X) = Do Ko) + Yo Ke Jei). 
1 击溃 
当 1 交 2 时 ， BllLew 6LDLJes 故 由 人 6.17) 式 得 到 


让 十 


ye 15,181 


Rict A ) = 2 ‘2in 1)+c= 


作为 本 节 的 结束 ， 我 们 用 由 率 张 基 在 局 部 复 坐 标 系 下 的 分 基 来 刻 
田 带 全 和 纯 曲率 空间 的 特征 . 


和 8.5 多 此 项 面 曲率 的 


定理 5.5 Kihler 流 形 (Md,h) 其 有 带 全 纯 截 面 曲 变 c 的 充分 必要 
茶 件 是 在 任意 一 个 局 部 复 坐 标 系 (L; zi) 下 有 


Ki ,= 5 (6 hi + dling), (5.19) 
f/f8 8 
其 中 心 = 人 
证 明 由 命题 5.1 得 知 充 分 性 是 显然 的 ， 在 此 只 要 证 明 必 要 性 . 
当 Kihler 访 形 (a4,h) 具有 名 全 纯 截 面 曲率 c 时 ， 它 的 黎明 曲率 
张 基 由 (5.12) 式 给 出 . 投 zt = zi 二 VY-1y1, 则 


Ef 
4 和 ( 识 J/ 训 )? (gr) 
9 站 站， 
-[ 癌 训 (站 二 ) 


-全 场 ) (二 声 )] 
= 了 fgirgii 十 ak — 全 有 让 一 中 9 一 Ly YT). 
同班 可 得 
吴语 -a DOE + DE + TEL — kT — 29ij i), 
Rn = 了 (gu DE + ui 一 FE — Hig + dsj gx) 


于 本 = (ug + Ok + ED 一 Pk + 9 gL). 
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因此 


Kitt =(Riskr 一 Risrt) + Vv -1 (igre + Poiser) 
ce 


3 DE + UE + YO — JGRT) 


[Ls 
2 

本 辐 
= {Ls Dkr — iT + Sik — Hi) 


+ v1 (orgs + gg + qo + 09k) 
+ V1 (gg + gg + Guage + gitg98i)}. 
| 一 方 面 ， 因 为 hii = Yi J vy—l1 gi3, 所 以 
下 有 生生 十 bikins 
=[g + VT—1 ga) (gu + v1 gr) 
+ doi + VT oor + vw—1 gs) 


= a TT HR — THE 


Fv—1l (gydar + nr + Ga + rp). (5.20) 
因此 
Ki = 3 (hla 十 huhes), Ki = (8h 十 医 Pa)， 
证 毕 ， 


推论 5.6 Kaihier 流 形 (NM, 具有 常 全 纯 截 面 曲率 “的 充分 必 
要 条 件 昆 , 它 在 任意 一 个 局 部 复 华 标 系 【7 2 下 的 出 率 形式 的 表达 式 


是 
Ni = rl + hjdzt A dz. (5.21) 


8.5.3 Kihler 流 形 上 的 酉 标 架 场 


我 们 知道 ， 在 Kbler 流 形 【对 ,站 上 ， 和 典型 复 结构 J 关于 黎 曼 联 
络 D 是 平行 的 ， 所 以 ， 在 对 上 使 用 活动 标 沫 是 比较 方便 的 . 下面 的 


88.5 室 总 哉 面 四 库 7L 


推导 尽管 与 品 .4 中 在 复 坐 标 系 下 的 计算 是 平行 的 , 但 是 对 于 了 解 和 你 
源 Kihler 流 形 的 几何 是 重 本 的 ， 

成 1 村, 卢 是 一 个 nm 维基 ahler 流 形 ， 刚 9 = Relh) 是 切 从 TM 上 
的 J- 不 变 歼 最 应 量 ， 所 以 ， 对 于 任意 的 七 ETM, 有 民 LJY. 于 是 ， 
在 每 一 点 pE 时 的 一 个 邻 域 0 肉 必 存 在 单位 正 交 标 柴 场 {ei, Jei}. 记 


f=n+i = Je 

并 用 { 妇 ,1 万 a 2n] 表示 {ei.67) 的 对 侦 标 架 场 ， 闭 忆 
J = J 

如 果 仿 


. ] . : re 
二 z(t 一 Vle), w= P+v-1lt, (5.22) 


则 {&} 是 复 向 量具 TOM 的 一 个 局 部 标 架 话 ， 并 且 以 {wi} 为 它 的 
对 恤 标 架 场 ， 这 时 ， J- 不 变 线 晨 度 二 9 具有 表达 式 


了 证 
9= 的 名 的 (5.23) 
[上 一直 有 
相应 的 玉 二 ler 形式 为 
二 天 = TE 
应 站 1 车 < i 
bs @J = FA = {5.24) 
总 二 1 t= = 1 
因此 ， Hermite 内 税 汶 
or 
h=y+v-lk = wi 15,25) 
i=] 


显然 ， Ai = 上 [564,67) = #6, 这 样 的 标 架 场 {5} 称 为 LM, 及 上 的 酉 标 
架 场 , 与 其 对 侦 的 余 切 标 架 场 {i} 称 为 (Mh) 上 的 酉 余 标 架 场 . 
设 D 是 殖 曙 联络 ， 仿 


Deu = Ws. [5.26] 
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i 


由 于 在 K 吉 ler 浇 形 上 黎明 联络 必 是 复 联 络 [ 见 推 论 4.3), 故 有 


Diyea) = J(Dea)， [5.27) 
因此， 联络 形式 5 满足 如 下 的 关系 或: 

好 = 时 ， 虹 = 一 遇 . (5.28) 
定义 

虽 一 抽 十 WII 筷 ， (5.29) 


则 >; 是 复 向 旺 从 TM 上 的 复 联络 D 在 丁 标 架 场 { 崭 } 下 的 联 缘 形 
式 ， 即 
Dd; 二 wilds. (5.30) 
从 稼 曼联 络 的 性 质 得 到 复 联 络 形 式 ,i 满足 下 列 条 件 ， 
0 (5.81) 
它们 及 上 映 了 wi 的 无 措 性 以 及 与 Hermite 结构 的 相 容 性 . 
设 联 乡 D 关于 标 架 扬 [ea] 的 山 率 形 吉 是 


= 5 RE A [5.39) 


B= 一 部 A 好 
其 中 R9,; 是 获 蜗 流 形 [Mf,9) 由 率 张 量 美 二 标 梨 场 {es} 的 分 基 . 由 


(5.28) 式 可 得 


Oi = 8i, i= -i [5.33) 
于 是 
Rs = Bs Bs = -Bs (5.34) 
根据 定理 4.4 
Rs = Raj, Fos; = -Hos (5.35) 
复 联 络 形 式 un 的 曲率 形式 是 
NF = dd — A i (5.36) 


曲 忆 Ehler 访 形 章 便 于 到 


好 和 且 搁 计算 得 到 
Qi = Bi + v1 el. (5.37) 
因此 
Ni+ R=0. (5.38) 
把 (5.29) 式 代入 (5.37) 式 又 可 得 到 
下 二 
= 3 Rin A wt, (5.39) 
共 中 
Ki = (Ri + Ri) + VITR + 应 (5.40) 


现在 ， 定理 5.5 可 以 重新 代 述 成 


定理 5.5” mn 维 Kiihler 注 形 LW, 具有 常 全 纯 截 面 曲率 c 当量 
仅 当 对 于 任意 的 酉 会 标 架 扬 {wi}, 相应 的 曲率 形式 是 


[天 | ee 人 Pa 由 
1 三 了 EC A a A | . (53.411 
臣 


定理 的 证 明 留 次 读者 完成 . 


88.6 ”Kihler 流 形 的 例子 


在 学 习 了 Kihler 流 形 的 一 般 理论 之 后 ， 下 面 要 介绍 一 些 常见 的 
Kahjer 访 此 的 例 于 .一 方面 要 搞 清 楚 它 们 的 复 流 形 铺 构 和 Hermite 结 
构 ， 另 一 方面 要 计算 它们 的 全 纯 截 面 曲率 以 及 Ricei 形式 . 

例 61 nn 维 复 向 蕊 室 间  ， 

设 C"' 是 由 有 序 的 个 复数 组 成 的 数组 的 全 体 构 成 的 n 维 复 向 量 
至 间 ， 其 元 素 记 为 z= (x1,… ,zs) 和 


h= 7» dr dei, (6.1) 


昌 
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则 大 是 ea 上 的 Hermite 度量 ， 它 的 实 部 是 


9= (dr Br + dy ® dy), 
i=] 
其 中 zt = zi + VTyi. 可 见 ，C" 作为 煞 曼 流 形 等 同 于 通常 的 网 氏 空 
间 晤 ", 因而 是 完备 平坦 的 。 LC"* 上 的 Kihler 形 式 是 


dd = 上 
-一 dz Mdz: = — i A dy'. [8.2] 


显然 此 =0, 因而 C* 是 一 个 Kihlez 流 形 . 因为 C* 是 平坦 的 ， 故 人" 
的 全 纯 蕉 面 出 率 恒 为 替 ， Ricei 形式 也 是 零 . 

由 16.1) 式 定 尺 的 Hermite 度量 下 称 为 C* 上 的 标准 Hermite 度 
量 (内 积 ), 通常 记 为 (小 

例 6.3 复 射 及 空间 CRP" ， 

设 Ct = +, 其 中 0 表示 如 中 的 零 向 量 ， 全 + 中 的 
标 礁 Hermite 内 和 是 

《2 = 际 2 (0,3) 

其 中 = = (2 ,27t 加 = El 在 CT 中 引信 
等 价 关 系 ~ 如 下 ， Ya 和 sz 必 芭 当 且 避 当 存在 一 个 非 零 复数 
》, 使 得 旭 = Xx. 用 四 表示 Eeet 所 在 的 等 价 类 ， 今 


心 Pa = 1/~= {fs]; # € Ont), 


并 用 :Cat+l 一 CP" 表示 自然 投影 , 则 CP" 相当 于 "中 的 一 维 复 
ee pi 对 于 性 意 的 z= (zt:… ,zt 二 人 

= [z] 对 应 于 +" 中 由 非 零 向 其 x 原 桨 定 的 一 第 复 于 李 间 ， 忆 
CP" 上 的 商 拓扑 ， 即 令 


= {CEP"; ID) 是 中 + 中 的 开 集 }， 


KK Kihler 流 形 的 人 询 了 


= 
1 


基 CP* 关于 他 成 为 一 个 拓扑 空间 .由 于 对 角 北 集 
S= {(z,Ww) Et ro 的 ] 


是 CT x Coat! 的 闭 子 集 ，CP" 是 Hausdorf 空间 ( 鲁 看 参考 文献 [3， 
第 二 章 ， 引 理 5.1]). 
对 于 每 一 个 &=1.2,.… ,nn 十 1, 定义 CP? 的 子 华 


Ui = { 区 2 区 CP". 区 天 0}， 


是 天 ，1{Ua; 1 n+ 了} 是 CPr 的 开 复 益 .对 于 每 一 个 a, 定 尺 贞 
里 Pm : U, 一 & 使 得 


af[[s i = (Ei, st i 


， 当 n>2i>0 时 . 


(Vle] = [2 2 € Ve), [6.1) 
其 中 
le 时 
= 导 l<i<aN; 
-人 (6.5) 


容易 看 出 。 ws 与 Us 中 元 案 的 代表 元 的 选取 无 关 ， 并 日 是 以 到 站 
上 上 的 一 一 对 应 ， 其 道 映射 Pzl :Ca 于 由 
pes A 党 一 [EE 人 LB :€")] 
(人 EC] 
纲 出 ， 由 商 拓扑 的 定 广 还 可 以 看 出 ， 每 一 个 欢 射 ss 都 是 同 胜 . 
对 于 任意 的 a 关 有 必 有 Uonvs 关 ,并且 
Ee o pr (2, En 一 (é3, ye '€3) 
FW . | 和 和 ef Us)), (5.6) 
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其 中 (不 妨 设 a < 全 
he 


此 二 ET 当 ， = 总 时 : (6.7) 


eae<ich 时 . 


名 

由 此 可 见 ， pa 5 wa! 是 从 心中 的 开 子 集 palUs n Us) 映 到 开 于 和 集 
welts nn ts) 的 全 池上 遇 射 ,根据 定 匀 ， 攻 PP" 是 nn 准 复 流 形 ， 称 为 ni 维 
复 射 影 空间 . 

容易 证 明 ， 自 然 投影 ri esr+l 一 RPn 是 全 纯 的 开 映 射 (参看 本 
章 习 题 第 20 题 的 (2)). 

下 面 在 CP" 上 引 Hermite 庶 拒 .whehen 

对 于 每 一 个 a, 在 局 部 复 坐标 域 Ca 内 定 立 函 数 


f=1+ >》 |iF. [6.9) 
=] 


则 当 a 关 B 时 ，Us nnUs 关 色 井 且 利用 (6.7) 式 可 得 


-1+ + 和 (+ 


=] 


Py eh A 1 


EE 和 JES | 
即 有 关系 式 
无 = flesp. [6.9) 
因此 在 Un ts 上 有 


i 3 
nj injo, oO _ ne inz) 
DE DE DELO Dele 
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_9 famfrBa\) _ Flnfodsds 
Be | cs ea 
取 定 c > 0, 则 对 于 任意 的 a 关上 有 
dlnf, 
de 名 dE 
es O53 
inf, 
ts eo FL 到 es EJ 
到 DE OFS 人 5 BE ek 
= pe & (6.11) 
Em BEDE 3 


于 是 上 式 在 CP"” 上 大 范围 地 确定 了 一 个 Hermite 形式 ， 记 为 上 使 得 


用 [za = = 人- 二 加 dt (6.12) 
BE 


容易 证 明 上 是 正定 的 ， 所 岂 广 是 Pn i Herimite 度量 ， 通 常 
称 该 度 基 为 Fubini-Study 度量 . 上 事实 上 ， 通 过 直接 计算 得 到 


4 人 Fh 41l 十 9 ER)ée ER 483 EE 


= 于 c+ Ye 6,13) 
We 和 全 c Bet BEL c(1+ 2 | | 的 弃 | 
于 任意 的 Zo = 21.8 
因此 对 十 任意 的 Z|u, = 2 Ze Fr 有 
r ve [2 [ 衬 十 全 | 总 有 Z tt FF) 
i + 
和 pe ef + Dn |EE | 多 电 : 
与 Hermite 度量 六 对 应 的 Kiihler 形 式 尾 
Ee B32 In fo 
klv, = 一 一 一 了 一 dd 
上 - OE 了 上 
= -< 二 ln 本 (6.14) 


第 必 业 Kihler 流 形 


根据 定理 4.7 后 面 的 注 记 44 知道 上 是 闭 微 分 式 ， 所 以 CP" 是 一 个 
Kihler 流 形 .用 Cp" 的 齐 次 坐标 za 表示 ， 则 它 的 Pubini-Study 庆 基 
是 
-ae 并 sdzad 古 - TP, Hdse Ta zo 
(0, Js 


4 上 
5 
= 2 wids; da) — (ds zs, dz} 


2 


= 


人 .151 


( 


下 面 求 CPa 的 全 纯 截 面 出 率 , 汶 此 ， 考 虚 作 用 在 +! 上 的 n+1 
阶 丁 群 Ut +1) 对 于 任意 的 4Evlnm+li 由 于 由 基线 性 的 ， 它 白城 
地 诱导 出 Pr 到 自身 的 一 个 变换 (从 记 为 4), 使 得 


二 [个 ) = (A), wi] ECPn”， (6.16) 


其 中 = < Bt 是 [|z] 的 代表 元 ， 册 西 群 的 定义 可 知 ， Uln + 1) 在 
C++ 上 的 作用 保持 标准 Hermite 诬 量 1, -} 不 变 ， 于 是 从 人 6.15) 式 得 
天 La + 在 CP* 上 的 诱导 作用 (6.16) 保持 Fubini-Study 度量 上 不 
变 , 另 一 方面 ，Uln 二 1) 在 Cr+! 上 的 作用 是 全 二 的 , 很 明显 Uln+1) 
在 CP" 上 的 诺 导 作用 也 是 全 纯 的 , 并 且 是 可 迁 的 , 即 Cin+1) 在 忆 P™ 
上 的 计 导 和 作用 构成 C&P" 上 的 一 个 可 迁 的 全 印 兰 距 变 换 群 , 由 此 可 见 ， 
在 CP™ 上 任意 两 点 的 局 部 结构 在 全 纯 等 距 的 意 广 下 是 一 样 的 ， 要 求 
出 PR 的 全 部 截面 曲 变 ， 只 需要 在 一 点 处 进行 计算 即 可 . 

在 局 部 坐标 村 (01; 下, 记 所 = 所 , 井 设 让 中 对 应 于 兰 =0 的 
点 沟 已 点 . 则 由 【6.13) 式 得 知 ， 在 点 已 处 有 

ol hi 中 站 有 


i a 
hi cE i h 3 PY 1 BE ds BE 0); 
2 | | 
A i (6.17) 


BftOt 
飞人 (4.26) 式 得 到 在 点 OQ 处 有 


0 ep 


58.6 Eabler 法 形 的 询 了 区 


aaa 


= 2(8i64 十 配合 ) = 3 (6 hs + ha). 


根 淆 定理 5.5, CP* 在 点 口 处 具有 常生 屿 截面 曲率 c, 因而 CP" 的 全 
钝 蕉 画 曲 率 人 恒 等 于 访 

例 8.3 复发 曲 空间 D™. 

设 Da 是 mn 维 复 空间 心 * 中 的 单位 开 球 ， 即 


Dn" = {z= (8, ,2") € CN, 1 


对 于 固定 的 常数 = > 0 在 复 举 标 系 z = 人 1 #5 ED" 下 定 尺 DD 


上 的 Hermite 度 基 


hh 二 hdri 人 dd。 圭 EE | (站 .1 
h i; dz | ! 其 中 hi cll , |z|2)2 6 8&) 
容易 验证 
和 O21nll ~ |z|*) 
wj r daiDes 
折 以 相应 的 攻 二 ler 形 式 旺 
1 二 剖 , | 
知 声 -hd Ad 可 = -VTO8in(l -| [6.19) 


因此 ， 上 是 闭 微 分 式 ，D" 关于 Hermite 度量 16.181 是 Kiihler 流 形 ， 
称 光 n 维 复 观 曲 宅 间 . 
当 z 三 0 时 ， 由 从 .1 外 式 可 以 求 出 


4 cs Bhy _ Bh 
hi re 0 : 有 要 二 a 一 Het Ll: 
Tt = Slésdh + dnd). 


于 是 在 点 = 小 处 ， 


J . ; ， 
Ki = ep i 
Hz! Urt Dtd! 
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= 256 + dn) = 一 二 名 + ha 
根据 定理 5.5, D" 在 点 z =0 处 的 爹 纯 截面 曲率 等 于 -~e 
为 了 证 明 D" 具有 常 全 纯 曲 率 ， 党 要 引入 它 的 男 一 个 几何 模型 . 
在 ”上 定义 一 个 内 积 4, ,使 得 对 十 任意 的 = (#1, ,3"， 


sh), W = (wt) eC"t1l, 有 


二 
(ZW = 2 it stn. (6.20) 
=] 
全 
Do=1{2 本 CT ， {2,11 所 站 |， 上 ,21 1 


则 五 是 到" = fn+l 中 的 一 个 开 于 集 . 设 Uln+1, 册 是 Cr+ 上 保 
持 内 积 1 六 不 变 的 复线 性 变换 群 ， 则 Utn +11) 在 如 +1 上 的 作用 
保持 局 不 变 ， 因 而 可 以 看 作 作 用 在 五 上 的 变换 人 群 . 于 是 ，U[n + 1,1) 
是 户 上 的 全 纯 杰 掖 辞 ， 在 万 上 引进 等 价 关系 “使 得 


人 


+ {= ht), 


其 中 ED = 局 {0}. 令 Pr = 户 j ~, 则 通过 自然 投影 fr :万 一 万"， 
Uln+1,1) 在 D" 上 上 其 有 自然 的 诱导 作用 , 很 明显 这 个 作用 基 可 迁 的 , 
定义 瞎 射 四 : 了 ”一 六 "使 得 对 于 任意 的 [x!,… ,zx") & D", 有 


~ | EE 二 pe Fl 二 1 
2 jr 了 二 | ss 1] = -i el 


容易 验证 , 沙 是 D" 到 方 " 的 一 一 对 应 , 因此 , 通过 鼎 射 省 可 以 把 D* 和 和 
Dn 将 同 起 来 . 此 时 ， Hermite 度量 让 用 章 沪 淮 标 二 一 [全 se , ba s+1 】 
表示 汶 

,ZldZ d2) — (d2, 2)112,d2) 


卢 一 
由 全 2， po 


(6.22) 
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由 于 Utn 寺 1,1) 保持 六 不 变 ， 所 以 它 借助 于 等 同 单 在 D" 上 诱导 
的 可 迁 作 用 保持 Hermite 内 积 不 恋 . 由 此 可 见 ， 五 "” 具有 常 全 纯 有 曲率 
Li 
不 难 把 Un+1,1) 在 D* 上 的 可 迁 必用 显 式 表示 出 来 . 设 Mn 
是 阶 复 态 阵 的 全 位 村 成 的 集 罕 ， 则 任意 的 于 E Vin +1,1) 可 以 表示 
为 名 下 的 分 块 吓 阵 


间 有 B 
L ) (8.23) 


We d 


其 中 让 Xi 得 涝 阵 A445 Mm、nx1 复 秆 阵 瑟 、1 wn 复生 阵亡 
以 点 复数 中 满足 如 下 计件 


二 .和 业 一 号. 在 tf 三 了 A B-.d=0, =1+ 宫 六. 


设 z= {zl 227] ED", 则 T(z) 具有 如 下 的 表达 式 


:+ 
zB+d Ds 


I (x ) == 


例 首 .4 nn 维 复 十 面 TT 
在 号 = 到" 中 任意 取 定 2 个 实 线性 无 闫 的 向 莽 0; 1 之 0 二 27. 
过 区 是 在 CL 中 由 {1 i van} 生成 的 加 技 子 大 ( 称 涯 格 1， 即 


”i 
a {Dr me 起 | ， 是 整数 集 . (6.25) 
定义 工 在 C* 上 的 作用 为 ， 对 于 任意 的 g = 于? move E 工 以 及 
z EE 0m, 从 


2 
ds) = +9= 3+ mv, 
亚 宇 ] 
由 了 成 汶 目 由 地 ， 纯 不 连续 地 作用 在 C* 上 的 离散 相 针 变 挽 群 (参看 
似 考 文献 [3, 第 二 章 ， 例 2?]. 于 是 ， 仿 照 登 考 文献 四 中 第 一 章 定 理 
52 的 证 明 方 法 可 以 说 明 ， 在 商 空间 CT" = CJT 中 存在 确定 的 复 流 
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形 靖 询 ， 合 得 自然 投影 r :Ca 一 CTn 在 局 部 上 是 双全 十 映射 ， 事实 
上 ,对 于 任意 的 Pe CI", 存在 点 加 的 开 剖 域 ,使 得 x (0) = ;Us 
并 且 lw :二 是 双全 纯 映 射 , 其 中 {0} 是 0) 中 的 所 有 连通 
分 支 . 于 是 , 每 一 个 [7] 7 :VU Ui 者 可 以 必 为 OT? 在 点 yp 的 复 此 
标 上 映射. 显而易见 ，F 在 C* 上 的 作用 关于 C* 上 的 标准 Hermite 晴 构 
是 生病 等 距 . 所 以 ,在 CT™ 上 存在 唯一 的 Hermite 辣 构 上 局 得 "让 正 
好 是 Cr 上 的 标准 Hermite 度 基 [证明 留 作 练习 )}. 于 基 :人 二 "7 
中 局 部 全 纯 等 距 ， 因 而 CT” 和 和 作为 Kshier 流 形 具有 相同 的 局 部 
站 构 . 特别 地 ， Er 的 全 纯 虎 面 由 率 和 Ricei 形式 恒 为 0. 

需要 指出 的 是 , 对 于 不 同 的 格 ,了 ,所 得 到 的 复 环 面 必 并 和 CT 
未 必 是 全 纯 同 及 的 ， 也 就 是 说 在 局 JT 和 品 撕 之 间 未 必 存 在 同上 是 /， 
使 得 f 和 六! 者 是 全 纯 瞎 射 . 

例 6.5 此 列 域 Dp 

说 pg 是 两 个 自然 数 ， Mo gg 是 x9 复 算 阵 的 全 体 构 成 的 
集 台 ， 它 等 同 于 px 维 复 向 二 空间 3, 其 平坦 的 Kahler 流 形 ! 从 着 讽 
6.1). 对 于 任意 的 天 EM 用 二 和 天 分别 表示 十 隆基 的 复 共 
撕 冠 阵 和 转 置 官 阵 ， 此 外 ， 还 用 了 了 >0 表示 方 阵 了 是 正定 的 . 全 

Ds={Z EM oD; I -B23>0), ‘6.26) 

其 中 表示 9g 阶 单位 矩阵 ， 则 DD,,y 是 复 流 形 Mip,g: 避 ) 的 非 空 开 子 
集 ， 因 而 是 一 个 za 准 复 流 形 ， 用 J 记 它 的 典型 复 结 构 ， 设 2 = [z?)， 
约定 1<A<p, 1<i<y. 

对 于 任意 的 正 数 c, 在 Dy 上 定 闵 2 次 外 微分 式 


I > 
= =V-Io5lnftdet(m — B' 2), 2 € Dps. 16.27) 


旺 热 ， 下 是 闭 微 分 式 ， 爷 


4 6 Imfedetf 过 2)) 


下 三 一 一 
Dz M927 


ds} m der, [6.28) 
© fp 
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一 


下 面 权证 明 h 是 正定 的 ,因而 (Ds, 是 一 个 改 ihler 流 形 . 
首先 定义 擅 合 Uip 二 下 四 如 下 : 


Up+ 0 = (TT EMEP+uP+P OHO TiepyT = spy), (6.29) 


其 中 
| 1 
Epyy ™ * 


很 明显 ， 它 关于 矩阵 的 困 法 构成 一 个 群 .车 把 TE Utp 十 四 表示 为 
分 块 矩 阵 
下 
如 “万 
其 中 A E Mp pO, Be MpsO, Ce MI 让 站 EM 人， 
则 夭 阵 太 ,B, 避 .DD 必须 满足 下 到 条 件 ， 
-AC O=D, MB-OD=0, Bt.B-D.D= -1,. (6.30) 


我 们 将 束 说 明 ， 对 于 任意 的 了 E DD,, 矩阵 CE + 是 可 逆 的 ， 实 际 
上 ， 具 妈 件 16.30) 得 到 
{EZ+DNICZ 二 ) 
= FOOTF + Dos BCD+ HD 
=2(A A +BA2+ B+PB+L 
(AZ + BAZ + B)+(L, - 2t2). (6.31) 


终端 的 第 一 项 是 半 正 定 矩 阵 , 第 二 项 是 正定 矩阵 , 所 以 [3+ DJUCZ 


+Z 是 正定 兴隆 ， 故 CZ 十 也 是 可 道 的 ， 
因此 ， 对 于 上 面 的 了 EE Up 二 4D), 可 以 定 交 映射 更 r : 下，， 一 
Mp; 名 器, 使 得 


Fr(i2) = (AZ+ BCE + DY, WE (6.32) 


8 弟 六 说 天 ihlar 流 形 本 
经 过 育 接 计 算得 到 
五 一 王 了 (人 站 更 了) 
一 下 一 (和 2 十 五 ICZE 二 万 -043+BICET+DD) 
= - (CE+D -A+ BAZ+ BHCZ + D)-! 
= (CFE+D)) {103 rHFoz+D) 


- TAF + BY(AZ+ D)| (CF 十 万 )-1 


= ff 全 了 十 万 于 7 - B202 +D), [6.331 
然而 矩阵 的 正定 世 在 矩阵 的 人 台 同 变换 下 是 不 变 的 , 故 -7(2)*7 了 (2 
> 0, 即 忠 r(2E Do 因此 ，(6.32) 式 定义 了 群 Up+ 和 仙 在 一 ww 上 
的 作用 ， 而 且 每 一 个 7r{T 了 E Up 二 四) 是 从 Das 到 它 目 身 的 全 纯 
同上 是 另外， 还 可 以 证 明 U 包 + 囊 帮 在 Po 上 的 作用 是 可 二 的 ! 留 作 
练习 ). 
由 (6.33) 式 得 到 
Banldet[l — Bri2) Er(2))) 
=80m((02 + DD 2 ZNMOZ + DD) ') 
=85In(detll, - 2° 2)) - 38 In | det(C2 + 万) 
=25ln(det[(h, — 2' 2)). [6.34) 
出 此 可 见 ，2 次 外 稚 从 起 广 在 Uip 十 名 的 作用 下 是 不 变 的 ， 所 以 邢 
式 天 在 【+ 由 几 的 作用 下 也 是 不 变 的 . 
容易 验证 ; 在 了 =0 处 
“TT rdsdzt 加 dz = ed 8 dz. {6.35) 


Mp 


因此 ， 是 在 Ds 上 处 处 正定 的 Hermite 度 柜 ,并 以 上 为 其 Kihlor 形 
式 .UUp + q,9) 是 可 迁 地 作用 在 [Dpg,h) 上 的 一 个 全 纯 等 距 变换 群 . 


6 Filler 流 开 前 便于 5 


请 读者 求 出 Dh,s 的 全 存 截 面 曲率 ， 不 难看 出 ， 当 Pp = mg= 1 时 
本 例 就 是 例 6.3 中 的 复 双 曲 室 间 DD 

例 6.6 区 shlier 子 流 形 . 

设 (N, 训 是 Kibler 流 形 ， 时 是 复 访 形 ， 了 :和 一 页 是 全 此 康 
六. 因为 ?= Re 是 六 上 的 汪 不 变 黎 曼 认 量 . 由 了 观 射 让 的 全 纯 和 注 
知道 ，J.cJ = Jof.. 所 以 fg 是 村 上 的 不 恋 歼 曼 座 量 ， 因 而 
上 hh 是 训 上 的 一 个 Hermite 缚 移 ， 利 用 等 式 do 六 = 六 od 又 可 以 
说 明 上 所 对 应 的 了 K 训 ler 形式 是 闭 微 芬 式 ， 所 忆 LM 六 有 也 是 一 个 
Kiihler 流 形 ， 这样 得 到 的 Kihler 流 形 LM 了 "hh) 称 为 CA 的 复 子 流 
形 ， 或 Kabler 子 流 形 . 时 各 几 是 六 的 译 六 于 流 形 ， 因此 第 七 章 有 区 
于 疲 形 的 理论 适 用 于 旺 和 点 

下 面 特 导 出 Kihler 流 形 NY 及 其 Kihler 子 流 形 时 的 全 纯 截 面 曲 
率 、， Ricci 曲率 张 基 之 间 的 甘 系 .为 简便 起 见 ， 在 以 下 讨论 中 陪 去 吴 
射 子 及 其 切 脆 射 A 等 记号 ， 

训导 和 六 的 复 维 数 分 别 是 而 和 n=m+ 色 DD 和 如 学 别 是 悄 
入 的 黎 反 联络 ， 它 们 也 分 别 是 Y 和 的 Hermite 联络 ， 

如果 用 BB : 兰 CM) x 半 [M) 一 TI 记 和 在 中 的 第 二 基 
形式 (参看 第 七 章 ， $7.1), 则 自 定义， 对 于 任意 的 区 ,Y & XL) 有 


DxitJY) = Dx(JY) + BUX, JY). 


因为 D 和 D 都 是 复 联 络 ， .JoD = Do 成 立 , 即 Jo 让 =BoJ 所 
惧 上 式 刀 能 写成 


Dx{lJY) = JDxY = J(DxY) + JBIX, TY). 
将 两 式 相对 照 ， 并 且 利 用 B 的 对 称 性 得 到 
BIJX,Y) = BIX,JY) = JBIX, YY. {6.36) 


从 上 式 蹇 易 导 出 下 面 的 傅 题 ， 


组 第 六 间 长 She 流 形 站 


命题 6.1 Kihler 流 形 (NN, 如 的 复 子 济 形 必 尽 (N, 由 的 极 小 子 广 
证 明 设 了 :J 五 久 是 [Nh 的 复 子 流 形 . 在 好 上 了 到 单位 正 变 
标 架 场 {ei, yet}, 则 由 16.36) 式 得 到 财 在 入 中 的 平均 曲率 向 基 是 
四 计 Ben a + Bles dei)) 


tf 吉 | 


万 
= 【再 (Eye 一 五 (Eyei) 三 由 
dm 4 


因此 CM 扩 A) 是 4N, 训 的 极 小 于 诉 形 ， 证 些 . 
假设 五 和 下 分 别 是 黎 晕 流 形 ,i 入 的 黎 曙 几率 张 基 ， 则 由 第 
七 章 2 的 Ganuss 方程 ， 度量 9 的 J- 不 变性 以 及 (68.36) 式 ， 对 于 任 
意 的 X,Y 志 半 [4 有 
RX,Y YY, X= RX, YY KX) + (BX, X), BIY, YF)) 
— glBLX, Y), BCX, FY), 
RX, JY, JY, X) = RX JY JY, NX) — g(t BX, X), BLY, YY 


一 glBLX, YY), BLX, YF)), (0.37] 
RIX, JR, J = RX. TR RN) 2 BN x), BUX, 2). 
(6.38) 


所 以 ， 对 和 六 的 全 纯 截 面 曲 这 天 和 让 有 如 下 关系 ;: 
ElX, JE) =FK(X, JX) 
olB(X, XA), BIX, X)) 
(oli, A) 
上 式 说 明 ， 了 Kihler 子 流 形 对 的 全 纯 截 面 曲 率 趟 太 于 外 围 空间 六 的 
全 纯 截 面 昌 率 . 
设 训 和 六 的 Ricci 曲率 张 基 分 曾 记 为 Ricw, Ricw. 设 5E 时 . 取 
址 1， 二 总 mp 本 TN, 使 得 1 "a 上 了 所 Tz, 并 日 { 1 ”1 垦 商 十 Ph 


VE EEX), X¥0. (6.39) 


88.7 际 示 性 类 87 


dA ,可 下 mp 构成 了 的 一 个 单位 正 芝 基 . 出 对 于 任意 的 世人 
TrAi, 有 


re 
Ricw(X, XK) = (ROX, Ke, Ni, KX) + RX, TE SX XY)), 


j=1 


(6.40) 
La 
Ricy(X, XR) = Y (KOE, Ko, Xo, KX) 十 可 (于 大 va 总) 
二 三 ] 
(6.41) 
由 (8.37) 和 (6.40) 武 ， 
nm i EE 
Ricw{X, X) = Y (RX, Ks, Xi, KX) + BUX, TK, TXi, X)) 
ta] 
TE 
-29 gb X), BOX, XY). 
t=| 
于 是 
Ricw'lX, X) 
四 十 
=Ricw(X,X)— 3 (BX, Xa, Yo, X) 十 RK, TXo, J Xa, X)) 
c= 
iii 
— 29 BXi, X), BLXi, X)). [6.42) 
t=] 


88.7 陈 示 性 类 


纤维 雁 是 在 加 世纪 30 年 代 末 提 出 来 的 重要 数学 结构 ， 受 到 几何 
学 家 和 拓扑 学 家 的 高 度 重视 .在 20 世纪 扣 年 代 末 出 现 的 “ 示 性 类 ” 
在 纤维 失 的 分 类 理论 中 扮演 重要 的 角色 示 性 类 理论 经 过 许多 杰出 数 
学 家 的 努力 已 经 形成 公理 化 系统 ， 世 是 难以 计算 在 几何 问题 中 出 现 的 
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纤维 从 的 永生 类 ， 陈 省 身 在 1946 年 用 联络 的 曲率 形式 给 出 复 向量 具 
的 示 性 类 代表 元 的 显 式 表示 ， 使 示 性 娄 理 论 的 面 况 元 生 更 新 】 .现在 
把 陈省身 给 出 的 昌 率 表达 式 称 为 陈 示 性 式 ， 它们 代表 的 示 性 类 称 为 陈 
类 . 珠 示 性 式 初 陈 类 是 复 流 形 . 奸 维 只 理论 . 和 代数 几何 以 及 拓扑 学 中 最 
基本 的 概念 ， 在 这 里 对 此 作 一 些 初步 的 介绍 . 陈省身 除了 最 初 在 1946 
年 坚 家 的 论 立 攻 CCharacberiatic classes of Hermitian rmanifohds 轩 由 ， 
还 楼 写 了 多 篇 论文 阐述 陈 类 的 理论 ， 计 节 就 是 氢 照 陈 着 身 的 论文 已 9 
改 号 的 . 

设 五 = (ar 是 m 仆 光 福 流 形 帅 上 秩 为 7 的 复 向 最 从 ， 
D 是 巨 上 的 一 个 复 联 禾 对 于 任意 的 让 ,了 € 关 [2), 可 以 定 浆 映 讨 
RI 了 ; T(EB) 一 了 LE), 使 得 对 于 任意 的 oe TiE) 有 


Ri Ye 一 Dr Dyg DyDre 和 了 [xz 人 
潜 映 射 具 有 如 下 的 性 质 ， 对 于 任意 的 X,Y € 区 (M)， 
(1) 如 [X,Y 了 jg 关于 下,Y 是 实 线 性 的 ， 关 于 or 是 复 贱 性 的 ; 
(2) ROX, YY) = -RY X); 
(3) 对 于 任意 的 ( 实 值 光 谢 函数 )f EC) 有 
RX TD = RX TD) = FRX, YT) 
(4) 对 于 好 上 的 复 值 光 清 函 数 有 人 R(X 了 (jo) = 了 RLX,1 
贞 射 R(X, 了 ] 称 汐 联络 D 的 曲率 算 子 . 
设 fae1sasnr 是 复 向 量 从 马 在 Uc 以 上 的 一 个 局 部 标 哥 
场 ， 令 
Dass = wd sg, (7.1) 
则 称 .2 为 了 在 标 架 场 {s。} 下 的 联络 形式 ， 相 应 的 曲率 形式 是 


而 Ta i , 
NA = dh — wT A uy = ery + Wh A oan, {7.2) 


三 ,7 际 示 性 种 。 前 


一- 一 


符 易 证 明 ， 
RIX,F)en = NO(X, Yap. [7.3 


对 157.2) 式 求 外 微分 ， 得 到 
da = wT ANS MY AW = MO Aw wa A NT, (7.4) 
站 .4) 式 称 为 Bianchi 恒等式 . 
车 {1 < 万 +} 是 复 向 量 从 已 在 站 上 的 局 部 宗 架 场 ， 则 当 
UNV 着 时， 在 WWNVW 上 可 设 
5 = A sn, {7.5) 


其 中 复 伯 函数 6 CPU nV 且 det(d8) 关中 说 联络 了 在 局 部 标 
财 场 13.1 下 的 联络 形式 为 wa, 曲率 形式 六 
= 
则 
Ba = dd 十 上 ds。 


对 它 求 外 微分 得 
1 1 


若 记 抢 隆 w = (wi2), 9 = (08), 4 = (48), 并 且 上 指标 代表 行 数 、 下 指 
标 代表 询 数 (如 同 在 82.6 中 的 规定 ), 则 上 耐 两 式 成 为 


=dd+ad， 和 = 有 4 1 人 4， (7.6) 


a 于 个 是 et 也 | 故 能 丹 
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一 上 ar 十 Lo 站 十 Y 一 Lor ) 
li 名] i 旺 1 i 7 ‘Ep 


= 了 了 6 人 (+ os) A( 稚 + < 


rl s 四 en 


将 上 式 展 开 得 


det (1 十 9) 三 1 十 ci 十: 十 trl 人 ， [7 了 1) ， 


2 
其 中 an siEsr 是 站 次 外 微分 式 . 由 于 在 不 同 的 局 部 标 浊 场 
F， 详 纤 的 曲率 带 式 的 矩阵 之 间 差 一 个 相似 变换 【 见 (17.6) 式 的 第 二 


式 ), 故 | 
det (+ “ol 9) = det ( 5 人 


这 意味 着 

olf) = (全 )， leiier, [7.8) 
所 以 oli) 是 大 范围 地 定 习 在 光 请 流 形 时 上 的 如 次 外 微分 式 ， 为 了 
突出 它们 对 于 复 向 基 夫 如 上 的 联络 D 的 依赖 性 ， 记 成 


cBD) =en), li<1 [7.9) 


外 微分 式 clEE,D) 称 为 复 向 其 从 五 关于 联络 口 的 弟 个 陈 示 性 式 . 

还 可 以 考虑 另 一 组 外 微分 式 

blN) = tr Ey ,1l<icr. (7.10) 

这 里 的 { 六 是 指 i 个 矩阵 - = 的 悦 积 .很 明显 ， (0) 同样 与 局 
邮 标 柴 场 {3s} 的 取 法 无 关 ， {0) 也 是 大 范围 地 定义 在 计 上 的 剖 
钦 外 微分 式 . 

为 了 考察 cl) 和 (00) 之 间 的 关系 ， 先 对 数值 矩阵 的 情形 进行 
讨论 , 设 4 是 7 x7 算 阵 ， cecil) 是 4 的 特征 事项 式 的 系 训 ， 即 

det(AT + A) = 3 cf 人 PDT 


tf 三 中 


名 .7 陈 示 性 类 外 


闪 bi( 击 == tr(4). 设 有 4 的 若 当 型 是 号 则 cf) 恰好 是 B 的 对 前 线 元 
素 ! 即 4 的 特征 值 ) 的 算 站 个 初等 对 称 密 项 式 ， 点 (4 是 B 的 对 角 线 
元 束 的 荆 深 敌 之 利 , 也 是 瑟 的 对 角 厂 元 素 的 对 前 万 项 式 ， 从 所 周知 ， 
在 7 个 变 贡 的 者 个 初等 对 称 儿 项 式 和 这 7 个 变 基 的 同 次 方 知 和 之 间 有 
如 下 的 Newton 恒等式 


Bt east t+) eb tlic=0, 1<i<r. 
(7.11) 
由 此 可 见 ，B( 和 是 (四,… ,ci 四 的 整 系数 亡 项 式 ，ci( 轴 是 刀 ( 四 )， 
… ,4) 的 有 理 系数 过 项 式 ， 例 如 : 
hh =a, 
ba = ct — Log, 
by = of — elroy + es, 
上 述 尖 系 式 对 于 外 微分 式 a 全 ) 和 于 人 P) 也 威 立 ， 
定理 7.1 外 微分 式 by, el1<i<r 是 对 上 的 闭 形式 . 
证 明 只 要 证 明 是 闭 微 分 式 就 够 了 . 
利用 Bianchi 恒等式 (7.4) 得 到 d= 各 Aw 一 w A 于 是 


dftr YF) =tr (dn ) =itr (dN A TT!) 
=itr((N A 2h A NT) 


=it (AAMT wn Ni =, 


定理 7.2 说 De 和 Di 是 复 向 量 从 {5, Mw) 上 的 任意 两 个 复 联 
少 ， 则 BB; Do) 一 (ED1) 和 ef:Dol -el;D IE<i<r) 都 是 
谷 当 向 分 式 . 
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ER ER 


闭 微 分 式 的 外 程 仍然 是 局 当 的 ,二 是 内 要 对 bs 证 明定 至 就 可 以 了 例 
颖 :因为 m= 二 - 训 s 所 以 


(Do — eal E, Dl) 
1 5 
=5( [B,Do) — h(E,DI)) A bl{E, Do) 
] 
2 


-atB,Do) ~ balE, D1)). 


因此 ， 著 能 证 明 Bt Do) 一 加 (E, D1] 是 恰当 微分 式 ， 则 cslE, Do) - 
maf, Di 1 也 是 人 恰当 微分 云 . 
仿 


十 sahilE, DN) A hE, Do) 一 bE,D)) 


DD= Do+t+tDi, Ottl, 


刚 D, 也 是 (5, M7) 上 的 复 联 绍 ， 设 它 在 局 部 标 浊 声 {34} 下 的 联 党 
形式 的 矩阵 基 wo 则 


wr = (1 = tn + ton = 0 + tid — ip), (7.12) 
其 曲率 形式 的 矩阵 为 
fh = 二 Dos A ty, {7.13) 


相应 的 Bianchi 恒等式 是 
日 = fh A = or A My. [7.14) 


党 
出 在 局 部 标 架 场 的 变换 (7.5) 下 ， 由 (7.6) 式 得 到 


前 = AnA, 人 = A-in.A. [7.16) 
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FA ~ Ain nn Nl. 
从 而 
=tr(n ni) (7.17) 
是 在 时 上 大 范围 定义 的 当 一 1 次 外 被 分 式 . 
对 (7.17) 式 求 外 微分 ,并且 用 (7.14) 式 代 入 得 到 


do =tr df A fi) 


Ll 
=tr ( 丰 和 一 也 成 人 Ad An 只 | 


| 

三 杠 (a TH 一 人 页 Ne! fn， 入 Wt 一 4 下 Ns) A op!) 
疙 三 ] 

=tr (dn A 上 Bl 六 pe] 一 神态 YN 1 | 


=tr ([dn + Aw tw NL), 
将 上 式 终 端 圆 括 导 内 的 第 一 个 因子 记 作 六 则 
六 三 di 十 和 六 4 十 4 总 


=dn + nA (wo 二 tm) + (wn 二 区) 和 证 
三 di 十 7 态 Wwo 十 wp 让 笋 十 2 要 友 说 . 


另 一 方面 ， 将 (7.13) 式 展开 得 到 
Ws 一 den + 1) + (un + #0) A Con + tn) 
一 人 十 于 di 十 下 0 十 0 入 和 二 二 A. 
所 以 TE = 上 8. 由 此 可 得 


1 dd 吕 生 - a : 
7 i 二 氏 办 ni) = BA = da. 
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两 边 对 + 求 积分 ， 得 到 


1 1 
tr fi 一 好 NI = i (deydt = d gl od | ; [7.18) 
0 


这 意味 着 和 (五 :Do) 和 请 (E;Di) 只 伍 一 个 恰当 油分 式 . 证 毕 ， 

在 第 一 竟 和 .7 已 经 把 光 清 注 形 好 上 的 7 次 团 微 分 式 的 捍 合 记 为 
Zad); 把 型 上 的 > 次 恰当 微分 式 的 集合 记 为 呈 () = dA 条 ). 
则 Br0M) 是 370M) 的 如 法 子 群 ， 商 群 ZOW)/B"TIM) 称 为 泡 训 波 
形 对 上 的 第 ” 个 de Rham 上 同调 群 ， 记 号 "( 对 ;取现 在 ， 每 个 
clE;DI 是 光滑 流 形 时 上 的 复 值 时 次 财 微 分 式 ， 丰 cLB;D) 结 出 了 
复 系数 de Rham 上 同调 群 HLM; 局 ) 中 的 一 个 元 素 ,， 即 de Rhanm 上 
同调 类 {ctB;D})}， 然而 ， 定 理 7.2 说明， 车 在 复 问 量 处 T: 瑟 一 时 
上 和 取 王 同 的 复 联 将 了 DD 和 Di 出 上 (及 D) 和 上 瑟 :Di 只 差 一 个 怡 当 微 
分 式 ， 因 而 de Rham 上 同调 类 {ei{ 瑟 ;DJ = {cl5;D1)}. 换 言 立 ， de 
Rham 上 同调 类 {ci(E;DD)} 公 与 复 癌 量 只 瑟 有 关 ， 于 是 可 以 记 


clB) = {cilE;D)), 7.19) 


称 湾 复 向 二 化 :EE= 导 的 第 + 个 陈 类 /Chern Class'. 

同样 道理 ， 点 ( 吾 ,D) 也 确定 了 (CM; 局 中 的 一 个 元 嘉 ， 它 与 
联络 D 的 取 守 无关. de Rham 上 同调 英 {b;([B;D)] 称 为 复 向 基 具 
rr: 五 一 虹 的 第 # 沾 陈 特征 [Chern Character), 记 为 chilEE). 

如 果 对 是 紧 长 的 慢 数 维 有 向 光 请 波形 ， 设 它 的 红 数 是 mm = 2n. 
取 一 组 非 负 整数 和 …- ,ir, 使 得 王 十 十 放 三 丙 刚 可 以 求 ce (EE) 族 
在 时 上 的 各 分， 得 


cnet (B= f oulB A Nc (BE) (7.20) 
i 
称 为 的 陈 数 [Chearn Namberl. 


对 于 给 定 的 复 向 基 且 【Enm 好 ) 任意 取 定 上 的 一 个 复 联 络 D, 用 
该 联络 的 曲率 形式 按照 矩阵 特征 值 的 初等 对 称 几 项 式 构造 出 一 些 于 


.7 陈 示 性 类 由 


上 的 团 微 分 式 , 它们 的 de Rham 上 同调 类 与 联络 D 的 下 法 是 无 美的 ， 
从 而 得 到 向 基 从 EF 的 一 系列 不 变量 ,这 个 事实 是 很 了 不 起 的 . 在 用 局 
部 平凡 化 结构 构造 向 景 从 的 时 收 ， 并 不 知道 它 是 理 是 平 几 的 ， 妈 不 记 
道 它 是 禁 是 底 盖 形 JL 和 纤维 空间 的 直 积 。 邵 华 五 是 一 个 平凡 处 ， 则 
在 瑟 上 存在 大 范围 定 交 的 标 架 场 {sa}. 因此 可 以 在 巨 上 定义 复 联 络 
使 得 标 架 场 {sa。} 是 平行 的 ， 于 基 杠 应 的 遇 率 形式 为 零 ， 示 平 凡 向 量 
内 的 陈 类 cu( 妈 ), 1 < 六 者 是 零 . 由 此 可 见 ， 陈 了 未 性 类 刻本 了 复 向 
基 从 偏离 平凡 从 的 程度 ， 因 而 对 于 复 向 其 内 的 研究 具有 重要 的 意义. 

进一步 可 以 证 明 ， 陈 类 在 实际 上 是 实 系数 的 de Rham 上 同调 类 . 

定理 7.3 设 r: 互 一 M 是 光滑 演 形 睹 上 的 复 向 量 从 ， 则 陈 类 
clE) E HELM:;R). 

证 明 在 复 向 基站 iE, 计 ,7) 上 了 一 个 Hermite 辣 构 有 以 及 与 上 
想 容 的 复 联 络 D. 这 样 的 联络 总 是 存在 的 . 

对 于 任意 一 点 p& 财 , 存在 Pp 点 的 一 个 邻 域 吕 以 及 复 向 本 从 在 六 
上 的 丁 标 上 染 场 {aw,1 < a 二 7), 即 ss 满足 亲人 忻 


hlsarss) = dap: la <r. 
设 D 关于 标 架 场 1sa} 的 联络 形式 为 加, 那么 D 与 相 容 的 条 件 成 
为 
+ = 
这 样 ， 相 应 的 曲率 形式 fs 也 有 同样 的 性 质 、 实 际 上 
= dN = du wd hw = -Ne. 
用 定 隆 记 法 ， 上 而 的 性 质 可 以 表示 为 
= -1 
这 里 必 表示 身 的 转 置 ， 因 此 


det ( + 0) = dt € 一 ey 
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一 - F = 
-det ( n 二) = det (1+ 到 | 


由 (7.7 式 得 知 
局 (种 ) =a(N), 1<ix<r, 

即 cit 人 0) 是 实 值 到 次 闭 币 分 式 , 换 育 之 ,ci (EE) = Teif 癌 ] E HM, 鸭 ， 

注 记 7.1 还 可 以 证 明 ef 人 号) 是 鉴 东 允 上 同调 类 ， 即 ci(E) € 
HM, B). ea [26]. 

同样 的 作法 也 适用 于 实 向 量 册 ， 这 是 因为 表达 式 (7.7) 、 定 理 了 .1 
和 定理 7.2 对 于 实 向 基点 仍然 成 立 . nT'E MM 是 光 济济 并 对 上 

一 个 实 向 量具 ， 在 上 面 取 一 个 获 曙 结构 g, 并 设 D 是 向 项 从 EE 上 与 

9 相 容 的 联络 . 设 fsa:1 Sea<snrl 是 局 部 的 单位 正 交 标 架 场 ， ww 是 
D 基于 标 凌 场 1sa] 的 联络 形式 ， 则 有 


ol + 多 =0 


N= -Nt, 
此 时 名 是 实数 值 外 微分 式 的 和 矩阵， 故 
= det 和 > = 0 2) | 
因此 所 有 的 cl 人 0 都 是 实 的 ， 另 外 ， 上 式 还 薄 售 着 
det (! < = det (r+ 0) _ 
舱 开 之 后 得 到 


cn) = NM) 1 


加 .7 际 示 性 类 。 的 


因此 ， 当 是 奇数 时 
alN) =0. 
他 
总 (有 I = (一 1yienf)， f7.211 
砷 闫 是 好 上 的 点 次 困 徽 分 式 ， 称 为 实 阿 醋 具 贡 :五 一 导 的 Pon- 
trjagin 示 性 式 , 它 所 决定 的 de Rham 上 同调 类 应 [五 ) = 【pi 中 EE 
HM; 民 ) 称 六 的 第 i 个 Pontrjaein 寺 性 具 . 

定义 7.1 设 对 是 x 维 复 流 形 ， 则 它 的 切 雁 TY 可 以 看 作 秩 为 
n 的 复 向 基 欠 ， 复 向 基 具 TM 的 第 i 个 陈 类 称 为 并 的 第 宇 个 陈 尖 ， 
忆 汐 点 人 

例 7 了 .1 Hermite 全 区 向 量 包 的 第 一 陈 波 . 

设 T: 瑟 一 邓 是 复 流 形 上 的 例 纯 向 其 从 ， 是 该 向 基点 上 的 
Hermite 缚 构 . 则 在 7 : 互 一 虹 上 存在 唯一 的 一 个 Hermite 联络 Di 人参 
看 定理 3.3). 

设 [Cs 是 Ji 上 的 局 部 复 坐 标 孙 ， { sa ,1 显 r} 是 全 纯 向 量 
太 FF 在 开 名 域 上 的 一 个 全 疫 标 姜 场 . 今 


i 1 
上 af = 上 


则 Hermite 联络 D 出 
ds 


本 一 用 “人 
区 出 ， 根据 晶 挛 形 式 的 定 立 ， 


Be Di : Td Ade 


其 中 五 = detlhot). 因此 上 的 第 一 陈 业 由 


本 (nN) = vw—1 $$ N= es WA 一 全 ln da jh dei (7.22) 


i 2 3 2 
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确定 . 

作为 例 ?.1 的 特例 则 有 

定理 7 设 LYM, 上 是 Eibler 流 开 ，5 是 [MM,) 的 Rieci 形式 ， 
则 j 的 第 一 陈 闫 a(M) = 37 

证 明 这 是 (4.30) 式 和 [7.221 式 的 直接 推论 . 

例 7.2 曲线 只 的 陈 类 . 

所 谓 的 复线 从 是 指 穆 为 1 的 复 向 重负， 它 在 数学 的 许多 分 支 中 
有 重要 的 应 用 .尤其 是 ， 在 一 般 复 向 蕙 从 的 陈 类 计算 中 ， 复 线 从 陈 类 
的 计算 是 基础 

设 r: 瑟 一 对 是 光 背 流 形 M 上 的 复线 只 设 {8} 是 五 的 局 部 标 
各 场 ， 则 # 是 瑟 的 一 个 处 处 不 为 等 的 局 部 截面 . 设 D 是 该 复线 具 上 
的 一 个 联络 ， 干 量 联 络 形 式 w 定义 为 


D's = 名 8 
这里 > 是 在 M 上 局 部 定义 的 复 值 1 次 微分 式 ， 相 应 的 曲率 形式 为 
N= du 


所 以 豆 的 第 一 陈 灶 为 


el 五 = { 宝 ol . {7.23) 
在 复线 内 上 取 Hermite 结构 以 及 关于 天 的 本 标 架 场 {3}{ 即 hls, #1 = 
路 井 设 了 是 与 相 容 的 联络 ， 则 有 

局 十 画 一 站 下 十 页 一 总 


于 是 Lo 是 M 上 的 实 伟 2 次 闭 数 分 式 


例 7.3 CCP" 上 的 几 型 昌 总 只. 


En 中 本 汪汪 $9.7 陈 示 性 类 的 


在 骆 .6 已 多 知道 , 对 二 性 意 的 正 数 6 在 CP* 上 存在 Fubini-Study 
度 基 使 得 CP" 成 为 具有 常 全 纯 截面 曲率 的 下 训 ler 流 形 . 

cP" 可 以 看 作 在 C*+! 中 的 一 瞧 复 子 空 间 的 集合， 并且 有 自然 投 
影 

TI 一 人 ni 人 0] ~ OP. 

xz EE tl 称 为 |3] = T(z) E CP" 的 齐 次 坐标 . 因此 ， 在 每 一 点 p= 
fi E CP* 处 有 一 个 确定 的 一 维 复 向 量 空间 1(p)U{0} = Spane{z]， 
它们 构成 CP* 上 的 一 个 复线 共 [ 玉 ,1,CP"), 称 为 CP" 上 的 典型 复线 
从. 

坊 


Wa = {ye | ETLPY: a 0, lactn+l. 
在 Ua 上 的 复 举 标 定义 为 
| 当 1<i<ew 时; 
ci 一 
重 人 ] 
一 一 ， 当 部 宇 YY 人 时. 
2 


由 此 得 到 复 向 量 从 让: 二 CPr 的 局 部 平凡 北欧 时 ,Ux 
i ‘(Ue) 是 


如 ef [2 "tA 


| 

四 st b sn + 宇 7 2 3 这 
a EC [7.24) 
zr ; 1 大 -ee i 


因此 ， 转 蒜 函 数 是 
1 


fy 
忌 E 有 
galT) = Wy ?War = = Ee 0, vx= [ze UN Us. 


‘7,26) 


lon 单产 章 Kihler 流 弄 


在 请 r = zs) 中 引进 Hermite 稍 梅 六, 使 得 
二 十 1 
h(al[#], 2), Balla), MD = lwo ll] WP = A | 


定义 
nu | 也 
halls) = 3 | 一 | ,ls ev (7.26) 
B=11°° 
这 是 在 上 定义 好 的 Hermite 结构 ， 实 际 上 ， 当 [Ej € Us nn Us 时 ， 
说 
at 四 为 = Ws( 国 , 凤 当 且 仅 当 4 = 和. 云 ; 于 是 


ee 国有 六 = = wat[z], WPF. 


所 十 ] 
| = | 
TEL 


任意 固定 ae, 各 = Da, 只 要 在 已 中 计算 即 可 ， 其 祭 情 形 是 一 漳 
的 . 在 上， Hermite 旦 构 玉 的 分 量 是 


站 


= [7.27 


上 三 


其 中 总 = 各. 根据 推论 44 中 的 [3.29) 式 ， 在 互 上 与 Hermite 结构 上 
相 判 的 (10) 型 联络 形式 是 


， 站 
如 二 Was = ede (7.28) 
! 1 十 jee 
E=1 
曲率 形式 为 
a 二 如 ln hs sgFi A de 
EE 
1 + Pe | dEi A dEi — i dE A dil rr 9) 
一- i a + 


(1+ To [esl | 


”可 克 101 


(7.29) 与 Fubini-Study 诬 基 的 Kihler 形 式 上 相对 照 便 知 ( 骑 知 (6.13) 
和 6.14) 两 式 ) 


vile 
= -2 一 Ek. (7.30) 
因此 出 例 7.3, CP* 的 典型 复线 从 的 第 一 陈 类 是 
六 之 | 0) = 三 {， [7.31) 
其 中 天 是 们 Pm 在 Pubini-Study 庶 量 下 的 Kihler 形式 . 
特别 地 ， 若 取 c= 4, 刚 有 
1 


习 题 八 


1 设 下 是 复 向 量 空间， 同时 人 也 是 实 向 基 空 间 【此 时 把 它 记 为 
HR), 是 你 的 复 化 空间 ， 下 的 典型 复 铺 构 .名 复线 性 扩张 后 成 为 
V™ 上 的 复 语 构 / 用 WUD 表示 J 的 对 应 于 特征 根 v7 的 所 有 特征 
向 量 构成 的 些 合 ， 即 


VD 二 己 ETYc: fv) = v1 i}. 


证 明 : 

山 VOD 是 VF 的 复 向 量 于 空间 . 

局 对 于 任意 的 藉 E Wh = VY, 令 重 (下) = 让 一 YI 则 出 
二 寺 本 ETYuo 确定 的 映射 重 ;: Y 一 YID0 是 复 庆 性 同 构 . 

2. 设 站" 是 实 向 量 空间 WV 的 对 偶 空 间 . 证 明 ， V* 的 复 化 空间 
i 怡 好 是 由 人 上 的 复 值 实 线性 函数 构成 的 . 

3. 英 玉 是 复 向 其 空间 , 上 是 VW 上 的 一 个 Hermits 肉 积 ，y = Relh) 
证 六 的 实 部 ， 又 设 T 是 实 向 量 宰 间 人 t 的 复 化 空间 ， 把 9 进行 复线 


102 第 八 章 Kiihler 漳 , 形 


Rs 


De 


性 扩张 ， 得 到 TYc 上 的 双 复 线性 形式 引 称 为 VT 上 的 对 称 肉 积 ). 定义 
旺 射 上 六: TXTLE 一 交 导 得 


OXY = XD, YXY eV, 


其 中 站 表示 VT 中 向 量 Y 的 复 共 罗 . 证 明 ; 
(由 计 是 VS 上 的 Hermire 内 积 , 它 在 VU 上 的 限制 是 VO 上 
的 Hermite 内 积 . 
(2) 通过 复线 性 同 购 中 [ 见 上 页 第 1 丁 的 (2)), Hermite 内 积 色 和 三 
V0 上 诱导 出 一 个 Hermite 内 积 , 仍 记 为 刚 在 VD 上 有 下 = 2 
4 设 MH 是 天 维 蝎 流 形 ，bE IDiz0 是 p 点 附近 的 复 坐 标 
(1) 设 {U7; 3s 站 赴 包 含 点 上 的 复 坐标 系 ， 则 对 于 性 意 的 了 Es 有 


fq) = fp) + D(z (9) — 2 (PF): 


is 1 


其 中 已 € ,并且 从 (p) = 中 | 

(2) Mf 在 p 点 的 全 性 复 切 间 量 构成 一 个 复 向 基 空 间 TAM. 

(3) {Bk 1 <i ") 是 复 向 景 空间 THM 的 一 个 林 底 ， 因 而 
dim Pe NM 三 nn. 

5. 证 明 命题 2.2 的 结论 ， 

6, 证 明 等 式 (2.40). 

7. 证 明 : 例 3.3 中 给 出 的 复 切 从 T* 和 位 ,0) 切 基 TOM 是 
A 上 的 全 纯 和 问 量 从 ， 

8. 设 虹 是 复 访 形 ，jJ 是 灶 上 的 典型 复 结 构 . 对 干 任意 的 pe 时， 
在 余 切 空间 Ty*J 上 由 ,7 诱导 的 复 结 构 仍 记 为 J 把 (TS 对 ,J) 看 作 
复 向 量 空间 ， 在 此 意义 下 ,证 明 : 余 切 从 T*M 是 对 上 的 全 纯 向 量 
从 . 


9. 设 由 是 复 流 形 ， 定 多 


TMM [TM TDM = | Tn, 
PE PE MT 
[TYC = 局 人 * NF)C 


证 及 : 

(Te TU 和 CT*M)C 都 是 抽 上 的 复 向 量具 . 

(了 "0 村 是 对 上 的 全 纯 向 量具. 

10. 证 明 命题 3.1. 

11. 设 DD 是 Hermite 向 量 从 1E,h 上 的 一 个 复 联络 ， ee 
秒 构 六 的 实 部 . 证明， DD 是 Hermite 结构 i 的 容许 联络 当日 仅 当 
与 黎 昌 结构 y 是 相 容 的 . 

12. 设 广 是 复 注 形 上 上 的 一 个 实 值 光 洪 函 歼 ， 并 且 对 于 任意 的 


后 部 复 坐 标 系 (Ui; z)，( -各 】 是 正定 的 Hermite 知 阵 ， 今 hu = 


证明: 上 = hydzi 色 dzi 与 忆 部 复 坐 标 票 全!; z!) 的 选取 无 
半 ， 并 且说 是 一 个 下 shlear 请 形 . 

13. 度 避 是 一 个 复 流 形 , 同时 又 是 一 个 群 . 此 时 , 莱 积 空间 GxG 
具有 自然 的 复 流 形 辣 构 如果 避 的 乘法 运算 (gg92) 口 ngs 以 及 求 逆 
运算 gg! 都 县 全 纯 上 映射 ， 刚 称 G 是 一 个 复 李 群 . 显然 ， 每 一 个 
复 李 群 都 是 ( 实 ) 李 群 (参看 第 一 章 习 题 中 的 第 和 4 题 ) 设 了 是 上 
由 复 流 形 结构 确定 的 典型 复 靖 构 ， 和 中 :G 一 GaeeGi 分 别 
是 避 上 的 左 移动 各 移动 ，ad(a) = Le 瓦 ,-: 是 个 上 的 内 自 同 构 . 
Adia) = fad(m))。 是 G 的 伴随 表示 . 

(1 征明: 工 ,, 局, 和 Adla) 均 避 持 /不 变 ， 即 有 


(Lals m= (La);; ( ji d= 0 (Ra),, 
六 dia) od= oAdro). 
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站 设 MnmsnmiCe) 是 全 性 m x n 复生 阵 铭 成 的 集合 
Mr EC = Mn Ge = {fae Mn, DO detla) A 0- 


证 明 ; Mim,n; 吕 和 GLIn, 品 分别 美 于 矩阵 加 法 和 乘法 是 复 李 焙 ; 
其 中 GL(n, 人 器 等同 于 C* 上 的 非 退 化 复线 性 变换 和 刚 成 的 玫 法 群 ， 铬 为 
晶 一 般 线性 群 . 

14. 设 万 和 总 者 星 复 李 群 ， 互 志 避 . 如 时 里 是 避 的 于 群 井 且 
包含 遇 射 站: 百人 后 是 全 纯 刘 人 ， 刚 称 囊 是 马 的 复 李子 群 显然 ， 
G 的 任意 一 个 复 李 于 群 必定 是 避 的 ( 实 ) 李子 群 (参看 第 一 章 习 题 中 
的 第 46 题 ). 定义 

SLin, ©) = {A Ee GLIn, ii det 4 = 1}, 
On = {AE GLin, dO; Ad = 1}, 
SOMm. 0 = SL(n,C) N Omn, C). 


证 明 : SL(n,Q, On 和 30tn,O) 都 是 GL(n, 吕 的 复 李 子 群 ， 同 
时 ，SOtn 加 又 是 号 fn 和 On 后 的 复 李 了 于 群 ，8L(n On 
和 SDin, 吕 分 别称 为 n 阶 复 特 殊 线 性 群 , 复 正 交 群 和 复 特 殊 正 区 群 . 

15. 证 明 ， 第 14 是 中 定义 的 复 一 般 线 性 群 GLtn,Z 是 ( 实 ) 一 般 
线性 群 GL(2n, 也 的 3n2 维 ( 实 ) 李 于 群 (参看 第 一 章 习题 中 的 第 4 
题 和 第 和 题 }. 

16. 设 (,'》 是 n 维 复 向 其 宣 间 Cr 上 的 标准 Hermite 内 积 ， 即 对 
于 任意 的 = fzl ,2 二 teE "有 


lpl 十 … ,十 sn 
Ur = {A€ CLIin, DO; 人 人 


SUmn) = {AEUm; detA4= 1} 
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证 明 ，Utn) 和 SU(n) 都 是 李 群 GLin, 口 ) 的 ( 实 ) 李子 群 , 同时 ，SUVml 
又 是 U(n) 的 [ 实 ) 李子 群 。 Uin) 和 SUtn) 分 别称 为 n 阶 本 群 和 特 
殊 本 群 ， 

17. 设 邓 是 连 遂 的 Kihler 流 形 ， 其 复 准 数 和 不 小 于 2. 证 明 : 如 果 
在 每 一 点 把 PE 导 , 对 在 点 p 的 拿 纯 裁 面 曲 率 与 金 纯 裁 面 的 联 法 无 
关 ， 则 计 和 

18. 证 明定 理 5. 

19.， 设 邮 rt 0 的 5 稚 Eihler 讨 形 ，n > 1. 
让 明 ， 训 果 MH 作为 黎 曼 流 形 具有 常规 面 曲 率 ， 则 它 必 是 平坦 的 , 并且 
严 一 心 ， 

20, 设 LP™ 是 在 例 62 中 定义 的 商 空间 ， 之 是 相应 的 商 拍 扑 ， 
喘 射 pe :pe 一 上 由 人 6 机 , (6.5) 式 定义 ， 证 明 : 

(1) 他 可 以 等 价 地 表示 为 


= {CP palV NU 是 "中 的 开 集 ，1<o n+ 1}; 


由 此 说 明 ， 对 于 每 一 个 ma 1<a<snm+1, 上 映射 oo : a 
(2) 自然 射影 rt CP" 是 连续 的 开 映 射 ， 进 一 步 说 明 ， 相 

对 于 在 例 6.2 中 确定 的 复 访 形 结构 ， 映 射 7 . 是 全 纯 的 ， 

21. 设 LP" 是 具有 Fubini-Study 座 基 的 复 射 咒 空间 { 徊 看 例 6.2)， 
试 求 习 F 的 Ricei 形式 的 表达 式 . 

22, 证 即 , 在 例 6.3 中 定义 的 Utn +1,1) 是 复 一 般 朗 性 群 GLin 十 
1, 宫 ) 的 { 实 ) 李子 群 . 

24， 让 明 ， 复 环 面 CT" 是 紧 致 连通 复 李 群 ， 此 结论 之 六 也 是 成 立 
的 ， 即 ， 人 性 何 连通 的 紧 致 复 率 群 全 纯 等 价 于 一 个 复 环 面 (其 证 明和 参看 
参考 文献 29, vol.II, 第 131 页 ]). 

2 在 复 环 面 CT* 上 定义 一 个 Hermite 结构 使 得 ri 是 必 
上 的 标准 Hermite 度 甚 ， 其 中 :二 Tn 是 目 然 投 影 . 

25. 设 4 是 Kihler 演 形 ， 如 果 于 的 Ricci 形式 是 Kahler 形 式 上 上 
的 攻 数 倍 ， 则 称 对 是 Kahler-Einstein 流 形 . 证 明 ， 
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(1) Kahlier 流 形 对 是 KK 总 ler-Einstein 流 形 当 且 仅 当 邓 作为 黎 晶 
谨 形 是 Einstein 并 形 ， 

(2) n 稚 复 向 是 空间 C", 复 般 影 空间 CP™*, 复 双 曲 空间 D” 以 避 
复 环 面 CT 都 是 Kbler-Einatein 谍 形 . 

26, 设 (MM,yg) 是 一 个 有 向 的 二 维 笋 盟 流 形 . 证 明 ， 在 对 上 存在 
一 个 自然 的 复 让 形 请 构 ， 司 得 时 关于 度量 9 成 为 一 纤 Kaihler 说 形 . 

27. 设 D" 是 复 双 曲 空 间 ， 户 , Pr 以 及 快 射 + :五 一 和 
四: D* 一 D? 由 例 6.3 给 出 . 

0 证明， 映射 六 是 从 De 到 Dm 上 的 双全 纯 映 射 . 

[2 对 于 任意 的 工 E Un 十 1,1), 如 果 把 了 写成 如 下 的 分 块 是 阵 

T= Ls 本 ， 其 中 AE Min, 人 OO), 

证 明 : 对 于 尾 意 的 ze D",z. 晶 +d 不 等 于 零 ， 并且 于 生生 D" 

(3) Uin+1,1 在 Da 上 的 作用 定义 沪 : 


Tlz) = J 机 ™, 1). 了 ]): 
Ys 一人 22] DD", wTELUn+1,1,, 


证 明 : 各 时 T= 【 | A E Mn, CY, 则 T(z) = 于 入 二. 

28, 证 明 : 例 65 中 定义 的 fp 上 + 人 用 是 复 一 般 线 性 群 GLIP 二 人 吕 
的 ( 实 ) 李子 群 . 

29. 投 Dpy 是 例 5.5 中 定义 的 典型 域 ， Up 二 下 四 由 (6.29) 确 


定 ， 证 明 ， 


(1) 对 于 任意 的 了 了 E Utp 十 4g.), 由 (8.32) 式 定义 的 映射 得 7 : 


Dj 十 Dps 既是 可 道 的 ， 也 是 双全 纯 的 ， 

(人 Uip 十 4, 人 99) 在 Dpg 上 的 作用 是 可 迁 的 . 

30. 求 典 型 城 Dp , 在 点 3 = 0 处 的 全 站 截面 曲率 和 Ricci 形式 
由 此 进一步 判定 Dp 是 否 为 Kihler-Pinstein 流 表 ， 
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. 设 认 是 天 jihler 流 形 ，M 是 的 Kihler 子 流 形 ， 证 明 ， 如 
果 六 SR 平坦 的 ， 则 区 的 Ficci 昔 率 张 量 Ricar 是 负 半 
定 的 ， 即 对 于 任意 的 区 E (CM), Ricw [XX) 之 0. 
32. 设 入 蝶 有 具 有 和 背 全 纯 截 面 曲率 < 的 ihler 流 形 ，MY 蚌 NN 的 一 
个 m 维 Ks5hler 子 流 形 .对 于 尾音 的 工 € 时 ,有 取 定 ,mE TM 
使 得 {证 1 成 TM 的 一 个 单位 正 交 其 . 证 
明 ， 六 的 Ricci 曲率 张 量 Ricw 由 下 式 给 山 : 


a ] 
Ricw(X, XK) = =(m+ leo(tX, X)- 2 oa, EY), BE, KX)) 


3 ), 
其 中 B 是 子 流 形 M 在 六 中 的 第 二 基本 形式 . 

33, 试 推 导 玫 ahler 流 形 W 及 其 Kabhler 子 流 形 邮 的 Ricei 形式 之 
问 的 关系 式 . 

对 . 设 D 是 复 向 量具 普 : 王 一 好 上 的 复 联 络 ， 思 是 D 的 出 率 算 
于 ， Ns 是 D 关于 局 部 标 架 场 {ss} 的 曲率 形式 . 证 明 ， 对 于 任意 的 
X,Y E XU), ROX, YY)sa = SW (X,Y)sg 

35. 设 二 = 和 机 = (0 分 别 是 由 (7.7) 式 和 (7.10) 式 定 
义 的 下 次 外 微分 式 ， 证 明 ， i 是 a,-… ,cr 的 整 系数 过 项 式 ， ci 是 

"的 有 理 数 系数 包 项 式 . 

36. 投 吕 = (08) 是 复 向 量 处 T: 瑟 一 对 在 一 个 局 部 标 架 场 下 的 
曲率 算 阵 ， 证 明 ， 五 的 陈 去 性 式 具 有 如 下 的 表达 式 : 

es(N) = ( Ee Ba SN A A NB: 


i a " 


37. 设 卫 和 Di 是 复 向 量具 :是 二 了 肝 上 的 两 个 复 联 络 ， 试 用 定 
建 7.1 和 定理 7.2 的 证 明 方 法 直接 说 明 ， (1) 每 一 个 陈 示 性 式 ciE,DD) 
是 闭 形 式 ， (2) c(tB,D) ~ cw(E,D1) 是 愉 当 形式 . 

38. 说 局 和 本 是 光 清 流 形 诸 上 的 复 向 基 从 , 试 求 直 和 加 台 可 
的 陈 类 ， 
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39. 世 了 : MM 五 NN 是 光 请 流 形 间 的 光 清 映射 ，7 :五 一 只 起 页 
向 量具 ， 口 是 吾 上 的 复 联 络 .， 证 明 : 

i 并) 拉 加 向量 县 产 吾 是 间 上 的 一 个 复 向 量 总 , 井 且 联络 了 在 三 王 
上 的 诱导 联络 DD 也 是 一 个 复 联 络 . 

(2) ef E)= fic E)). 

如 . 设 E 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 秩 为 9 的 复 向 量 处 ， 开 是 对 
上 的 一 个 复线 具 ， 证 明 : 


cE mL) = (EBE) +g eld). 


41. 设 : 瑟 一 虽 是 光滑 流 形 MM 上 的 一 个 秩 为 9 的 复 向 量 从 . 

[1) 仿照 实 向 荆 从 的 情形 ， 定 尽 复 向 其 从 互 的 对 偶 复 向 量具 B*. 

[2 证明， ef( 瑟 *) = (一 1)'a(EE). 

所 . 设 T*N 是 复 流 形 由 的 余 切 向 量具 ， 它 是 对 上 的 秩 为 n= 
dime MM 的 全 纯 向 贡 从 . 

上 证 明 ， A"T*JY 是 村 上 的 一 个 全 纯 线 从 ， 

[2) 求 复线 从 人 "全 时 的 第 一 陈 类 ， 
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在 第 五 章 我 们 已 经 知道 最 重要 、 最 简单 的 黎民 波形 是 所 谓 的 空间 
形式 , 即 完备 、 单 连通 的 常 曲率 空间 Br，3Sn 和 Hn. 在 本 章 , 我们 将 把 
室 间 形式 纳 人 一 区 更 广 的 特 丈 复 蜡 空 间 一 一 黎 总 对 称 空间 , 在 这 类 空 
间 上 者 等 距 变 妇 群 的 可 迁 作 用 ， 对 这 类 空间 的 研究 与 李 群 、 李 代数 理 
论 有 密切 的 关系 ， 而 且 这 类 空间 中 的 子 流 形 徽 分 几何 ， 读 空间 上 的 函 
数论 以 及 谱 儿 何 都 是 当前 重要 的 研究 课题 因此， 邵 悉 整 曙 对 称 空间 
的 基本 理论 对 于 深入 地 开展 太 范围 分 析 的 研究 工作 有 重要 的 音义. 本 
章 的 目的 是 褒 绍 复 曙 对称 空 间 的 基本 回 念 和 性 质 ， 并 旦 把 歼 曼 对称 空 
亲 的 研究 转化 为 对 应 的 李 群 、 李 代 救 理论 的 研究 . 


39.1 定义 和 例子 


先 从 欧 氏 空间 谈 起 ， 设 Re 为 维 欧 氏 空间 ， 它 同时 叉 是 一 个 实 
向 量 室 间 ， 分 别 用 & 和 .,.) 表示 其 中 的 距离 和 标准 内 积 ， 对 于 任意 取 
十 的 一 点 PE 本 帮 有 更 关于 点 的 “中心 对 称 * oy ;: BE' 一 RR" 它 把 
任意 一 点 gE Br 映 为 点 9 = os 加, 使 得 有 向 线段 29 = 一 蕊 , 从 几何 
上 来 讲 ， 关 于 点 p 的 中 心 对 称 c 就 是 Rr 关于 点 p 的 反射 变换 ， 

如 果 在 R* 中 取 以 点 5 为 原点 的 第 卡 儿 直 前 坐标 票 {x1), 则 上 面 
引入 的 关于 点 p 的 中 心 对 称 a 可 以 用 坐标 囊 示 为 


1 nh" 1 


pz 1"" "1 三 【一 于 Ea ，—Xz") 


显 名 中 心 对 称 op 具有 下 列 性 质 : 

i1) op 是 等 虑 变换 , 即 对 于 任意 的 生生 E EF"*, 距离 d(gp(g), op[ 间 } = 
dg, 冶 . 或 等 价 地 讲 ， 对 于 在 RR"* 的 任意 一 点 9 处 的 任意 两 个 切 向 量 
了, 痢 有 {fapjsgl 革 ), [op)eg(7)) = (二 了). 这 里 需要 特别 指出 的 是 ， 
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由 于 目前 的 re 是 一 个 线性 映射 ， 它 的 切 蛛 射 fen] 和 它 自 身 是 等 同 
的 ! 

人 2) no it 即 交 是 车 了 上 的 一 个 对 全 变换 ， 

(3) 卫 是 op 的 扳 立 不 动 点 ， 即 sp(p} = B, 并 且 在 点 了 的 一 个 令 域 
内 队 点 了 以 外 op 没有 其 他 不 动 点 . 

在 称 些 流 形 上 仍然 可 以 定 光 具有 上 述 性 质 的 弯 换 ， 

定 习 11 设 Li,g) 是 m 维 黎 曙 流 形 ，p & 对. 着 有 映射 op : 
暑 二 可 满足 下 列 厅 件 ， 则 称 映射 rp 是 对 甘于 点 ?的 中 心 对 称 : 

(1) gy 是 更 坚 流 形 (Mg) 到 它 上 月 身 的 等 距 变 的， 即 rp :和 对 二 村 
是 光滑 同 胚 ， 并 且 满 足 ef 由 = yg; 

(2) oy 是 对 台 , 即 wpsm = id; 

(全 六 是 mr 的 孤立 不 动 点 ， 即 sp(p) = jp, 并 且 存 在 点 的 一 个 邻 
域 上 U, 全 得 sy 在 VU 内 除 点 以 外 gp 没有 其 他 不 动 点 . 

如 果 好 有 关于 点 PE 上 的 中 心 对 称 ， 刚 称 获 竖 流 形 (3,9) 关于 
彝 下 是 对 称 的 . 

定义 13 如 果 理 甸 流 形 (Mg) 基于 它 的 每 一 点 都 是 对 称 的 ， 则 
称 (好 ,凡是 笋 曼 对 称 空间 . 

显然 ， 欧 氏 室 间 可 是 黎 曼 对称 空间 . 

例 1.1 fi 维 单 位 球面 3". 

设 3" 是 RK"? 中 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 ， 即 

Sn | te 本 Bt1l. Sy 二 1 - 
对 于 任意 的 PE 用 多 记 B+1 关于 直线 Op 的 对 称 ， 即 对 于 任意 
的 gE BT ,二 op(g) 满足 菜 任 
O07 = - 吕 +2(0 DO 加 


则 匣 是 Br*+! 到 它 自身 的 等 距 变 换 ， 并 把 3S" 映 到 它 自 己 . 
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令 op = 6|sn, 则 op :9 一 9 仍然 是 等 距 变 换 ， 并 且 op(p) = pp 
由 于 mm oop = Bp op|sn = id 所 以 op 是 对 会. 因为 页 以 直线 Op 为 
不 动 点 集 ， 所 以 m 的 不 动 点 是 让 线 Op 与 8 的 交点 ， 也 就 是 点 p 自 
身 及 其 对 径 点 一 p, 因而 器 是 op 的 孤立 不 动 点 ， 根 据 定义 ， mp 是 8 
关于 点 p 的 中 心 对 称 ， 由 于 点 p 在 3" 上 的 任意 性 ， 故 5" 是 黎 曼 对 
称 空间 . 

例 1.2 又 曲 空 间 "11). 

在 2.2 中 已 经 绍 出 过 双 曲 室 间 "(1) 的 模型 . 在 REF"! 中 定义 
Lorentz 内 积 池 


(2 ,WL = = 和 vy’ etl 十 


i=1 
记 吾 1” = (R"+1,4-,-,)), 并 设 
Hn1) = 好 = (1 28+1) E Re : (x,2)1 = 一 1， 并 且 znt+l > 中 


将 Laorantz 内 和 人 通过 名 关上 晤 射 于: HH "1) 一 区 *+1 在 BH"1)y 上 
的 诱导 度 其 记 为 9, 它 具有 常 截面 曲率 -1. 设 po = 人 D0,… ,0,, 则 
在 到- 上 关于 直线 Opo 的 对 称 各 是 它 到 自身 的 等 目 对 应 ， 且 悍 持 
HM 不 变 ， 全 四 = 疝 |art 则 四 是 (全 "用 到 它 自身 的 等 距 变 
换 ， 以 po 为 仅 有 的 不 动 点 ， 并 且 m5 oo = 这 , 所 以 m 是 关于 点 mo 的 
中 心 对 称 ， 利 用 本 +' 中 的 坐标 系 ， 号 射 mo : 了 "(1) 二 互 "1 的 表达 


(人 
WZ TL" the H"I1). 
HM(1) 的 坐标 映射 2: "(1 一 可" 是 
we ntl) 于 下 用 和 
其 道 映 射 为 
A 
六 【LE 证 1 起 } 三 (es ‘1 YE) 1 (EN 
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其 中 (如 ,，… ,5") E RR" 并 且 证 (6? < 1 这样， 在 H"™1) 的 坐标 系 
(6 下， 映射 m 的 坐标 表达 式 是 


Pomeow ltl,... ve = (—£!,., 1 一 上 |- 


由 此 可 见 
(ogo) = —id : TW HI) 一 TH Hl). 


没 了 是 H"(1) 中 的 任意 一 点 ， 由 于 常 曲 率 空 间 的 等 臣 变 换 群 的 


作用 是 可 迁 的 [参看 第 五 章 的 定理 5.4), 故 存在 等 距 变 换 r : 1"(1) - 
Fi, 使 得 rtp) = po 全 


gp=T ogor, {1.1) 


出 :9 一 WA1) 是 以 p 为 于 六 不 动 点 的 等 距 变 换 , 并 且 wpozp = 
计 , 所 以 gp 是 关于 点 B 的 中 心 对 称 ， 由 点 在 Hm{1) 上 的 任意 性 便 
知 ， 双 曲 空 间 五 "(1) 是 屠 操 对 称 空间 . 

定义 1.3 如 果 黎 蜡 访 形 (对,g) 有 一 个 可 迁 地 作用 在 村 上 的 李 
氏 变 换 群 ,而且 每 一 个 群 元 素 在 W 上 的 作用 是 让 的 等 距 杰 换 ， 刚 称 
它 为 齐 性 黎明 空间 . 

于 是 ， 前 面 的 推理 过 程 在 实际 上 已 勾 证 明了 如 下 的 售 题 ; 

命题 1.1 ”关于 一 点 对 称 的 齐 性 黎民 空间 是 黎 昌 对 称 空间 

为 了 获得 歼 曙 对称 空间 的 下 地 的 例子 ， 需 要 对 笋 县 对 欧宝 间 的 几 
何 性 质 有 上 里 加 深入 的 了 解 ; 同时 需要 建立 歼 冯 对 称 空间 和 地 群 、 李 人 
数理 论 之 间 的 联系 . 
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对 于 任意 一 个 黎 曙 流 形 [4 由 用 MI) 表示 它 的 等 虑 变换 群 ， 
缉 它 基 由 [ 针 ,g) 上 的 等 上 距 变 换 的 全 体 甘于 映射 的 复 侣 构成 的 群 . 
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如 果 【对 ,中 是 黎 昌 对称 室 间 ， 则 对 于 每 一 点 PE MM 都 有 中 心 对 
称 rn. 因为 中 心 对 称 是 非 平凡 的 等 距 变 换 ， 所 以 葡 曼 对 称 空间 的 等 距 
变换 群 是 非 平 凡 的 . 

引 理 2.1 设 (凡是 黎 昌 对称 空间 ， p E 计 , op 是 好 关于 点 
p 的 中 心 对 计 ， 则 


(ophsp = -id : ToM + Ta. (2.1) 


证 明 由 于 ?是 mx 的 孤立 不 动 点 ， 南 有 点 问 的 一 个 开 廓 域 ,使 

得 op 在 5 中 除 p 以 外 没有 其 他 的 不 动 点 ， 因 为 四 加 ] = jp, 所 以 它 的 

切 映射 (op)。p 是 Tp 到 它 自身 的 等 距 朗 性 同 构 ， 由 ro 一 这 可 
基 ， 【5pjsn 9 (Tp)en = 讨 , 即 (psp 也 是 对 汪 . 邻 
VT ={v EToM : (op) p(y) = 4}, 


| ra.2) 
VV ={v eT : (op piv) = -1), 


则 VV = {0}. 对 于 任意 的 vE TY, 利用 (op).p 的 对 全 性 容易 
看 出 

vt (op EVT, vlolewv EV. [2.3) 
因为 

和 + Iop)epld)) + 了 好 一 [ap ja {2.4] 
所 忆 TM = Vt 名 VV-. 下 面 要 证 明 V+ = {0}. 

如 乔 不 敌 ， 则 有 YY EFT,v 关 0 考虑 测 地 线 y(t) = expypltu)， 由 
于 op 是 等 臣 变 换 ， zf 的 ) 仍然 是 (Mg) 上 的 一 条 测 地 线 ， 它 的 起 
始点 和 初 姗 切 问 量 分 别 是 
opt0N) = splp) = p= 0), 


pe (op 上 的 用 = Topjspf7 0) = (op laply) = ¥ = 7 0, 
| 
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因为 测 地 线 二 由 其 起 始点 和 初始 切 向 量 唯一 确定 的 ， 所 以 
opi lt) = YH). 


这 说 明 7( 上 的 点 都 是 op 的 不 动 点 ， 与 p 是 m 的 饭 立 不 动 点 相 予 
盾 . 
由 此 可 见 ，IM = , 即 (opjsp = -i 二 TY, 证 毕 . 
注 记 2,1 从 上 上面 的 证 明 过 程 不 玲 看 出 ，o, 把 每 一 菜 经 过 点 了 的 
训 地 北 反 向 ， 即 


Onlexppltt)) = exppltion) pt) = exppl—ty). (2.5) 
如 果 令 7 的 = exppltv), 则 上 式 成 为 
pf 了 (三 ~{—t). (2.6) 
变 0; 7) 是 在 点 了 处 的 法 坐标 系 ， 则 测 地 二 7 的 的 做 数 方 程 为 
st) = £9 (0)) = zt (expp(ty)) = tu', [2.7) 
因而 7 了 [一己 的 参数 方程 是 
r= zr(H)) = 一 二 = ~ (A), (2.8) 
于 是 他 一 式 成 为 
ool ,Et)) = {el eT) = 《一 于 人 CD). 
因此 ， 中 心 对 称 my 在 法 坐标 系 (U;z) 下 的 表达 式 是 
(一 人 (2.9 


定理 2.2 设 (对 ,9 是 黎 量 对 称 空 间 ， 伙 是 它 的 曲率 张 其 ， 则 对 
于 任意 的 3 E 关 对 ) 部 有 DzsR=0, 则 DR=0. 
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证 明 根据 张 世 的 协 变 导 数 的 定义 ， 无 和 DsR 都 是 (1,3) 型 张 
景 场 ， 对 于 性 意 的 ,了 名 E 站 LM) 有 


(DaRYX, TDW 
=Dy (RX, YIW) — RIDgX, YW 
— RK DsT HW - ROX, YHDaW), (2.10) 


设 oe TCM), 则 o 保持 (M,g) 上 的 黎 曼 详 络 D 不 变 ， 即 对 于 任 
意 的 工 YE (MM) 有 


De-x(e-) = o, (DxY). [2.11) 
因此 对 于 任意 的 瑟 , 友 不 三 天 0M) 有 


RoE, rr 
=De.x Der — Dyer oD x — Dlo, xo, rlo.W) 
=0 R(X, YW), (2.12) 
结合 (2.10) 和 {2.13) 两 式 得 到 
(Ds sR)lo KE, rite 证) 
一 De a(R Rm) mH) RID, sto, XY), oY go, WW) 
— rt, Do sl FN Rr ,oY MD gs 全 
=Do, sto RA FI) — a RD HE, FH) 
— a (RX DorIW) — o, (ROX, YI Ds Ww) 
=0r (Da RX, FW), 
即 对 干 任意 的 X,Y Z,W E EE(M), 有 


go (De a Ro NX, oF ND)or WwW) = {DRE YN (1%) 
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注意 到 ((DzRRNCX, 了 I)W 关于 四 个 自 变 量 X,Y ZW E 于 WU) 都 
是 CLM)- 生 性 的 , 所 以 它 是 好 上 的 (1, 沁 型 光 注 张 其 场 . 特别 地 , 对 
于 任意 一 点 pe 时 , 以 及 任意 的 X,Y 2,W EE TM, ((DyRNX, YW 
是 有 定义 的 ， 并 且 是 他 中 的 一 个 成 员 . 取 了 = oy 则 mp = -这 
TpM 一 Told 于 是 [2.13) 式 成 为 


(DzRIX FHIW = 一 人 了 天 放生 YTD, vA, YS Ee 了 得 


(2.14) 
故 
(DsRNXTNW =0, VX,Y 2,W eT,M, 
即 
DaeRe=0, VE eTM, 
证 毕 ， 


推论 2.3 设 [对 ,9) 是 黎 曼 对称 空间 ， 则 它 的 获 避 曲率 张 基 在 好 
上 关于 黎 曼 联 妾 是 平行 的 . 
证 明 根据 定 艾 ， 歼 坚 曲 率 张 量 是 


RIX YF SW) = (RIZ, WI)E, Y), 
因此 它 的 协 变 导数 Dy 是 


(Dy R(X,Y, 2,.W) 
=V R(X, Y, 2, WW) — RODy X,Y, ZW) - RIX,DvY, 2,W) 
- RX,Y Dy2,W)— R(X,Y, 2,DyW) 
=VIR(Z, 证) 天 YY 一 (RZ W)Dy ERE), Y) 一 (REZ W)X, DyY) 
~ (RIDy Z, WK, YY - (RZ, Dy W)X, Y) 
={((Dy RZ WDA, YY. 
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由 定理 32 得 知 , 册 率 张 其 见 作为 (1, 3) 列 张 量 场 在 Mr 上 是 平行 的 ， 
即 上 式 右 吴广 零 ; 因此 ， 公 权 曲 率 张 考 如 作为 (0, 由 型 张 址 场 在 对 
上 也 是 平行 的 ， 证 毕 . 
注 记 2.2 投 {ei} 是 歼 昌 对称 空 间 LM,g) 上 的 任意 一 个 局 部 标 
架 场 ， 令 
Fin = VR{es, én)ei ei), 


则 由 定名 ， 其 协 变 导数 的 分 其 为 


Rishth = isnt) 一 Th Repsmt — Don Pipst — Tha Rijpt 一 THs Rjks 


={D.e, Rlei; Ei Ek et 
因此 ， 葵 曼 曲 率 张 其 平行 的 菜 件 是 


Rkih ED, Vig kth, (2.15) 


定 光 3.1 设 (MH,g) 是 丈量 流 形 ， 阁 它 的 黎明 曲率 张 其 在 HH 上 
基于 履 曼 联络 是 平行 的 ， 则 称 (Mg) 是 局 部 对 称 黎 曼 室 间 . 

根据 注 记 2.2, (MH,9) 基 局 部 对 称 黎 菇 空间 当 且 羽 当 在 任意 一 个 局 
部 标 架 场 1c;:} 下 ， 获 蝇 曲率 张 量 的 分量 局 ;im 涡 中 条件 (2.15). 

下 面 的 定理 说 明了 条 人 忻 !2.15) 的 几何 意 文 ， 

定理 2.4 设 【好 ,凡是 局 部 对称 歼 虹 空间 ， 则 对 于 任意 一 点 也 E 
Mf, 都 有 点 pm 的 一 个 开 邻 如 上 以 及 局 部 光滑 等 距 vj; UU, 使 得 
为 时 基于 局 了 的 局 部 中 心 对 称 ). 

证 明 设 pe 对 , 取 充 分 小 的 的 正 数 ,使 得 指数 蜡 射 exp, 在 
Hyle) CipM 上 有 定义 , 并 且 GNP Hlé) = Ble) 到 exppl By(E)) 是 
光 祖 同 肛 . 流 


gq= -id:TM + TM gp = expp oy nexp Ble] 一 Ble). 


=- 


刚 rr 是 具 Bple) 划 它 目 身 的 沧 绢 同 蚂 ， 区 六 济公 有 的 不 动 点 ， 并 且 
gp90g 二 词 ; BplE) 二 Bole) 取 牙 = Bte), 只 要 证 朋 cp 是 等 距 上 映射 就 
行 了 ， 为 此 ， 需 要 用 Cartan 等 距 定 理 (第 五 章 的 定理 4.1). 

尾 取 26E 蕊 全, 设 7 了 的 = exp,ltv) 是 经 过 点 p、 岂 v 为 初始 切 向 
基 的 浏 地 识 ， 很 明显 ， 


HH) = op 人) = exppt—tv) = Y(—t), (2.16) 


所 以 op 把 至 过 点 也 的 测 地 线 反 问 i 内 考虑 落 在 测 地 球 8,{5) 内 的 部 
分 ). 设 着 仆人 :号 提 和 机 的 是 沿 7 抽 平行 的 切 向 县 场 ， 我 们 断 
言 : 及 (车 们 ,20 WY)) 与 变 基 上 无 关 . 

事实 上 ， 根 据 从 ,10) 式 有 
FAX A, IO), ZO), Ww) 

= 喜人 RE 人 WD X ,YD) 

={Dy ntR(Z, WO XD, YO 

=((D, RZ WDYX EY, YI = 0, 


REN), YH, 2 WY = eonst. (2.17) 
参照 第 五 章 定 理 4.1, 仿 


Fp = 上 to Cb rh ef :i 一 sit Af 


其 中 碟 , 二 分 别 是 补 测 地 线 和 和 订 从 t= 0 到 的 平行 秘 动 .由 于 
4 四 = ?一 必 可 知 调 = 矶 2 即 癌 是 清 测 地 线 了 从 t+=0 到 王 的 平 


行 移动 . 于 其 


p= om =- 0m- (2.,18) 
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其 中 "是 六 得 地 线 从 + 到 一 t 的 平行 移动 .由 (2.17) 式 可 知 ， 对 
于 任意 的 < 二 2 WE Tr 有 
Rlgpr( KY), welF), pel 2), pA WN)) 
=R(P (2),P (YY, Pr "(2), BY (W)) 
—R(X,Y, 2, WW). 


因此 第 五 章 定 理 41 中 的 条 件 (43) 威 立 ， 故 op 是 等 距 ， 证 毕 . 
定理 2.5 设 (MM,g) 是 黎 昌 对 称 空间 ， 则 (Mt, 1) 是 完备 的 . 
证 明 根据 Hopf-Rinow 定理 ,只要 证 明 从 一 点 P 出 发 的 任意 一 条 

正规 测 地 线 都 能 够 无 限 地 延伸 即 可 
设 7 由,0 三世 4 是 从 p= 7(0) 出 发 的 任 世 一 条 正规 草地 线 ， 长 

度 汶 i $4=7(#) v= (3) em MM, 用 os 表示 (MM,9) 美 十 点 

9 的 中 心 对 称 ， 则 mafY 的 ] 仍然 是 LM,9) 上 的 一 条 正规 油 地 线 ， 并 瑟 


oy € (31)) = gol = 47. 


对 测 地 线 oyiYyl 由 ] 作 参 数 变 换 


4 | 4 
上 三 一 一， 一 之 旧 立 一 
了 右 ， Et 


i =0, (1 (8 :)), 3 i<s s< ab [2.19) 
则 ;fs) 是 [好 ,四 上 上 的 正规 测 地 钱 ， 且 有 有 
的 一 (人 的) 的 
全 mm 人 ) 全， 
i | 
中 (下 = | ep 区 (¥ ) 本 
汪 
(- "i 


可 
dt { 


一 名 

一 (oj 
一 此 
于 
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-our 的 )-* 的 


这 意味 者 测 地 线 Y,3 帮 经过 点 了 = (# 并 且 在 该 点 有 相同 的 切 问 


二 (3 中 因此 ， 由 测 地 线 的 唯一 性 得 知 ， - 和 了 在 公共 的 定义 域 
内 是 重合 的， 特别 地 有 


YO = M0), sl<t el 人 220) 
于 是 可 以 定 文员 秀 m : |0,31| 24, 使 得 


7 Otsh 


网 闻 的 是 在 (CM,9) 上 检点 出 发 .长度 为 了 的 测 地 线 , 显 热 ，m ld) 
丰 测 地 线 Y 的 延伸 怒 续 此 过 程 便 得 知 训 地 线 ?7 能 鲍 无 限 延 伸 . 因 
此 ， 1M,9) 是 完备 的 歼 曙 流 形 ， 证 毕 

注 记 2.3 ”定型 25 的 证 明 告 诉 我 们 ; 若 + 是 (一 ao <t< m%) 是 
9g) 上 的 一 茶 贡 地 钱 ， 任 取 血 三 (一 ooyoo], 并 设 g== Ylin), 则 中 心 
对 称 mw 把 测 地 浇 ? 映射 到 它 自 身 ， 同时 oy 在 Y 上 的 限制 是 “ 甘于 
点 9 的 对 称 ， 即 对 于 任意 的 1 € (一 ceo of7f2t 一 月) = 了 (参看 
{2.19) 和 介 .20) 式 ). 

定理 3.6 黎 曼 对称 空 间 (MH,g) 的 等 距 变 换 群 1M) 在 履 上 的 
作用 是 可 迁 的 ， 即 (21, 四) 是 齐 性 区 芝 空间， 任意 固定 一 点 pE 好 , 今 
K = {7 ETM) :TD) = 则 故 是 70M) 的 一 个 子 税 ,并 且 计 和 
Ta 下 必 为 点 集 是 一 一 对 应 的 ， 子 群 天 称 为 TUM) 在 点 2 的 述 向 
子 群 . 

证 明 容易 验证 ， 太 的确 是 TM 的 一 个 子 群 . 设 29 是 中 
的 竺 意 商 点 ， 由 于 (2Y, yg) 是 完备 的 ， 故 存在 连接 六 3 的 最 短 正 规 测 地 
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线 3,0 < 4S bi= dp 使得 70) = pa? 的 =w 记 z=?( 3 
ope 是 UM, gi 关于 pw 的 中 心 对 称 . 由 广 记 2.3 得 知 
sp (Yt) = 7 0<t< 
特别 地 有 
om th)) = yO, op lr(0) = (0). 

这 意味 着 op。E I(M), 并 且 它 把 点 p = 3Y(0) 映射 到 点 9 = XW), 即 
TU 在 村 上 的 必用 是 可 迁 的 . 

任意 固定 一 点 p EM, 定 广 上 映射 :IUM) 于 使 得 TIr) = Tip). 
由 于 T(t) 在 时 上 的 作用 是 可 迁 的 , 故 必 是 满 射 . 对 于 ,FE ee 
如 果 wt7) = 7( 闻 ,有 妈 TIp) = 了 (Pp), 刚 了 -ao7fp) = ,这 就 是 说 
KK. 因此 7K = 3K， 由 此 可 见 ， 在 村 和 左 障 集 ILM)/EE 可 
一 对 应 .证 毕 . 

定理 2.7 设 (Mg) 是 黎 虽 对 称 空间 ， yt) (oo < t < oa] 是 
[史上 的 一 菜 正 规 测 地 北 ， 定 之 映射 :及 一 于 使 得 对 于 任意 
的 tw[) 三 Ga ar 其 中 gyioy, om #4) 分 别 是 ( 册 ,g) 关于 (0) 和 
| 二 的 中 心 对 称 ， 如 果 记 pt = etbfvyb， 风 

(1) plyL3)) = 7 了 0 十 去 | 

人 【全 To 基 沿 测 地 此 Y 的 平行 移动 ; 

13) Tai -oo <t< oo 是 TU) 单 参 数 子 冬 , 

证 明 人 ) 根据 注 记 2.3, rt; 在 上 的 作 用 星 ? 甘于 点 ?0) 的 
对 称 ， gts) 在 上 的 作用 是 和 关于 点 7 ( ) 的 对 称 ， 即 有 


GO 人 = 一直， Or 人 (3 = Yt ~ #5). 
所 以 


pelrls)) = oy ov (te) = os = t+ 2). 
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由 此 可 见 ， pt 在 测 地 江上 的 作用 是 沿 测 地 线 YY 的 位 移 ， 

(2) 设 污 是 任意 一 个 沿 测 地 线 平行 的 切 向 其 场 ， 尾 意 辐 定 ti 
(~-05,900), 出 rat :MM = i 是 等 臣 蛮 换 ， 并 且 


Te) (Ys)) 三 [28 一 引 ， we E 【一 加 oo0) (2.22) 


{ 娠 看 注 记 2.3), 因此 ， 存在 等 中 线性 同 构 (下 : Trai = 
Tvtau- 中 性 司 得 


(orgy (3) = 一 (2 8) Yee (0,00). (2.23) 


令 =- 
{2 ~ 5) = (oony)en tay lH (a)), Ys, (2.24) 


则 苇 是 沿 测 地 线 * 定 交 的 切 向 基 场 . 由 于 等 距 变 换 wy 保持 歼 问 
殿 妾 和 址 恋 ， 破 由 位 23) 和 1 人 .24 两 式 得 到 


Dyran -ni ee Dig, Doventv te (oy) evs) XT) 
三 一 [yer ) J arts) [Dr 于) 三 | 
所 以 六 仍然 是 请 ? 平行 的 切 向 量 场 . 
国 为 在 扩 处 有 
R(t) = (ot lattn (A(t)) = — Xt), 


用 2.24) 式 得 知 


(ex) (XD) = 一 习 = X24 ,Vhs s (2.25) 
由 此 得 到 


(ar (3 一 [jnt 下 中 (moyj or 天 (3)) 
a ed CR et i 
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这 意味 警 (Pr :Tri 全 Too 是 沿 测 地 线 + 的 平行 移动 . 
(3) 黎 受 流 形 (Mt,9) 到 它 自身 的 等 距 变 换 是 自 它 在 任意 一 点 的 像 
以 及 在 该 点 的 切 肌 射 唯一 欧 定 的 (参看 第 五 章 的 引 理 5.1). 现在 py op 
和 pst4s 都 是 M 到 它 自身 的 等 臣 变 换 ， 所 以 要 断言 它们 是 同一 个 等 距 
变换 ， 只 要 验证 它们 在 点 +(0) 的 像 及 其 在 点 (0) 的 切 映射 分 别 相同 
就 可 以 了 . 
事实 上 ， 由 (1) 得 到 


PED pal TO = pelrte)) = Yt + 3) 三 站 )， (2,27) 


再 由 () 得 到 切 鼎 射 (Pass :To 于 二 Twn 让 是 沿 测 地 线 * 
的 平行 移动 ， 此 外 


下 


(ps Pa) eat 0) 一 (a ) at) 2 (easto， 


而 bpsjsyiol 和 (Posto 恢 次 是 少 测 地 线 了 从 Toy 节 到 toy 避 以 及 
从 十 i 村 到 工 nrn 计 的 平行 稿 动 ， 所 以 由 平行 穆 动 的 传递 性 得 知 


(Fs 5 六 oj = (rrs) yro). [2.28) 

因此 
Pt o Pr = Wets: (2.29) 

很 明显 ， 

名 和 三 ToY D0) 三 id, 【2.30] 

因此 

Pt 9 Pr = Fo = i, 
帮 有 


pt = (p41)7. (2.31) 
所 以 ， {ws -oo <te eol 是 TM 的 一 个 单 套 数 子 群 证 些 . 
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译 此 ,我们 对 于 等 耻 变 换 群 TCMd) 在 黎 坚 对 称 室 间 (WY,9) 上 的 作 
用 已 经 有 相当 多 的 了 解 ， 现 在 需要 对 等 距 变 换 群 1(M) 本 身 的 结构 有 
更 清晰 的 认识 。 首 先 要 在 1(M) 上 引进 拓扑 结构 ， 然 后 再 引进 微分 结 
构 司 它 成 为 一 个 亨 群 ， 这 样 ， ICad) 便 成 为 可 迁 地 作用 在 黎 遇 对 称 空 
间 CM,g9) 上 的 地 氏 变换 群 ， 这 意味 者 么 曙 对 称 空 间 是 一 种 特殊 的 齐 
性 空间 . 因此 ， 对 于 歼 曼 对称 空 间 的 研究 可 以 归结 为 对 于 相关 的 李 群 
和 李江 数 的 研究 ， 

通常 ， 在 由 映射 构成 的 空间 中 引进 所 谓 的 紧 开 拓扑 是 比较 方便 
的 . 

定义 2.2 设 (对 .四 是 整 最 流 形 ， TUM) 是 它 的 等 中 变换 群 ， 设 
CG 是 叶 的 一 个 紧 致 子 集 ，U 是 的 一 个 开 子 集 令 


WOU) = {rE TM); TIO) © UY. 


在 I(M) 中 使 所 有 这 样 的 于 集 WIC,U) 成 为 开 集 的 最 小 拓扑 称 为 在 
TiM) 上 的 紧 开 拓扑 ， 

具有 竖 开 拓扑 的 TtM4) 有 许 过 好 的 性 质 ， 在 这 里 只 提 一 下 ， 不 必 
详细 的 证 明了 . 

命题 2.8 设 LM,9) 是 黎 曙 流 形 ， 则 等 距 变换 群 (NH) 关于 它 的 
紧 开 拓扑 是 一 个 局 部 紧 至 的 Hausdorff 空间 ， 具 有 可 数 的 拓扑 直 ， 并 
已 是 作用 在 W 上 的 拓扑 变 近 群 对 于 任意 固定 的 一 点 pE 导 , 设 下 
是 I(M) 在 点 上 的 过 向 于 群 ， 则 久 是 I(M) 的 紧 子 群 ， 因 而 村 与 商 
空间 MY/K 是 同 胚 的 ， 

Myers 利 Steenrod 在 1939 年 证 明了 下 面 的 命题 ， 

命题 2.9 禾 昌 流 形 【 民 ,由 的 等 距 变 搞 群 TU 关 十 经 开 扫 扑 是 
作用 在 好 上 的 李 氏 变换 群 . 如 果 对 是 紧 致 的 , 则 Ti24) 也 是 紧 致 的 . 

当 LM,g) 是 黎 曼 对 称 室 间 时 ， 命 题 2.9 有 一 个 比较 简单 的 证 明 ， 
其 主要 步骤 如 下 : 

i1) 根据 命题 2.8, 迷 疝 子 群 玉 旦 于 时) 的 紧 子 群 . 设 dim 时 = mm， 
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则 下 可 以 看 作 TM 上 的 正 交 变换 群 Dtm) 的 一 个 闭 子 群 ， 事 实 上 ， 
对 于 尾 意 的 大 E 玉 , 切 上 映射 上 yp : TD 于 二 二, 计 是 一 个 正 交 变换， 同时 
根据 第 五 章 的 引 理 5.1 由 让 路 wp 确定 的 鼎 射 8: 天 一 Dim) 是 一 个 
单 同 态 .由 于 下 是 紧 致 的 ， 以 下 ) 是 Olm) 的 紧 臻 子 黎 ， 并 且 瑟 与 
9 到) 同 是 ， 困 此， 由 O(m) 在 多 K) 上 诱导 的 油分 缚 构 可 以 黎 植 到 天 
上 ， 使 得 KK 成 为 一 个 李 群 ， 

(2) 取 MM 在 点 p 的 一 个 法 坐标 邻 域 Btr)， 任 歌 <E 可 人) 则 
在 必 ,(7) 内 有 唯一 的 一 条 连接 p,0 两 点 的 最 鼻 测 地 维和 .0 三 t= 
dps 四 < mw 使 得 TU) = PY) = 4 令 业 三 on 90 风 兴 
是 寻 到 它 自身 的 等 距 变 换 ， 并 且 限 制 到 测 地 线 7 上 是 一 个 位 移 ， 特 
痹 地 ， 当 gg 关 卫 时 ，p 不 是 切 的 不 动 点 ， 井 且 有 各 让 ) = 中 厌 看 
定理 2.7). 假定 东 : 区 fr) 二 TLM) 是 由 Q 一 加 确定 的 映射 ， 并 记 
重 。 = {wy 9 EE Bot 则 种 5 是 Br) 在 痪 射 当下 的 像 集 ， 定 义 映 身 
5M) 二 为 7) = TP) Yr E TIMD), 则 有 


TP) = Wp) = 
因而 ro 归 三 这 :Bar) 二 Btr) 这 说 明 睦 射 区 :人 一 到 好 ] 是 纤 
维 且 mi Tad) 二 MM 空 TOMYIK 的 一 个 局 部 截面 因而， Br x 天 
和 -TBp(7)) = Ws ' 攻 是 同 且 的 ， 其 中 


昌 R= {rk TE pkE RL}. 


因此 ， 丰 每 一 个 于, 玉 中 都 可 以 引进 光滑 结构 ， 从 而 使 得 TiM) 成 为 
光 滞 访 形 . 

[3) 进一步 可 以 证 明 ， 相 对 于 上 述 光 请 结 构 ， 1 作 M) 中 的 葬 法 { 即 
变换 的 复合 ) 和 求 道 运算 是 光 精 的 ， 因 而 Ti24) 是 李 群 。 这 就 证 明了 
TU 是 作用 在 时 上 的 李 氏 变换 群 ， 

在 本 章 ， 我 们 只 需要 上 述 各 全 题 的 诗 论 ， 证 明 的 细节 可 以 查看 参 
考 文献 [24, 第 44 章 ， 如 和 63]. 
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将 命题 2.8 和 命题 29 用 于 黎 曼 对称 空 间 得 到 下 面 的 命题 ， 

命题 ?2.10 设 (于 ,由 是 黎 曼 对 称 空间 ， 刚 它 的 等 臣 变 换 群 TCM 
在 紧 开 拓扑 下 具有 光 评 结构 ， 使 之 成 为 可 迁 地 作用 在 半 上 的 李 氏 变 
接 群 ， 此外， 对 于 尾 意 固 定 的 一 点 PE MM, LCM) 在 点 呈 的 迷 癌 子 群 开 
是 TAI 的 插 臻 子 群 ， 并 且 对 和 和 齐 性 空间 TUM)YK 是 光 请 同 胚 的， 


89.3 黎 曼 对 称 对 


在 上 一 启 讨论 了 区 夯 对称 空 间 的 性 质 ， 并 且 得 知 束 名 对 称 空间 
LM,9) 与 齐 性 空间 TUM)YEK 光 谓 同 有 是 ， 其 中 [UW 是 Lf,g) 等 距 恋 挤 
群 ， 责 是 由 时) 在 一 点 了 三 时 的 迷 癌 子 群 ， 本 节 的 目的 是 考察 什 公 
样 的 李 群 及 其 子 群 所 构筑 的 齐 性 室 间 能 够 成 为 积 曼 对 称 空间 ,为 此 ， 
先 讨 论 柳 反对 称 空间 【好 ,人 作为 齐 性 室 间 的 性 质 . 

定理 3.1 设 (对 ,9 是 黎 癌 对 称 空间 ， TU) 是 (由 的 等 距 变 
换 群 ，G = ol) 是 TiM) 的 包含 单位 元 e = idw 的 连通 分 去 ， 设 
pE 计 , 太 是 如 在 点 pp 的 述 向 于 群 ， 则 

届 ) 是 迷 通 李 群 ， KK 是 如 的 紧 狼 于 类 ,并且 时 各/ 下 是 光 
谨 同 是 的 ， 

他) 设 【时 ,中 在 点 PD 的 中 心 对 称 是 op, 定义 鼎 射 9 :G 一 ,使 得 
riTj 二 gp 927TOTp YT EO, 同时 设 


K, = {rEG: ofr)=7), (3.]] 


则 sg 是 G 上 的 一 个 对 合 自 同 构 ， 井 且 玉 : 是 @ 的 团子 群 . 
(] 如 采 Ko 是 Kz 的 单位 元 连通 分 支 ， 则 有 


FoCKkCR,, (3.2) 


并 且 在 五 中 不 合用 的 任何 非 平 几 正规 子 群 . 
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4) 证 三 的 李 代 数 为 则 二 的 李 代 数 为 己 则 
E= {XE elR) = 二 上 [3.3) 
另外 ， 如 时 定 习 
m= {XEg ve(X) = —X), [3.4) 
则 有 g 作为 线性 空间 的 直 和 分解 
0 =tem, (3.5) 
以 及 如 下 的 包含 关系 ， 


[Et mact tmcm (3.6) 


{5) 如 果 定 六 上 映射 :如 一 六 为 9) = 9DY9 6 如, 则 有 
Tse 二 {04, melm) = 二 TM 设 基 Em, 则 在 诸 上 从 点 5 出 发 、 并 世 
nue( 尽 ) 为 初始 切 向 是 的 测 地 名 是 的 = expltX) 六 其 由 Exp: 全 站 
是 李 群 G 的 指数 映射 。 再 设 ET, 则 CexpltX))j pl 了 ) 是 Y 请 测 
地 线 yt) 的 平行 移动 . 

证 明 11) 命题 2.10 已 经 断言 TU) 是 一 个 李 属 ， 并 且 虹 可 迁 地 
作用 在 好 上 的 李 氏 变换 群 ， 众所周知， 李 群 在 单位 元 的 连通 分 支 足 
一 个 连通 李 群 ， 另 外 ， 命 题 2.10 还 告诉 我 们 ， 忆 对) 在 点 的 述 向 子 
辞 所 是 JU) 的 紧 致 子 群 .所 以 G 在 点 p 的 迷 向 子 群 上 = KMMG 是 
Ge 的 景致 子 群 . 

由 于 黎 晶 对 称 空 间 星 完 兰 的 ， 对 于 任意 的 9E 于 类 有 连接 ,两 
点 的 量 短 测 地 线 + 的 ;0<t<1 = dtp, 相 ,使 得 3700) = 六 ?= 人 由 是 
理 ?7 山道， 只 = Td) © C0) 把 了 = ?TI 驶 到 6 = 的 而 在 TL) 
的 紧 开 拓扑 下 ， wD + 所 上 是 CMD) 中 连接 机 和 加 三 间 : 时 一 和 
的 一 荣 路 径 ， 所 以 pt Ee 了 D[ 负 ) = 局 因而 它 在 好 上 的 作用 是 可 二 
的 .由 此 可 见 ， 对 和 GIK 是 光滑 同 旺 的 .从 GK 到 的 对 应 由 
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器 EGIE DTID) EM 六 由 ,其 中 [T=7K 是 7EG 关于 色 的 左 陪 
举 . 

(2) 由 go 的 定 交 可 知 ，o 是 招 的 一 个 对 合 自 同 构 ， 同 时 不 难 玛 
证 ， 在 如 中 的 不 动 点 集 玉 ,是 如 的 闲 子 群 ， 称 淤 如 在 对 全 自 间 构 
二 的 不 动 点 子 群 . 

3) 白 上 太 的 定义 ， 对 于 任 音 的 TE K, rip) = p, 所 以 

(oir) {np) = vp oT ooptp) 三 六 三 了 人 让， 
井 且 
[otrop = (opjopo Tap 9 (0p)ap = Trp : TpM = Tp. 

克 由 第 五 章 的 引 理 5.1 得 知 ，cfr) =7, 即 7 EK,. 由 于 7 的 任意 忻 ， 
MR 

很 明显 ， Ks 的 李 代 束 汶 

by = {XT Eg; oulX) 一 天 | (3.7) 


误 基 Et 如 ,出 对 于 任意 的 ti E (一 co oo T= expQ) EK,, 因 而 7(# 
属于 Ks 的 单位 元 连通 分 支 Eo. 特别 地 ， 对 于 任意 的 志 efrft) = 了 的. 
特 上 式 两 边 作用 于 点 p, 得 到 


TolexpltE) =p bp -oct 0, 


即 expltX) .pb 是 oo, 的 未 动 点 ， 因 为 p 是 op 的 孤立 不 动 点 ， 所 以 
ep 人 下 -万 三 下 这 说 明 cxp(ltXY EE K, 大 而 六 Eb, 再 由 让 & 包 的 在 
意 性 得 知 如 CE 男 一 方面 ， 已 经 证 明了 太志 天。 因而 又 有 CC ki， 
即 13.3) 成 立 ， 现 在 李 群 Ko 和 Ko 有 相同 的 地 代数 &, 并 且 所 是 
连通 李 群 ， 故 有 fo C KK. 

假设 天 全 有 避 的 一 个 非 平 见 正规 子 群 ， 即 存在 乒 的 子 群 HH 半 
te}, 使 得 对 十 任意 的 7EG 都 有 7 五 = Hr. 取 产 E 囊 ,使 得 关头 e = 
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idur- 因为 局 在 对 上 前 作用 是 可 迁 的 ， 所 以 对 十 任意 的 一 点 g & 计 ， 
必 有 某 个 + & 如 , 使 得 rtp) = 人 丸 因 为 甩 是 G 的 正规 于 群 ， 宫 有 
上 蕊 昌 ,使 得 joT =7Top'. 将 此 式 两 边 同时 作 由 在 点 p 上 得 齐 
pig) = pT = TED) = Tp) = VIE NM. 

这 意味 着 上 在 上 的 作用 是 恒 等 变 换 ， 与 慨 设 可 盾 . 因此 ， 太 不 沼 
有 如 的 非 平 凡 止 规 子 群 . 

14) 国 为 = 是 号 的 对 侣 自 同 构 ， 所 以 ve 是 李 代 数 8 的 一 个 对 合 
自 同 构 ， 对 于 任意 的 三 Eg 显然 有 


3(X + gel) EE, 3 mp Em， (3.8) 


并 且 Emm = 人 0}. 因此 有 直 和 分 解 g = 中 m. 此 外， 利用 ve 二 9 的 
对 合 自 同 构 的 事实 ， 容 易 得 知 (3.6) 式 成 立 . 
15) 任 取 革 EE 则 expltX) ERoE 下 ,从 而 有 


Tiexpltt AX) = explti) :p=7. 


所 以 ， TwelXX) = U0, 再 由 的 任意 性 得 知 rsfft) = 们 }. 反 过 来 ， 设 
于 Eg 浇 足 ze()=0 令 (2 = eplt) .p= (expltX)), 则 
Yit) = Yt + 5) = expllt + a)X ip) 
d ‘= da 8 轩 习 
一 | exp EY + exp sA MD) 
一 (EXT splTee li)) 二 中， 


因此 ，*Y 是 常 值 曲线 . 因 胃 YI0) = 加 所 以 ?的 三 explt 芝 "p=p. 这 
说 明 expftETE 下 ,因而 站 
综 上 所 述 便 得 让 = kerree， 于 是 由 人 3.5) 式 知道 rse 在 m 上 的 限 
制 是 单 射 ， 曙 一 方面 ， 山 于 刀 在 果 上 的 作用 是 可 迁 的 ， 均 :站 二 时 
是 满 射 ， 于 是 
了 5 时 三 Telg) = Telm). 
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由 此 得 知 ， 映 射 
Taclm :mo Tri 13.9) 


是 线性 同 芍 . 

为 了 完成 定理 的 证 明 ， 再 设 基 Emh, 并 假定 reelX)|= 1. 用 Y 折 
表示 在 姑 上 从 点 闻 出 发 、 以 moc( 下 ) 为 初始 切 向 量 的 测 地 线 ， 则 上 是 
弧 长 参数 ， 咒 要 说 明 ?人 = (exp z) 为 此 ， 合 pi = Uo Op 风 
由 定理 2.7., {fpi -oo <t<< oc0} 是 李 群 口 = 而 (对 ) 的 单 参 数 子 群 ， 并 
日 

TH = pelp) = 了 (pe ‘3.10) 
同时 ， 睦 射 

(pejep :TN + Ta [3.11) 
下 请 制 地 线 的 平行 称 动 ， 作 为 李 群 GG 的 单 参数 于 群 ， wi 可 以 表示 
| 


wt = explt2)， 其 中 Eg (3.12) 
因为 
Tp) = Gp opt 0 gp = po sa 
所 以 


(ota) p) = opfostitos(pj)) = op = Tb = pelp), 


(ope)) sp = [Tp)ayie) o Woy)ep 
假定 支 是 沿 Y 平行 的 切 向 量 场 ， 则 由 (2.25) 式 得 到 


(alpst 0)) = (op oye om sy)spt XO))) 
= (evio ertn (os toro (EO) 
= (Gyo yt (—(D)) = X(t) 
= (pa) rto) (KN) = (pa)n(R(O)). 


旨 ,3 苯 量 对 条 车 1 所 


由 芝 的 任意 性 得 知 (olwe)) ,yp = (2-isz 根据 第 五 党 的 引 理 5.1， 


ol) 三 ti 


地 
[esp 人 tt 中 = exp(—t2). (3.13) 
国 此 ， esf = -2, 邮 323€m. 
男 一 方面 ， 固 为 


JT = lp) = exp(lt2) :p= rlexptt2)), 


所 以 
noelX) = YO0) = ee (8). 
广 意 到 Tr Wo Topi 是 单 射 ， 蕉 有 本 一 吕 ， 因而 1 三 expita. 因 


Yt) = exp(t xX) p. (3.14) 


同时 ， 沿 Y 的 平行 移动 是 (expft))sp : Tp 二 工 1wy 计 .定理 得 证 ， 

上 述 定 理 基 一 个 十 分 重要 的 结果 . 它 告诉 我 们 ， 从 每 一 个 歼 咖 对 
称 空间 CM,9) 出 发 ， 都 可 以 得 到 一 对 李 几 人 G, 兵 ) 和 C 的 一 个 对 合 
同 构 5g: 在 王 如 ,使 得 0 世 玉 忆 玉 ,在 下 面 要 进一步 证 明 ， 在 一 宗 
菜 件 下 从 【Ga 出 发 可 以 构造 出 一 个 黎 肾 对 称 空 间 . 这 为 构造 区 受 
对 和 栎 空间 的 例子 ， 以 及 把 李 群 、 李 代数 理论 用 于 的 曙 对称 空间 的 研究 
开辟 了 广 癌 的 途径 

先 比 出 下 面 的 定义 ， 

定 久 3.1 设 品 是 连通 李 群 ， 近 是 司 的 一 个 闭 子 群 . 加 内 存在 
李 糙 如 的 一 个 对 合 卓 同 构 c:C 一 G, 使 得 


RoCEKC Ek;, 
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me 


其 中 KK = 人 EC 全 = 引 是 安 在 对 合 自 同 构 r 下 的 不 动 点 子 群 ， 
Fo 是 Kj 的 单位 元 连通 分 支 , 则 称 (G, 下,o) 是 一 个 对 称 对 [8ymmetric 
pair), 
用 Ad :一 GLfgl 记 李 群 恕 的 伴随 袁 示 ， 这 里 g 是 日 的 杰 屁 
澈 如 来 1 到 ,5 是 一 个 对 称 对 ， 并 且 &d(G) 是 GEI9) 的 紧 子 群 ， 
别称 Ge, Er) 是 一 个 黎明 对 称 对 , 
需要 说 明 的 是 ， 对 于 尾 意 的 ge G, Ady = (Loss 0 (Ry-i)ve : 
9 其 中 = GG 并 且 Ad 是 L(g) 的 子 群 . 现在 天 是 如 的 子 
群 ， 故 对 于 卡 E 下 , dE 仍旧 被 看 作 到 其 自身 的 线性 同 构 ， 即 Ad 天 
是 AdG 的 子 群 ， 因 而 是 GLig) 的 子 群 . 
定理 3.1 说 有 明 ， 猜 过 对 称 空间 (MY, yg) 的 等 距 变换 税 TO) 的 单位 
元 连通 分 训 马 = 而 (村 ) 种 它 在 点 pE 计 的 巡 向 子 群 到 构成 一 个 葡 易 
对 称 对 ， 下 面 定 理 的 证 明 过 程 将 告诉 我 们 ， AdiK) C GL(g) 的 竖 至 
性 假定 保证 了 芷 齐 人 性 空间 G/K 上 G- 不 变 艇 明度 最 的 存在 性 . 
定理 3.2 设 (如 Ko) 是 黎明 对 称 财 ，7: 宫 一 GIKE 是 自然 投 
冻 ， 记 二 za), 其 中 6 是 避 的 单位 元 素 ， 则 在 齐 性 空间 Gj/K 上 在 
在 避 - 不 变 的 芋 蝎 庶 基 ， 并 且 对 于 每 一 个 这 样 的 获 曼 度量 @, (GY/ EK, 吕 ) 
是 一 个 葡 癌 对 其 空 间 ， 此 时 ， 美 于 点 p 的 中 心 对 称 ow 满足 
TJuoT=700, [3.15) 
并 且 对 于 尾 意 的 9E 它 有 
riot(g)) = oo o TIg) ooo， (3.10) 
其 中 腾 射 Tig) : GJE KE 由 = hE 一 TOR) = [yh] = (oh) Kw 
Wh 6 如) 确定 . 
证 明 记 对 = CE 设 忆 和 五 的 李 代 教 分 别 是 日 和 上 由 于 
0 :二 如 是 对 合 自 同 构 ， 并且 Ko C KC Kz, 所 以 同时 是 Ko 和 
Ks 的 李 人 代数， 并且 mee :9 一 和 也 是 对 合 自 同 构 . 由 Ks 的 定 文 易 知 
J 


一 ee 
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Ra 


如 果 令 m= {有 EE pg; ove(XX) = -到 上 则 有 线性 空间 的 直 和 分 解 g = 
EB m, HE = ker moe, TH = mem) em. 


首先 断言 ， Ad( 玉 ) 在 上 的 作用 保持 m 不 变 ， 事 实 上 ， 根 据 伴 
随 表 示 Ad 的 定 多 ， 对 于 任意 的 上 EK 以 及 苇 E 贡 丰 
expl(AdR)(E)) = Ek .expltX) .天 一 1 
所 以 


olexpl(Ad h(E))) 
=0(k) olexptX) . (olk))-! 
=k. expltovel XY)) kl 一 大 -exp 下 区) 大 -1 
=exp(—t(Adk)(X)). 


对 上 式 两 边 分 别 求 此 |=o 得 到 
Tee llAd RIX) = 一 ( 访 d 局) 于 ， 


{Ad Em. 
由 于 Ad() 是 GL{g) 的 紧 致 子 群 ， 故 在 m 上 存在 Ad(K)- 不 变 
的 正定 内 积 B: m x m - 中 实际 上 ， 因 为 Ad(K) 是 紧 致 的 ， 训 在 
Ad[K) 上 存在 双 不 变 体积 元 素 1, 使 得 外 nm =1. 在 mm 上 任意 取 
dR] 
定 一 个 正定 内 积 ,mxm 二 及 令 


BX,Y)= | 


去 点 di 也】 
则 上 B 是 在 m 上 的 Ad 玉 -不 变 的 正定 内 积 ( 鳃 看 参考 立 献 [12, 62.2]1). 


对 于 任意 的 ge G, 由 9 在 GI/K 上 的 必用 7(9) :GIK 二 IK 的 
定义 可 知 


(REX), kAY' YY, [3.17) 


7 人 TI = wp hh), Yhecd. (3.18) 
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于 是 当 9E 瑟 时 ， 
Tig or =7 0 adly,, 
其 中 (ad gh = ghg~!, 因此 
(Tg)) sp ooe = Hoe oO Adg) : 8 + Tp 3.19) 
此 外 ， 当 了 E 乓 时 ， 上 dfoy 保持 m 不 变 ， 把 上 式 限 制 在 m 上 时 得 到 
(rig) mae = Mae © Ad(g) : m + Ty (3.20) 
因为 zye : m To 是 妾 性 同 构 ， 我 们 能 名 在 TM 上 引入 内 积 名 5， 
Om KX) mel)) = BLX,Y). (3.21) 
申 于 豆 是 AdiA- 不 变 的 ，(3.20) 式 说 明 内 积 旬 , 是 了 [ 丘 )- 不 变 的 ， 
对 于 尾 意 的 9 E 六 , 必 有 yeEG 使 得 9 =T = [y= 7t9)lle)). 
由 此 可 见 ， 微 分 同 且 rfg) 把 点 pm 映射 到 g = [加 ， 特 别 地 有 名 性 同 


构 (T0900)jwp :TM 全 而 刘 这样， 在 五 好 上 可 以 定义 六 积 a : 
TM x TJ 一 及 ,使 得 
QalT lg) pL NY), TI) YN) = Qo(X YT), YAY EToM, 

即 

Gp = (r(g ))" Wy. (3.22) 
Qs 的 TIK]- 不 变性 保证 了 如 y 的 定义 与 9 = [ 的 代表 元 9 的 选取 元 
类， 即 蚀 是 在 灶 上 定义 好 的 魏 加 度量， 从 定义 可 知 ， 黎 曼 度 甚 Q 大 
r[G)- 不 谈 的 (或 称 为 全 -不 变 的 ). 实际 上 ， 对 于 任意 的 59= [外 EC 下 
及 及 EG, 有 7T( 有 (9) = 世相 ,于是 

(rR) Og = (rg A GQ,) 
=(7()) (rR) or(g (Qn)) 
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= 何人 ”四 各 = Cro]: 


现在 假定 是 好 上 的 任意 一 个 G- 不 变 歼 癌 度 基 ， 定义 映射 oo : 
GK = GE 为 
aollyl) = [eto)], Ye /天 (3.23) 
则 有 ootl[e]) = 回 , 并 且 
oo omolls)) = [lo oo(9)] = [(g], val € G/K, 
所 以 oo 是 以 回 为 不 动 点 的 对 合 光 渭 同 肤 ， (3.23) 式 表 明 


FosT= 和 To (9.24 


由 于 Tee ; m 一 Tp 是 线性 同 构 ， 对 于 任意 的 六 € TM, 存在 
丰 Em 使 得 rc( 部 ) = 于. 因此 
(oo p(X) =(rpbjap 0 Noe (KE) = mya 0 onl X) 


一 一 se[ 欧 ) = 一 无 


即 有 
[po = id : TM 4 TM, (3.25) 
所 以 = le] 是 m 的 孤立 不 动 点 ， 
现在 需要 证 明 mm 是 14, 名 的 等 距 变 撞 . 设 [EY Tind. 
由 [3.24) 式 可 知 
rolT(DIN) =o0 (lg) = [otgh)] = [etg) : oth)] 
三 Tt = 7(o(g) oot[h]))), wh] € GK. 
因此 
on o Ty) = Tol) om WIE. 【3.26) 
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ii 


全 
Ky= (Tg aX) = (rg Dl € ToM, 


则 由 (3.26) 和 3.25) 式 ， 凡 及 日 的 人 不 变性 得 到 
(oo tig (X,Y) 
= 入 lot 人 fa] 四 人 
= 全 istmffeo)sial © TOON) pe) oo), lal ° 人 Ta 
= rt lT to (9)) ° merpldp): (TIotg)) o an}epl Fp)) 
= op Xp), tr og Dan tty)) 
= ly: Yp) = 避 [g] 谍 ， 了 了 外， 
由 于 关 ,Y € 7 时 的 任意 性 ， 故 
(oo OQ ootta) = ra Val € MH, (3.27) 
即 oo 是 等 距 变 换 . 根据 定 交 ， oo 是 好 甘于 点 卫 的 中 心 对 标 - 
对 于 任意 的 = 加 = 7(9)(p); 定义 


ve, = TI oe ono rg). {3.28) 


由 于 fo,rto 都 是 OM,Q) 上 的 等 虐 变 换 ， 所 以 we 也 是 M0) 上 
的 等 距 变 换 ， 容 易 验证 ， og 是 以 点 @ 为 孤立 不 动 反 的 中 心 于 称 . 国 
此 ， (GY/KE,@) 是 黎 晶 对称 空 间 ， 定 型 得 证 ， 

注 记 3.1 Ad[K) c GL(o) 的 紧 性 保证 了 在 GJ/K 上 全 不 变 黎 这 
库 二 0 的 存在 性 ， 但 是 GYK 关于 点 5 的 中 心 对 称 mm 与 全 不 变 称 曙 
度 基 六 的 选取 无 无 . 

由 于 tm 是 AdiK) 的 不 变 子 空间 , 眉 射 上 EK 客 (Adk)|m 是 天 在 
m 上 的 一 个 表示 ， 称 为 五 的 迷 向 表示 . 如 果 这 是 一 个 不 可 约 才 示 ， 缉 
m 没有 非 平凡 的 AdLK)- 不 变 于 空间 ， 则 在 m 上 的 A4dK- 不 变 内 积 在 
最 宁可 以 相 其 一 个 常数 因子 的 意义 下 被 唯一 确定 . 但 是 , 如 果 KK 的 迷 
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向 表示 Ad : 兵 一 GLm) 是 可 约 的 ， 则 在 m 上 有 比较 密 的 Ad[K)- 不 
瑟 肉 积 . 

注 记 3.3 从 定理 3.2 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 群 6G 通过 ge G 
Tl9) 在 G1K 上 的 作用 是 等 距 的 ， 即 保 持 屯 曼 度 量 @ 不 变 . 但 是 局 
在 G/K 上 的 这 种 作用 未 必 是 有 效 的 . 困 此 ， 还 不 能 认为 G 本 身 是 
(G/ 乒 ,名 ) 的 车 距 变换 群 的 子 拜 ， 为 了 克服 这 个 困难 ， 需 要 对 G 作 一 
些 修改 ， 令 

N= {ge G:7(g) = iderk}, 


则 六 是 乒 在 G 中 的 正规 化 子 。 可 以 让 明 ， 商 群 G/N 可 迁 地 作用 在 
GI/K 上， 而且 这 种 作用 是 有 效 的 .事实 上 ， 对 十 任意 的 ge 中, 今 


OA 有 :CA 下/ 


则 得 到 号 射 吕 :GAY 一 TIGA) 共 中 了 TIGE) 是 黎 昌 对 称 空 间 [G/K， 
咏 ) 的 等 睹 变换 群 . 进而 可 以 证 明 ，5 是 从 GIN 到 了 IGYEK) 的 一 个 闭 
子 群 的 ( 率 群 ) 同 构 ， 从 而 G/N 是 KG) 的 等 距 谈 换 祥 的 子 群 ， 证 
明 的 细节 可 参阅 参考 文献 [34, 第 211 页 |. 


39.4 黎 曙 对称 空 间 的 例子 


在 办 .1 中 已 经 知道 ， 常 曲率 字 间 在 每 一 点 都 有 中 心 对 称 ， 因而 是 
歼 曼 对称 空 间 . 本 节 的 目的 是 给 出 拿 曼 对称 宰 间 的 更 儿 例 了 于， 另 一 方 
面 ， 肥 .3 揭示 了 构造 柠 妆 对 称 空间 的 途径 ， 本 节 则 通过 例子 来 说 明 
89.3 的 理论 ， 进 而 俩 我 们 对 于 黎明 对 称 空间 有 更 深入 和 广 证 的 了 解 . 
例 4.1 每 一 个 连通 的 紧 致 李 群 部 是 蒙 曼 对称 空间 . 
设 品 是 连通 的 紧 致 李 群 ， 在 群 的 直 积 G x G 中 定义 对 但 自 同 构 
T 为 
可 的) = gan), Via g) EG x G, (4.1) 
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则 如 x 安 在 o 下 的 不 动 点 子 群 是 

kK = {0.89 9 Eo). (4.2) 
显然 下 与 避 同 构 ， 因 而 大 也 是 连通 的 紧 致 李 群 所 以 (Gx* GG, 玉 , 呈 
是 黎 昌 对 称 对 ， 祖 据 定理 3.2, 在 [x I/K 上 存在 (G x 人 不 变 葡 
虹 度 最 中, 司 得 ((Q x YK,Q) 成 为 黎 曙 对 称 空 间 ， (gg2) ECGxG 
的 FE 堪 防 集 (91, 2) K, 记 六 [mm ,02]. 

考虑 映射 :GE 一 GG, 使 得 


PN mR) = Vo) EG XO. (4.3) 


该 定 闵 是 完全 确定 的 . 事实 上 ， 如 果 [和 ,fw) 是 在 陪 集 (名 ,92)K 的 菩 
一 个 代表 元 ， 则 有 


[ms qa) (hi ha) = (97 hi 97 ha) E EK, 


即 亲生 = 好 1 和 .于 是 页 旺 : 三 生生 . 
接着 还 看 说 明 wp : (G x G)/KE 二 如 是 一 一 对 应 . 首先， 对 于 
性 意 的 g EC 显 热 有 wil,e)K) = g, 所 以 w 是 满 射 : 其 次 ， 设 
(on 9a), Ln hz) E Ox, Np (91 92 EK) = pl ha A), BW m8" = 
hj 则 9g7 hi = 和 2 1h. 于 是 
(rl, gg) hha) = (97 hg ha) EK, 


所 以 (91,92)KE = (hi,ha)K, 因此 ，w 是 单 射 

此 外 ,，?# 及 其 首 陕 射 5 昆 然 是 光 油 的 . 所 以 ,， 是 从 (GxG)/EK 
到 G 上 的 光 少 同 且 ， 因 而 映射 9%: 在 加 上 请 导出 黎 曼 度 其 Q1 = 
(一 已; 使 得 (号 成 为 殖 曼 对称 空 间 . 

下 面 进一步 讨论 如 上 的 殉 坚 度量 怠 ; 和 中 心 对 称 . 

李 群 晤 x 的 元 素 (9g1, wn) 在 整 虽 对称 空 间 (Gx G)/K 上 的 作用 
是 7lg1; 和 ,其 定义 为 


To ga (lh, ha} FE) = (C90,92) " (fh, ha)K = (mh hi, ha)k. 
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于 是 (g1,92) EX 如 在 局 上 的 作用 雯 
PoTlgi ga) oF (hh) = po Tg a)((h, e)K) 
= [mh, a) KR) = ghgr! = L,, ec Rh), Vvheg, 
其 中 2 和 必 ,-! 分 其 是 口上 的 堪 移 动 和 右 移 动 ， 所 以 
她 怠 了 全, 拓 )9 芝 ”= Ly 9 Rl. 地 下 
由 此 可 见 , 在 (Gx 加 /EK 上 的 晤 x 0- 不 变 黎 明度 量 日 通过 映射 w-! 
诱导 到 局 上 的 黎 唱 度量 局 是 双 不 恋 复 部 席 量 ， 即 在 G 的 左 移动 和 
石 移动 下 者 保持 不 变 的 得 曼 上 度 其 . 
人 朗 x G)/E 关于 人口 = [ea] = [eye)K 的 中 心 对 称 为 mm;(Gx 
GK, 根据 [$8.15) 式 趟 定 交 是 
wotlg; #3]) = (ga, 9]. (4.5) 
因而 避 美 于 的 中 心 对 称 是 
应 =wmomomp. 
所 点 
Fol9) = po 00lly, 0) = lle, 9) = 9-1. (4.6) 
设 h 是 上 中 任 党 一 点 ， 风 [x GK 美 于 全 ,a] 的 中 心 对 称 是 
Tire ss Tih, ey 立 酝 帮 己 了 (下 一 1 ,Ee). (44.7 
于 蚌 上 美 于 上 的 中 心 对 放 是 


下 一 屿 吕 Te] © 和 一 


将 它 作 用 在 g € G 上 得 到 


Srl) 一 名 o ona] lg e]) 
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过 外电 天 站 ,EDU Tih™1, etls: el)) 
=po7(h, ele, hg)) 
=p{[h, hig]) = ho!h. (1.8) 
下 面 考虑 对 应 的 李 代 数 的 分 解 , 设 8 是 如 的 李 代数 , 则 避 xG 的 
李 代 数 是 日 和 上 的 直 积 gx 9 其 中 的 李 代 数 宋 法 为 
[CX 1), CX, 3)] = 【1 二 [2 有 
YX, TY (Xa, Ta) = 日 头 量 ， 
邻 
g1 = {X00 XEQ}, t= {0,7); YY eg), 
则 和 xg 二 和 时 gy. XG 的 对 合 自 同 构 o 诱导 出 李 代 数 g xg 上 的 对 
合 自 同 构 o.:gxg 一 9 xg, 使 得 


oY)=X), WE 


于 是 所 xx 如 在 下 的 不 动 点 子 群 KK 的 李 代 数 是 


t= {[X.X); KE ga). (4.9) 
令 
m= {X,Y) Egxg oN 7) = ~-(Y,X)} 
= {(X,—X); XEN, (4.10) 
刚 有 北 性 空间 的 直 和 分 解 : 
gg=t 人 Pm. 


最 后 , 我 们 来 比较 上 作为 李 群 的 指数 映射 与 作为 黎 坚 对 称 空间 
的 指数 映射 . 设 exp :9 二 局 是 李 群 口 的 指数 映射 , exp: gx 9 地 Gx 
是 李 群 G x 避 的 指数 映射 则 有 


exp (X,Y) = (exp XexpY), VIX,Y) ESXB (41l) 


9 莹 芝 对 称 空间 的 们 了 。 1 抽 


用 Exp, : TG 二 避 表 示 避 作为 整 贤 对 称 空间 在 & 点 处 的 指数 映射 . 
根据 定理 3.1, 站 然 投影 Fr:CGxeC 一 昌 = (xi 的 切 映 船 
车 出 了 线性 同 构 


Ta mm = Ta a A. 
男 外 ， 前 面 引入 的 映射 pg: 对 = {Gx GN/KE 一 局 弟 出 了 厂 性 同 板 
Polee] :ea 时 ++ Tet. 
于 是 得 到 新 的 械 性 同 构 
的 se 日本 see :Mm 下 Le. 
任 取 三 ET Ce, 则 有 
人 om)ate,eln (YX, —X) 


d ; ; 
= on(expltX ), exp[—t%)] 


t=0 


= Fpl(erp(t),exp(—t20)) FO) 


+t 二 0h 


可 
= 二 [exp(tX). (exp(—tX))™) 
dt 4 | _ 


0 


| | 
= 下 | = YK: (4.12) 
t=D 


因此 ，m 各 G 之 间 的 对 应 基 系 是 [ 浪 , 一 玉 ) 中 2 芭 ， 

任职 芒 Eg= TG, 在 GG 中 内 单位 元 & 出 发 、 以 为 相 始 切 向 
其 的 测 地 线 是 y(t) = Exp.ltX), 另 一 方面 ， 在 tw 中 与 二 对 应 的 元 素 
是 (3 区 - x). 祖 据 定理 3.1 的 (相知 , 在 邮 上 从 点 [eej 出 发 , 以 


i (ix -3X | 为 初始 切 向 量 的 测 地 线 是 


~ (tt emp 人] ,exp (-5 
) 人 _ 一 = = = | 0 
F(t) =exp (到 3X | le, a] | p (5 ) r( 3X) 
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齐 性 空间 :GG x GG)/E 和 如 通过 映射 5 是 等 同 的 ; 同时 ，G 上 的 黎 皮 
度量 也 是 通过 名 从 区 曼 对 种 空间 (G x GE 诱导 的 ， 因 此 wc! 相 是 
口上 的 淹 地 线 ， 注 意 到 
Ea LO) = € = "i)), Pale.e] (FO)) 三 攻 三 YO, 

故 由 测 地 些 的 唯一 性 得 到 ww 55( 旨 = (由 即 

cxpltX) = Exp, (tA). {4.13) 
因此 ，Exp。 = exp :9 一 GG. 这 就 是 说 ， 在 具有 双 不 变 禾 曼 度 量 的 连通 
紧 致 李 群 上, 单 参 数 子 群 是 测 地 占 ， 而 且 马上 的 测 地 线 是 单 参 数 子 
群 的 去 移动 或 右 移动 . 如 果 六,Y 是 忆 上 的 左 不 变 切 向 量 场 , 则 区 + 
也 是 上 上 的 左下 变 切 向 基 场 ， 它 的 积分 曲线 必定 是 如 的 一 个 单 参 数 
于 和 群 的 在 移动 ， 即 它 的 积分 曲线 基 测 地 线 ， 因 此 DxvtX TY) = 0. 
利用 Dx 让 = DyY = 0, 书 及 黎 曲 联络 的 元 措 性 条 件 不 玲 得 到 

DxY = 这 Y]. (4.14) 


以 上 这 些 结果 在 第 二 章 习 题 的 第 18 是 中 就 已 径 知 道 了 ， 现 在 从 另 一 
个 明 座 重新 得 到 证 明 . 

例 4.2 人 稚 单 位 球面 5". 

根据 定名 ，n 十 1 阶 特殊 正 交 群 3Ofn 十 是 由 行列 式 汶 1 的 nt+1 
阶 正 变 罕 阵 构成 的 烙 ， 它 是 连通 的 紧 致 李 群 . 令 


Tn 0 
二 ( ) I {4,15) 
0 一 1 


其 中 于 是 下 阶 单位 算 阵 ， 则 天 = 后 即 s = 5. 定义 5:30In+ 
1 二 8Omn 十 1), 使 得 


TiAl= sds, YA ESOnt 1), ‘(4.16) 
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网 g 是 SQ{n +1) 的 对 侣 自 同 构 , 设 A E SOtn + 1) 满足 ol) = 4， 
即 s4 = 4s, 则 4 必定 可 以 写成 


BH (i 
4=( ), Beowm 
DD dts 


其 中 On) 是 n 阶 正 交 群 ， 由 此 可 见 ， 8O(n + 1) 在 对 合 自 同 构 o 下 
的 不 动 点 子 属 是 

KEK, = I 9 ) ;BE om | 空 Oi) (4.17) 

0 detB ee 
它 是 SODfm + 1) 的 闭 子 群 ， 因 而 也 是 SQfn 十 1) 的 紧 宜 子 群 。 KK; 的 
单 亿 元 连通 分 支 是 
站 

ko = J | ,五 二 sotn) | SOfm). {4.18) 

于 是 根据 定理 43.2,301n 十 1 和 SOMn 二 1)/30(n) 都 是 黎 昆 对 称 


空间 . 
众 计 周知 ， SQ 十 1) 的 李 代 数 是 


so0fln+ 1) = pe 。 区 一 一 
t+1) a 


se 
Fo 的 李 代 整 是 
E = {G6 | | = soln). (4.19) 
me 在 sotn 十 1) 上 的 作用 是 
gre {KI = gis VA ESDn+1), 
因此 


m= {XX Esoln+1): eel) = — 丰 } 


1 和。 音 蕊 章 ” 损 要 对 称 空 间 


geejre 


所 以 
dimlSDOMm + /On = dimtSOr + 1N301n) = nn. 


下 面 考 察 SO(n + 1)YSO(n) 的 几何 意 立 . 设 4ssomT+TT, 把 4 
的 每 一 列 看 作 本 +1 中 的 一 个 向 量 ， 则 4 等 同 于 在 如 中 的 一 个 单 
位 正 变 基 底 ， 4 = (oa，…… ,tw+41)， 此 时 ， 左 陪 集 [4] = 4 .Ko 就 是 
BR"*+! 中 一 族 单 位 正 交 茜 论 的 集合 : 


[4 — {lai 和 | E SO n 十 了 ]; 1 = Dr 1} 


= {4 : 人 Be sOln) | 


因此 ， [4A] 是 在 E+! 中 第 如 十 上 个 向 基 &nz1 = an+l 是 固定 的 、 并 且 
其 定向 与 {a1, 2 1 Cnt+1} = 用 的 单位 正 交 基底 (41, en 1 电 n1 的 全 体 
村 成 的 集合 .十 是 可 定义 映射 w: S50 +1)/S0in) 二 97 CC 了 +1 剧 


得 
沪 二 |) 过 六]. (4.21) 
显 热 ， 这 样 定 久 的 w 是 一 个 光裕 同 有 三， 
设 互 ESoOtn+T, 则 三 在 3SDfm+lSOm 上 的 作用 7(B) 定义 
为 
THNAD) = [B.A] = (BA KD,. 1 .22) 
用 7(B) 胡 示 B 通过 映射 吕 在 37* 上 的 诱导 必用 ， 即 有 
FB) = worlB)e wy!, (4.23) 
则 对 于 任意 的 an+l E 3"， 


tIB) Ari) = B ont (4.24} 
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其 中 右 端 是 矩阵 互 与 列 向 量 6 的 矩阵 乘积 ， 特 别 地 ， 映 射 还 可 
以 寄 示 为 
时 人 [ = 向 or = (FAN), (4.25) 
这 里 的 如 -1 表示 列 向 其 (0,… ,0,1}. 
设 四 是 SOfm+13o0 关于 加 = Ko 的 中 心 对 称 ， 则 57 关于 
把 如 +1 的 中 心 对 称 是 了 和 =?2omopr . 易 知 ，mm 的 具体 表达 式 为 


DO NTD] 一 大 0 = lsAs)Kn, 


由 1 ee 全 1 矶 | nl 
sa =8 时 
| UE nn nn nl 
LTL 1 十 
Lr i Ul 一 外 1 ma 十 1 
Mnl ht Lr i | 


ntll “一 站 有 下 nt+lnrl 


由 此 可 以 得 到 50 的 表达 式 为 


i 一 工 rl 
jo = ， 由 | | |esr. [和 4426) 
下 一 下 下 可 
T+l z+ z+! 


现在 来 求 5" 关于 任意 一 点 五 = [fw E57 的 中 心 
对 称 x. 根据 (4.25) 式 , 设 有 dE SOtn + 了 个 得 三 = (C16 
邮 4 的 最 后 一 列 元 素 所 成 的 向 量 an+l = 苹 . 那么 S57 关于 点 苇 的 中 
心 对 称 为 


Gx = FA) od0 oF(A!). 


146 ES 区 芋 对 称 室 间 

设 了 ES , 则 由 他 24) 式 可 知 
Gx(Y) = —(AsA-)Y = — AsA'Y. (4.27) 

设 问 的 第 i 行 、 第 j 列 元 素 为 aw, 刚 4s44 的 第 i 行 、 第 j 州 元 素 为 


Ti 


(AsAd')i; = > 从 让 恬 访 一 fn 二 1 nl 


蕊 三 1 
=6j 一 2dintldintl = 64) 一 dr [Ee 
由 此 可 得 
zlzrl 一 工 Dl i Dl ont 
_ Dp se! Dm pt i 
bx(Y)=| | 
25n+1r1 rng ,rninTl 一】 
三 (全 在 一 Tr. [于 .291 


现在 考察 SD(n + 了 JJ/SOfn) 和 5S" 上 的 的 曙 诬 量 . 已 知 m 和 区 ' 
是 线性 同 构 的 . 对 于 任意 的 £,%E 区 ", 令 


0 字 0D nn 
a-({ i p=( "| ei [4.30) 

一 如 0 一 这 站 

则 有 gp 1 
| 
AB = 
( 0 | 

因此 

3 (AB) = 8 = ($0, (4.31) 


其 中 人 表示 Br 中 的 标准 内 积 . 显然， -3tr(45) 是 在 m 上 的 
AdfKo)- 不 变 内 积 , 因而 它 在 SDUa+1)190(n) 上 诱导 出 一 个 SO 人 ta 十 IJ- 
不 变 狂 曙 度量， 此 外 ， 利 用 


plexp[tA). Ko) = explt A YAEm, 


9,4 装 生 对 各 空间 的 例 了 于 。 147 


并 把 五 。;:S* 等 同 于 FR", 可 以 得 到 
Poemse(4 = Adnt1 =€ [4.33] 


由 【dt31) 式 ， ps[el Tue :但 一 了 8" = Rr 是 等 中 线性 同 构 ， 因 此 
PSotm+TSOIm] 一 37 是 等 距 ， 其 中 57 具有 从 KR"*+! 的 诱导 度 
基 . 

除了 黎 曼 对 称 室 间 SO(m + USO(n) 外 ， 还 可 以 考虑 黎 吕 对称 空 
间 SOtm 十 /Oin). 这 个 空间 悟 好 是 维 实 射影 空间 民 P", 它 可 以 看 
作 是 把 5* 上 的 对 径 点 粘 台 起 来 所 得 到 的 空间 ， 训 节 不 在 此 讨论 了 ， 
请 该 音 仿 晤 SQIn + TSDfn)y 的 博 形 自己 完成 . 

例 4.3 nn 锥 双 曲 空间 H"(1). 


| 全 4 2 先 设 
Es ( 日 位 前 | 
mE 可 


On+L,1)={AeGLn+1,R); A'sA = 5|， {041 


B+! 中 的 Lorents 内 积 由 下 式 定义 ， YX = (rl wtlt,， YY = 
‘ol, ve tt) 二 E+, 有 


再 令 


(Yh = a tts sy 
不 难 知 道 ， Dfn 十 1,1) 恰好 是 Rr 了 ! 上 保持 Lorentz 肉 积 1, 不 变 
的 此 性 变换 构成 的 群 ， 通 常 称 为 Lorents 群 . 
谍 4= (ai) E Om 十 上 二 )， 则 从 由 所 误 足 的 荣 件 ds4 = s 得 到 
fd 让 由 1 二 1, 因而 det 4 = 土 1, 另外， 比较 等 武 4s = 5 两 绢 在 右 下 
莉 的 元 素 可 得 


妖 

一 ， 

2 [aint1) A (frp nt1} 三 一 ], 
i=] 
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记忆 


Th 
(antintl) =1+ Dla: wi) > 1 (4.35) 
I=1 


于 是 ， 或 者 mm+in+l 之 1, 或 者 aniintl 三 -1， 这 样 ， Lorentz 群 
Of 人 a+11) 有 4 个 连通 分 支 ， 其 中 包 舍 单位 元 的 连通 分 去 是 


=fdeomn+lii dctA= 1,0nrnt > 1). {4.36) 


G 自然 是 一 个 迷 通 李 群 ， 它 在 Lorentz 空间 "= (R11,{,")1) 上 
的 必用 局 持 超 上 曲面 


H"(D) = {X= (5, ,re wt, (X, A) = 1, 5"t! >» 0) 
[4.37) 
不 变 ， Lorentz 内 积 ,在 HMil) 上 诱导 了 一 个 正定 的 黎 芝 度 址 go, 
相应 的 歼 晶 流 撒 五 "(1) = [HM(1),g) 就 是 所 谓 的 n 维 双 曲 空 间 ! 夯 看 
带 二 章 的 例 2 3 定 儿 有 昨 射 5 :如 二 局, 使 得 


stdl=ads, vdieo, 
则 = 是 GG 上 的 对 合 自 同 构 . 利用 Lorentz 群 的 定 必 得 扼 
olA) = ads = (Mt, AtaAd} .3 = (4A,, 


即 o 在 GG 上 的 作用 是 近 4 映射 为 它 的 转 置 道 短 泗 . 因此 ， 忆 在 = 下 
的 不 动 点 子 群 是 


K, = {AEG: old) = A}=ONO(+ 1). (4.38) 
于 是 ， 4 E 天 。 当 且 仅 当 4 靖 足 下 列 条 件 


3A4=As Ali=At, detA=1l, aniintHi21. 


(1) 


由 此 得 到 
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其 中 号 ESoO(m. 因此 Ks 与 SOUm) 同和 攀 ， 从 市 Ks 也 是 紧 束 的 连通 
李 群 ， 可 见 (G, 此 y ,0) 是 一 个 黎 曙 对称 对 ， 已/ 天 v 是 一 个 得 曼 对 种 宝 
间 . 

设 六 

= Lai<nt+l, 

则 { 雷 } 是 在 型 1+! 中 的 一 个 单位 正 变 基 底 ， 李 和 群 上 中 的 元 素 4 被 看 
作 和 n+ 1 个 列 向 指 fa ansi; 它们 构成 四- 的 一 个 单位 正 效 基 
底 {oi;}, 并 且 {a;1]} 与 { 而 } 有 相同 的 定向 ;同时 ， an 和 而 +1 一 样 ， 
都 是 “指向 未 来 ”的 类 时 向 量 [如 果 向 量 wE 现 ” 满足 fo <<0, 则 
称 它 为 业 时 向 量 ; 如 果 差 时 向 其 vE 好 的 最 后 一 个 分 量 大 于 0, 则 
称 它 是 指向 未 来 的 ). 因此 ，G 可 以 等 同 于 Lorentz 向 量 空间 豌 1 中 
人 全体 定向 与 { 点 上 } 一 致 , 其 展 后 一 个 癌 节 是 指向 未 紊 的 类 时 向 其 的 单位 
正 交 基 麻 {ai} 的 华 合 . 在 这 个 意 祥 下 ， 辫 陪 集 [可 = AE 是 该 集 各 
中 最后 一 个 向 基 相 同 且 等 于 oan+i 的 单位 正 变 基底 构成 的 子 梨 人 台 ;， 在 
该 于 集中 ,任意 两 个 单位 正 充 基 底 的 前 nt 个 向 量 之 间 忆 差 一 个 保持 定 
向 的 正 变 变 换 ， 于 大 我 们 可 以 定 六 映射 


p:G/Ke 3 H"(), 


使 得 
PE ) = 二 1 三 A 二 本 ”人 1 {4.39] 


很 明显 ， 吕 是 从 GY/Ke 到 M1) 的 光滑 同 肛 ， 

与 例 4.2 类 和 候 ,可 以 具体 地 构造 出 上 /KK。 上 的 避 - 不 变 收 过 度量 ， 
使 得 p 是 从 获 显 对 移 空 间 上 /Ks 到 骏 曲 空间 "M1) 的 光 请 等 距 ， 同 
上 时， 也 可 以 把 "(1) 关于 任意 一 点 下 E HH") 的 中 心 对 称 用 矩阵 表 
示 出 来 ,细节 贸 答 读 者 作 为 练习 ， 

例 起 44 Grassmann 流 形 Grfp 二 pp) 

在 这 里 ， Grassmann 流 形 GriP 十 和 中 是 指 王 ** 中 全 位 有 向 的 了 
维 子 空间 所 桔 成 的 光滑 流 形 . 
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设 口 =80 丰 十 呈 全 


0 
sp.4 = ( I wl (4.40) 
刚 显 然 有 Epson 三 五 + 定义 遇 射 90: 一口 如 下 : 
oA) = spadeps, WAEO, (4.41) 
则 = 是 吕 的 一 个 对 全 自 同 构 ， 


为 了 求 得 如 在 5 下 的 不 动 点 于 群 将 4E 如 写成 分 块 沧 阵 
a 人 | 
A da 
其 中 4 和 4as 分 别 是 p 阶 和 gg 阶 万 阵 ， 十 是 有 


/ dt -A 
TA) = Ep oddsp, = Le A 。 册 23 


辐 遍 ， gi 中 二 44 当 且 仅 当 .dis 和 dy 都 是 零 江 阵 ， 所 以 
劝 | 说 : 
Ks = {( ee 上 A1 E Op), A € OFq), dot A , det As = 上 
空 
i4.d2) 
显然 Ko 是 30fp+ 四 的 紧 致 子 压 ， 它 有 两 个 连通 分 支 ， 其 中 也 会 单 
位 元 的 连通 划 克 是 
A 0 . | ; 
fiv = {( ad ) ; .4 EE SOlp), da E sog) | SO) x SOr9). 
(4.49) 


由 此 可 见 Kw 是 SO(p++ 遇 的 紧 致 子 群 因此， 【SO 人 + 的 Ko,o0) 和 


(SDOfp 十 们 ,Hr,9) 窜 是 窗 曙 对 称 对 ， 相 应 的 黎 盈 对称 空间 是 SQ[p 十 
a /Eo 利 30tp+ Eo. 

下 面 建立 歼 受 对 称 空 间 SOfp 十 /Eo 的 几何 模型 . 妊 意 的 4 E 
SP 十 下 部 可 以 看 作 在 Rr 中 与 标准 基底 {5} 有 具有 相同 定向 的 


单位 正 交 基 席 {a1,… ,at 所 以 左 陪 集 [4j = AKo 中 的 元 素 是 在 
Retr 中 与 {5:} 定向 相符 的 单位 正 交 基底 {8}, 其 中 {51,.… ,如 与 
{a ;9p) 只 盖 一 个 保定 向 的 正 交 变换 ， 他 :bt 与 fap 
… ,Ggta】 只 兰 一 个 保定 向 的 正 交 迹 换 。 因 此 ， 可 以 定 文 两 个 晚 射 ， 


二 


PEO FD Ro + Grip + ,7), 
Ppa: SO + ao) /eo = Grip+ ,0), 


使 得 


1([A)) =Span™ Tan ,0p 
at 出 ) =Span™ fap+1 ap+g [4 .43 


其 中 Span” 表示 所 张 成 的 于 空间 是 有 向 子 空间 ， 
注意 到 SOp+D) 在 Grip++9,p) 和 Grip+g,9) 上 分 别 有 可 迁 的 必 
几 , 它 在 固定 点 wi {ps9]) 和 wozl[Ip+4gj) 的 迷 向 于 群 是 Ko, 因此 :ls 
都 是 光 潮 同 脖 ， 特 别 地 ， Grfp 二 5p) 和 Grp 二 9g,q) 是 光 请 同 胜 的 . 
现在 考察 Grtp 十 yp) 上 的 中 心 对 称 。 设 
T3000pP+ 30P+n ko 


是 自 和 热 投影 ，O = wle) = fo, 0 = pi[0) = Span + 人 而 ,… ,如 }. 对 称 
宇 间 30(p + /Ko 关于 点 总 的 中 心 对 称 是 


OCT = rotd)) = [Endep = (Ep Aep,g) Fao; 
Grp 十 中 关于 口 的 中 心 对 称 是 
5 = Pi o op opi. 
着 设 久 = Span [fa ,ap} = 后 人) 4ESO 人 十 人 则 


do(X) = pilley,s Aepg]) = Spant {8&1 ,EH,}, (4.45) 


152 贡 思 辣 栋 时 对 称 空 间 加 
其 中 
(本 一 Ed sp), i4.46) 
部 
上 11 NT ly cil ee Ly 
pl es gp a pl ee Up 
Gptll ''* dptrirp pHll * THUprip 
Rotml 7 pap } Upryl 


在 几何 上 ，5o( 玉 ) 愉 好 是 子 空间 XX 关于 子 空间 全 = Span + {而 ,-… ,十 } 
作 科 像 对 称 所 得 到 前 于 空间 

现在 关 = wil) = [F(AWIO', 其 中 44€30(p++0), (加 是 4 在 
Qrip 十 PD) 上 的 庄 导 作用 ， 则 Grp 十 全 避 关于 二 的 中 心 对 称 为 


jx = FA) oF oF(A 1), 
对 于 下 = Spant{h, ,do} = on llB)), Be 30¢tp+ 0), 则 有 


Fx{Y) = (Aep.g A 8B)). 


记 
, f Ji 好 Iz 
上 本 
则 
二 上 "24 D™ 7 ] 4 
EPE 一 \\ 中 | 249 | 
,fl se) (1 | 4 | r 
= 二 , Ln 中 
a, Lp 训 a eg 
| at 1 和 1 
三 党 | | | 
ai 2121 7/ 
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也 就 是 
本 
(Aep od)s; = 23 人 — diy. {4.447) 
k= 
因此 ， 如 时令 
be = (hs bprgr), be = (bg ,Bros), 1Ekep, 
出 [ 
xf = Span+{ 机 ,如 |， [4.48) 
其 中 
BT 及 
ba= (Ee bii ] 十 和 ] 所 
了 三 】 4 一 ] 


例 4.5 1 维 复 身影 空间 避 Pn"， 
设 吕 =Stm+DT 是 由 行列 式 为 1 的 m+1l 阶 本 窍 阵 构 成 的 滋 法 
群 ， 则 如 是 一 个 连通 李 群 ， 设 


有 00" 
3 = [由 和) 


并 定义 映射 = :局 一 喇 使 得 
oA) = oAs, VAESUIN+1', (4.50] 
蚂 过 直接 计算 可 以 得 到 关于 a 的 不 动 点 于 群 为 
hE BEUnj dew bdtB=1leUn. (451) 
:= 人 人 | E Im), 0 EW, -det i Tiny. [4.51 1 
由 于 Ks 是 紧 致 连通 李 群 ， (SUln + 1), 上 Ej,a] 是 黎 曼 对称 对 ， 因 而 
SUtn + 1 后 。 是 笋 部 对 称 空间 . 


为 看 清楚 SUIn + 1D/Ks 和 维 复 射影 空间 CP" 之 问 的 关系 ， 
在 1 中 到 标准 的 Hermite 内 积 站, 凤 有 


(一 (4.52) 


其 中 "+! 中 的 元 素 表 示 为 列 疝 量 , 这 样 ， 在 把 矩阵 4E SU(n+DT] 的 
每 一 列 看 作 "+! 中 的 一 个 向 量 时 ， 4 对 应 于 1 中 行列 式 为 1 的 
Hermite 单位 正 交 基底 falt,…… .an+1}. 在 这 个 意义 下 , 正 陪 梨 [各 = 
Ks, 是 C+! 中 入 足以 下 某 件 的 Hermite 单位 正 变 基底 181,…… ,Gan+l] 
的 集训 ， 存 在 BE Uln)., 使 得 

(Bis) = C010 on) BB dt) ony1. (4.53) 
因此 ， 能 遂 定 兰 映 射 wp : SUin 二 TAKE 二 心 P"*, 使 得 

ef) = Spane{anns), (4 


上 式 右 端 表 示 在 C"*! 中 由 非 零 向 其 ai+1 张 成 的 一 维 复 子 空间 ( 即 
在 "+1 中 通过 原点 、 并 且 由 an+1 确定 的 复 直 线 ). 显而易见 ， 吕 是 
SUln + 1)/Ko 和 CP" 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ， 事实 上 ， yw 显然 是 满 
射 . 为 了 说 明 吕 是 单 射 ,假设 4.4s SU +1Di 并 且 wd) = ea)， 
即 
Span cfan+lj = Spaneclinti). 

于 是 ， 存 在 复 米 六 满足 mil = ban+l1， 由 于 nni| = |an+i| = 1 
必 有 上 = 1 袁 而 ， Spancfait ,an 利 Spancfia，… ,ai 拘 与 
Spancrfan4i 三 Spanr 慎 1 是 Hermite 正 变 的 ， 碘 


Spanclal…… ,an = Spanc{ii, an 上 
这 样 ， {af ,anj 和 [fa ,ia 作为 同一 个 n 维 复 向 量 空间 的 
Hermite 单位 正 交 基底 至 志 相 差 一 个 西 变 搞 ， 即 存在 BE€ Uln), 但 得 
Wr :rn > (a ,nlB. 

因为 det4 = det =1, 故 有 bdet B= 1. 这 意味 着 4E 4.K; = [， 
即 [ 相 = Dd. 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 复 射影 空间 CP* 也 可 以 等 同 于 Utn 十 
DUn) x UL . 但 是 ， 此 时 Utn 十 1 在 CE" 上 的 作用 不 是 有 效 的 ， 
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一 一 一 一 一 


而 SU +1l) 在 CP* 上 的 作用 “几乎 " 是 有 效 的 【几乎 有 效 作用 的 意 
六 是 ,在 3U{n +1) 中 由 在 人 P* 上 的 作用 为 恒 同 映射 的 元 素 所 构成 的 
于 群 荐 离散 的 ， 可 参阅 盎 考 文献 [29, VolLI, 第 187 而 ]). 


89.5 正 交 对 称 李 代数 


在 前 面 生 节 中 对 于 黎 虹 对 称 空间 的 概念 . 性质 及 其 结构 已 经 作 了 
话 细 的 介绍 , 由 于 获 曙 对 称 空间 己 色 归结 为 黎 曙 对 称 对 一 一 一 对 李 群 
和 地 群 的 一 个 对 会 自 同 构 ， 所 以 魏 晕 对 称 空间 可 以 进一步 归 纤 为 李 代 
北 问 是 进行 研究 ， 从 获 吕 对 称 空 间 理论 的 现状 来 看 ， 凡 是 对 于 袭 虹 对 
称 空间 的 深入 研究 ,比如 笋 曼 对 称 空 间 的 分 解 , 分 类 , 对 侦 性 等 等 , 者 
无 一 例外 地 涉及 李 代 数 的 理论 ， 特 别 是 实 半 单 李 民 数 的 理论 ， 凡 是 比 
较 桨 刻 地 运用 黎 曙 对 称 空间 理论 进行 几何 .分析 的 研究 ， 同 样 无 一 例 
外 地 要 用 到 李 代 散 理 论 ， 但 是 ， 要 在 这 里 详细 地 介 绷 李 代 数 ， 特 别 是 
实 半 单 李 代 数理 论 是 不 可 能 的 . 本 节 的 目标 是 建立 歼 曙 对 称 空间 和 地 
代数 理论 之 间 的 联系 ; 同时 , 在 部 述 了 李 代 数 的 有 关 概 念 之 后 , 简要 地 
外 绍 整 曼 对 称 空 间 的 分 解 和 对 侦 性 等 概念 . 为 此 本 节 的 内 容 远 不 是 完 
备 的 . 但 是 为 读者 丁 解散 曙 对称 空间 与 实 半 单 李 代数 理论 的 联系 名 前 
出 一 条 清晰 的 轮 亡 .基于 本 代数 的 译 入 探讨 可 以 参阅 佑 考 立 献 111] 、 
[10] 和 [2d]. 


9.5.1 正 变 对 称 李 民 数 的 定义 


设 (GG ,Ko) 是 的 曙 对 称 对 ， 其 中 og:G 刁 局 是 GG 上 的 对 合 自 同 
构 ， 使 得 Ko CE CK: 并 且 Ad(K) 是 一 般 线 性 群 GLig) 的 紧 致 子 
群 ,其 中 昌 是 安 的 李 代 数 . 同时 , 映射 o 在 单位 元 e 处 的 切 映 射 q.。 
人 * 烃 李 代 数 g 的 对 合 目 同 构 we : 引 一 和 为 方便 起 见 ， 在 下 面 仍 杖 把 
gze 记忆 5, 并 宙 用 轩 .3 的 记 法 ， 定 名 


t= {XEg olX) = xX}, 5.1) 
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m= {XEg: ol) = 一 下 ]， 【5.2 


则 由 定理 3.1 的 结论 (由 ,t 是 下 的 李 代 数 ， 并 且 线 性 空间 g 有 让 和 分 


解 
下 三 EB mm; (5.3) 


同时 ，E 和 m 还 满足 关系 式 
Ee lm cm, fm,met, 155.4) 
我 们 知道 ， 一 般 起 性 群 GL(g) 的 李 代 数 是 Homig) = 关 (g; 遇 , 并 
且 李 代数 的 乘法 是 
[BJ=AaB- BoA, vA,BEHomlg). 
现在 , 李 群 Ad(LK) 是 GL(g) 的 李子 群 , 故 Ad( 五 ) 的 李 代数 是 Hom(g) 


揭 这 子 代 歼 ， 记 成 adek. 实际 上 ， 若 设 天 Et 则 alt) = explt2) EK， 
于 是 上 diaft) E GLig), 并 且 对 于 性 意 的 YEg 有 


Ad(lal DY = (Lect)e o (Ratty-1)#(Y). 
这 样 ， 由 于 g 是 由 G 的 去 不 变 向 量 场 构成 的 李 代 茹 ， 故 


站 | 本 2 
二 | AdfaftTPY = [X,Y 
Br), (att)) (7 = [X, I 


adg 是 线性 变 的 


adg 半 三 3 aAdialty) :9 (5.5) 
tl 


因此 ad = {ady 革 , 革 E 引 CC Hom(g). 由 于 对 于 任意 的 X,Y Et ZE 
9 有 


adoX oadoF (2) — adgY o adyX(2) = [上 [下 一 [二 ,下 
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= [[X,Y], 2) = adallX, 1])L2), 


即 
[adygX ,adyY] = ado([X, YF]). 


由 此 可 见 ，adgt 是 Homtg) 的 子 代数 , 它 是 AdK 的 李 民 数 , 反 过 来 ， 
AdK 的 单位 元 连通 分 支 是 Homlgl 的 于 代数 adgt 在 GL(9) 中 所 对 应 
的 连通 李子 群 . 所 以 , 在 笋 曼 对 称 对 的 定义 中 关于 李 群 Ad(K) Cc GL(g) 
的 尝 臻 性 要 求 可 以 替换 成 李 代 数 ad 出 C IIomfg] 在 GEL) 中 所 对 应 
的 连通 李子 旭 的 紧 致 性 ， 因 此 ， 可 以 引入 下 面 的 定 双 ， 

定 光 5.1 设 g 是 一 个 实 李 代数 ，o 是 g 的 一 个 对 人 台 自 同 构 , 上 是 
9 在 o 的 作用 下 的 不 动 点 构成 的 李子 代数 , 即 t = {Eg olX) = 工 }. 
如 果 ad 全 C Hom(g) 在 GLlg) 中 所 对 应 的 连通 李子 辞 是 紧 致 的 ， 则 
称 (B,e) 是 一 个 正 交 对 称 李 代数 . 

设 (g,o) 是 一 个 正 交 对 称 术 代数， Cig) 是 g 的 中 心 ， 即 


CIO) = {Eg [X,Y =0, YY & gl}. 


如 上 朵 tN Cig) = {0}, 则 称 1g,o) 是 有 效 的 正 交 对 称 李 代数 ， 

定义 5.2 设 (g,0) 是 正 交 对 称 李 代数 ， 如 果 存 在 连通 李 隘 G 和 
它 的 李子 群 疼 使 得 对 应 的 李 代 数 分 别 是 g 和 ,其 中 t 是 g 在 5 下 的 
不 动 点 构成 的 李子 代数 , 则 称 (G,K) 是 与 正 交 对 称 李 代 数 (g,0) 伴 陵 
的 李 群 对 , 

定理 5.1 设 (g,o) 是 正 交 对 称 李 代 数 ， 忆 是 以 为 李 代数 的 音 
连通 李 群 ， 天 是 于 代数 tc g 在 G 中 所 对 应 的 连通 李子 群 , 则 庆 是 
G 闭 子 群 ， 并 且 o 可 以 提升 为 G 上 的 对 合 自 同 构 ( 仍 记 为 0), 使 得 
[G, 太 ,a) 成 为 称 曙 对 称 对 ， 因 而 G/ 访 是 单 连 通 的 袭 曼 对 称 空间 . 

证 明 根据 李 群 和 李 民 数 的 一 般 理 论 (参看 参考 交 献 [12]), 存在 李 
群 忆 的 解析 同 态 6: 扣 一 已 使 得 于 =o. 出 = 设 旱 知 节 == 记 . 
所 以 是 G 的 对 合 自 同 构 ， 为 了 方便 起 见 ， 仍 然 把 # 记 为 "， 不 难 
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看 出 ， 下 是 o 的 不 动 点 子 用 站。 的 单位 元 连通 分 支 ， 因 而 是 女 的 
闭 子 群 ， 因 此 ， Ad( 下 ) 是 GLI9) 的 连通 李子 群 ， 而 且 凡 adu 人 多 为 其 
李 代 数 . 根据 止 交 对 称 李 代数 所 满足 的 条 忻 ， Adi 直 ) 是 紧 致 的 ， 故 
{C, 五 ,rz) 是 复 友 对 称 对 ， 

下 面 证 明 莹 曙 对 称 空 间 名 / 度 的 单 连 通 性 ,用 并 : 己 一 疡 /所 记 自 
然 投 影 ， 设 7 由 (0 tt 是 YK 中 以 (Ee) = 天 为 基点 的 任意 一 条 
闭路 径 ， 则 在 中 存在 一 条 睹 径 (各 (0 < 上 < 了, 使 得 完全 个) = (0) 
特别 地 ， 刘 (5(0)) = 者 (0)) = 下, 即 节 0] ,所 中 三才. 由 天 的 连通 性 可 
知 ， 在 丰 中 存在 路 径 BF(#)(0 < t < 1) 连接 3#0) 和 DO. 令 


(2), DD = 
2 EE re 表 
人 人) 二 


Poe 一 1), ; <t<1, 

则 怖 由 (0 所 t 世 了 是 避 中 的 疗 路 径 ， 并 且 直 [ 负 ) = .因为 局 是 单 连 
通 前 ， 所 以 霹 同 伦 于 一 点 0, 因而 也 同 伦 于 一 点 计 ( 守 0)) = 讲 (e). 
这 就 证 明了 妃 /下 是 单 连 通 的 ， 证 毕 . 

注 记 5.1 如果 (G,AK) 是 与 正 变 对 称 李 代数 (9g:=) 伴随 的 李 群 
对 ,并且 玖 是 安 的 连通 闭 子 群 ， 刚 避 / 关 是 如 /下 的 通用 杆 琶 空间 ， 
因而 G/E 是 局 部 对 称 黎 曼 空 间 . 

事实 上 , 因为 妃 和 已 有 诊 同 的 李 代数 g, 所 以 有 覆 琶 映射 pe: 一 
,使 得 pve = 这 :9 于 和 令 语 二 yt), 则 地 是 GG 的 李 于 群 ， 对 
应 的 李 代数 是 但 是 辫 是 马 内 以 为 李 代 赦 的 连通 李子 群 ， 所 以 所 
是 Kl 的 单位 元 连通 分 支 ， 因 而 避 /E 是 GG/ Ki 的 覆 登 空间 ， 定 尽 峡 
射 记 :GE 一 全/ 下, 使 得 GO = 9 下. 则 容易 证 明 : 各 是 一 个 
光 谓 同 卫 (参看 本 章 习 题 第 17 是 ], 从 而 GYK 是 GIK 的 栈 般 空间. 
由 于 如 在 怠 / 下 上 的 作用 是 可 迁 的 等 距 变 换 ， 在 G/K 上 能 够 引进 黎 
坚 度 二 ,使 得 /EK 是 GIE 的 黎 呈 赣 秋 空间 . 最 后 ,由 于 上 覆 杰 了 贞 射 部 
是 局 部 等 距 ， 故 G/EKE 是 局 部 对 称 获 最 空间 . 

定理 5.1 意味 着 ， 对 移居 对 称 空 间 的 研究 可 以 归 销 为 对 实 李 代 获 
及 其 对 合 自 同 构 的 研究 ， 
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9.5,2 李 代 数 的 一 些 基本 概念 


汶 了 斤 述 萤 四 对 称 空间 的 分 解 定理 ， 洁 简要 地 介绍 关于 达 代 数 的 
几 个 基本 概念 
设 是 一 个 有 限 维 李 代 数 ， ad :6 一 Homlg) 是 g 的 伴随 囊 示 . 
对 于 任意 的 和 ,Ye 9g 定义 
BUX,Y) = tr(adX oadY), (5.0) 
则 BB 是 g 上 的 对 称 双 线性 了 区 数 ， 称 为 g 的 Killing 形式 . 它 在 arig 的 
必用 下 是 不 变 的 ， 即 有 下 列 恒 等 式 : 


Blad(X)Y, 2)+ BOY,ad(X)Z)=0, YK,YZEeg (57 


襄 日 是 非 交 挽 李 代数 .如 叶 g 不 舍 有 尾 何 非 平凡 理想 ， 则 称 m 是 
单 李 代 数 . 如 果 g 能 够 分 解 为 一 些 单 理想 的 直 利 ， 则 称 g 是 半 单 李 代 
数 . 一 个 李 群 称 为 单 李 群 (或 半 单 李 群 ), 如 果 它 的 村 代数 是 单 李 代 数 
[或 半 单 李 代 数 1]， 另 外， 地 代数 的 半 单 性 可 以 用 它 的 Killing 形式 来 刻 
画 . 事实 上 ， 有 下 面 的 准则 (参看 参考 文献 [24]): 

Cartan 准则 李 代 数 g 是 半 单 李 代 数 当 旦 仅 当 g 的 Killing 形式 
妃 是 非 退 化 的 . 

此 外 ， 如 果 日 可 以 分 解 为 单 理想 直 和 

日 三 月 时 各 印 ， {5.8) 
那 各 
Blgn 8) 一向， Dj, (5.9) 
并 且 B 在 g; 上 的 限制 恰好 是 gi 的 Killing 形式 . 

以 上 这 些 结论 对 于 复 李 忧 数 和 实 术 代 数 都 是 成 立 的 . 

届 9 是 实 李 代数 ， 日 是 日 的 李子 代数 ， 如 果 adph c Homig) 在 
GL(g) 中 所 对 应 的 连通 李 于 辞 是 紧 致 的 , 则 称 " 是 g 的 紧 致 谋 人 子 代 
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数 . 若 [g,0) 是 一 个 正 交 对 称 李 代数 ， 则 g 在 = 作用 下 的 不 动 点 构成 
的 子 代数 是 g 的 一 个 紧 致 租 入 于 代数 ， 特 别 地 ， 当 李 代 数 g 是 它 目 
已 的 紧 致 售 六子 代 数 时 ， 则 称 g 是 紧 致 李 代 数 . 由 此 可 见 ， 李 代 吉 9g 
是 紧 致 的 当 旦 仅 当 adg 在 GLIg) 中 所 对 应 的 连通 李子 群 是 紧 致 的 . 可 
以 证 明 ， 李 代数 g 是 紧 致 的 当 且 仅 当 存在 一 个 紧 致 的 李 群 G, 使 得 C 
的 李 代 数 与 g 同 构 . 因此 ， 紧 致 李 群 的 李 代 数 是 紧 臻 的 ， 而 景致 李 代 
数 必 是 紧 致 李 群 的 李 代 数 ， 

同样 ， 可 以 用 Killing 形式 的 特性 这 判断 李 尼 数 的 紧 致 性 ， 即 ， 幸 
代数 g 尽 竖 致 的 当 且 仅 当 它 的 Killing 形式 是 半 负 定 的 . 因此 ， 如 果 5 
是 紧 致 的 半 单 李 民 数 ， 刚 它 的 Killing 形式 8B 是 负 定 的 ， 从 而 - 瑟 是 
9 上 的 adg- 不 变 的 欧 氏 内 简 . 

假定 日 是 实 李 代数 ,将 g 作为 立身 二 空间 进行 复 化 ， 得 到 各 向 其 
空间 号 , 其 中 的 元 素 可 以 表示 为 革 十 v=]Y,X,Y Eg. 把 g 中 的 李 代 
数 乘 法 {括号 积 ) 作 复线 性 扩充 合 之 成 为 复 向 蕙 空间 上 中 的 括号 积 ， 
即 令 


[Xt VT, Xs 十 Y 一 1 玖 ] 
={[X1, Xa] ~ [Yi, ToD) + v1([X, Y3] + [中 (5.10) 


则 容易 验证 g" 关于 括号 积 [5.10) 成 为 揽 李 代数 ， 竹 为 实 李 代 上 g 的 
复 化 李 代 数 . 

反 过 来 ， 设 8 是 复 李 代数 ， 如 果 存 在 实 李 代数 g, 使 得 # = 9 ， 则 
称 g 是 § 的 一 个 实 形 式 ， 当然 ， 一 般 说 来 ， 复 李 代 救 未 必 有 实 形 却 
(注意 ， 这 一 点 与 复 向 寺 空 间 必 有 实 形式 不 同 . 很 明显 ， 复 李 代 数 生 有 
实 形 式 的 充分 必要 条 忻 是 它 有 一 个 基底 ,使得 在 该 基底 下 对 应 的 结构 
常数 是 实数 ); 而 且 在 有 实 形式 的 情况 下 ， 它 的 实 形 式 在 同 构 意义 下 也 
未 必 蚌 唯一 的 ， 一 个 重要 的 结论 是 ， 复 半 单 不 代数 必 有 荣 致 实 形 式 ， 
并 且 它 的 紧 致 实 形 式 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 ( 郑 看 参考 文献 上 9, 第 175 
页 ]). 
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设 g* 及 实 李 代数 9 的 复 化 李 代 数 ， 定 广 上 映射 r :时 汪 区 ,使 得 
T(E+V-1r)= XR- V1lYr, viYeng, (5.11) 


称 为 在 上 关于 它 的 实 形 式 g 的 共 辐 映射 
共 能 映射 + 具有 下 询 性 质 ， 
于 [十 了 三 了 和) 二 于， TE)) = [ri rE)), 
ToOTSEid Tav) = Gr), 
其 中 所 了 Eg5,a eC 因此， 是 5 作为 实 李 代数 的 对 合 自 同 构 ， 
但 不 是 电 作为 复 李 代数 的 自 辣 构 . 满足 条 性 5.12) 的 映射 > 苏 为 复 
李 代 数 咏 的 半 对 合 . 易 知 ， 对 的 实 形式 日 是 半 对 人 台 T 的 不 动 点 入. 

反 过 来 ， 如 果 7 是 复 李 代数 天 的 一 个 半 对 合 ， 用 上 襄 示 五 的 
不 动 点 集 ， 则 gi 必定 是 入 的 一 个 实 形式 ， 并 且 六 是 在 虹 上 甘于 外 
的 共 辆 映射 . 

由 于 g* 的 Kiling 形式 B 在 它 的 实 形 式 9 上 的 限制 众 好 是 实 椰 
代数 g 的 Killing 形式 (参阅 至 考 交 献 [1 , 所 以 划 是 半 单 的 当 且 仅 当 
其 复 化 李 民 茹 g 是 半 单 的 .由 此 可 见 ， 复 半 单 李 代 数 的 紧 致 实 形式 
是 一 个 紧 束 的 半 单 李 代 数 ， 因 而 复 半 卑 李 代数 的 孜 iling 形式 在 其 坚 
致 实 形 式 上 的 限制 基 负 和 定 的 . 

9.5.3 artamn 分 解 


定 头 5.3 设 g 是 实 半 单 李 代数 .如 采 g 有 作为 同 基 空 间 的 直 和 和 
分 解 


(5.12) 


自 三 卡 囊 训 ， (5,13) 
使 得 + 是 g 的 于 代数， 并 且 8v=Im 是 多 的 紧 至 实 形 式 ， 则 称 分 
解 式 [5.13) 是 李 代 数 g 的 一 个 Cartan 分 解 . 
命题 5.2 (Cartan 引 理 ) 设 8 是 实 半 单 李 代数 ，o 是 在 复 化 村 
代数 只 上 关于 g 的 上 共 恩 映射 则 在 o 中 存在 一 个 紧 致 半 单 的 实 形式 
go; 使 得 go 在 c 的 作用 下 是 不 变 的 . 
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分 解 的 存在 性 是 此 靖 题 (Cartan 引 理 ) 的 推论 ， 理 由 如 下 : 

设 在 六 上 关于 gn 的 共 罗 算 子 是 7, 那么 gm 在 = 的 作用 下 的 不 变 
性 意味 荐 9 在 7 的 作用 下 的 下 变性， 并且 roc = oo7, 实际 上 ， 设 
太 忆 轴 则 (XO) = XX. 由 于 pn 是 的 的 实 形 式 ， 故 * 可 以 表示 为 


El Xs, 

其 中 ,Xo E go- 因此 ， 由 (5.12) 式 得 到 

aK FvIX) = Xt vl N=) -voloN). (5.14) 
由 于 gn 在 90 的 作用 下 不 变 ，o(X1),olXa) & go, 固 而 由 司 ,14) 式 得 到 

zf = XL, af) = 一 全 
另外 ， 将 了 作用 计 七 上 又 得 到 
TX) = 下 一 一 LT Ya = Ki- Wl1X, 

固 此 


gor(K) =of - Y 一 Ia) 三 e+wIc0to) 
= mn W 一 上 Na 一 天才 上 


这 意味 着 7LX) Eg 类 做 的 论证 还 说 明 re7 =790. 

记 4=g07 二 Tog :二 + 四 ; 则 4 是 玉 的 对 合 自 同 构 ， 并且 保 
持 实 形式 g 不 变 ， 固 而 也 是 实 李 代数 9 的 对 全 自 同 构 . 用 书 m 分 别 表 
示 日 在 对 合 目 同 档 总 的 作用 下 对 庶 于 特征 值 1 和 -1 的 特征 于 空间 ， 
十 是 有 向 量 空 间 的 直 和 分 解 


9 = 外 m. (5.15} 
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不 准 得 知 ， 
起 有 
go = Vlm. (m16) 

由 定 多 5.3 可 知 ， (5.15) 是 9 的 一 个 Cartan 分 解 ， 晚 射 8 :gc -3 把 
称 为 8 的 Cartan 对 合 ， 

正 交 对 称 李 代数 和 实 半 单 李 代数 的 Cartan 分 解 有 密切 的 联系 ， 
下 面 特 用 例子 来 说 明 ， 先 毅 述 正 交 对 称 李 代数 的 性 质 . 

定理 5.3 设 (g,r) 是 正 交 对 称 李 代数 ， 令 

E={IXERoN)=XT), m= {Xepg 0X) = —X). 


则 下 述 铺 论 成 立 : 
(1) g 有 向 址 空间 的 直 和 分 解 ， g = 外 旬 m: 
2} bE cE tm cm, mm ct; 
(3) 8g 的 Killing 形 趟 总 在 # 上 的 限制 是 半 负 定 的 ， 即 有 
BIX,X)<O, VEEelk, (5.17) 
并 是 {和 mm 关于 上 B 是 和 蕉 此 正 交 的 ， 即 
Blt,m) = 0]; (5.18&) 


(4) 如 果 (g,9) 是 有 就 的 ， 则 B 在 上 上 的 限制 是 负 定 的 ， 

证 明 上 面 的 (1) 和 (2) 在 本 节 的 开头 部 分 已 经 验证 过 了 ,， 在 此 不 
再 重复 ， 

(3) 因为 adg(0 Hom(g) 在 变换 和 铭 GLig) 中 所 对 应 的 连通 李子 
群 oxp (adot) 是 贤 至 李 群 ， 所 以 在 g 上 存在 expladot)- 不 变 的 欧 开 内 
积 ， 记 为 @@. 因此 ， 对 于 任意 的 站 Et 和 ZE&Eg 有 


wlexptladyT] YexptladygX). 2) = WF 2) WW. 
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其 中 exp ttadpX) .YY 是 指 exp tlady geE GL(g) 作为 g 到 自身 的 雍 性 
变换 在 Y & g 上 的 作用 ， 对 上 上 求 导 并 设 + = 由 则 得 


由 ade 愉 是 g 上 的 反对 称 总 性 变换 . 因此 ,在 9 中 关于 外 的 单位 正 交 
基底 下 ， 线 性 变换 ads[XE 昌 的 矩阵 (ad 六 是 反对 称 的 ， 所 以 
局 (于 天] =tr (adgX oadoX) = (ado XY lado Xi 


=— D(ade Xl): < 0. (5.19) 
世 首 
和 中 关于 B 的 正 交 性 是 /2 的 直接 推论 . 

(和 9 由 (5.19) 式 得 知 , 对 于 下 Et BIX,XX) = 0 威 立 的 充分 必要 荣 
件 是 adg 芝 = 0, 即 对 于 任意 的 YeEg 有 [X,YF]=0. 于 是 ，XE Cg). 
当 (9,0) 是 有 效 的 正 交 对 称 李 代数 时 ， EN C9) = {0} 故 瑟 =0. 因 
此 互 在 g 上 的 限制 是 负 定 的 . 

定理 证 毕 . 

推论 5.4 设 (G, Ka) 是 复归 对 称 对 ， 日 和 分 别 是 上 和 兵 的 
李 代 数 ， 如 果 tn cig) = {人 0}, 则 o 是 在 G 上 满足 关系 式 

RcCKkc Kk, 


的 唯一 的 对 合 日 同 构 . 

证 明 设 5 是 如 的 易 一 个 对 合 自 同 构 ， 并 且 满 中 fio CC KE C Ks， 
其 中 Ks 是 局 在 5 下 的 不 动 点 子 群 ， 氛 , 是 s 的 单位 元 连通 分 支 ， 
那么 Ey 和 Ks 的 李 代数 仍然 是 并且 g 具有 向 量 空间 的 直 和 和 分解 

=tB mh, 


其 中 
i 三 1 [号 a; Tal) 一 一 万 1. 
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由 定理 5.3 的 结论 [3) 可 知 ， 有 证) = 有 设 广 Em, 则 XX 能够 分 解 
六 天 = 十 证 ,其 中 Ek 这 ei. 于 是 对 于 任意 的 et 有 


B(Y, 2) = B(X ~ ,2) = BIX,2)- BIR,.2)=0. 


特别 地 有 BiY,Y) =0 根据 定理 53 的 结论 (了 ,8 在 t 上 的 限制 是 负 
定 的 ， 所 以 了 =0, 即 六 = 计 . 这 说 明证 = m, 因而 有 .= owe. 由 此 
得 知 = al 盘 看 盘 考 文献 [12, 第 57 页 |]). 证 毕 . 

依据 实 半 单 李 代 数 的 Cartan 分 解 可 以 得 到 下 面 三 种 最 基本 的 正 
到 对 称 李 售 数 ， 然 后 通过 定理 5.1 得 到 三 种 最 基本 的 殊 曙 对称 宝 间 . 

例 5.1 设 9 是 坚 致 的 实 半 单 李 和 代数 ，e 是 日 的 任 痘 一 个 对 从 
自 同 构 ， 则 (9,o) 是 一 个 有 效 的 正 交 对 称 李 居 数 .事实 上 ， 由 于 gg 的 
Killing 形式 B 是 负 定 的 ， 必 有 Cg) = {0j, 国 而 tn Cig) = {0}. 

例 5.2 设 g 是 非 肾 翅 的 实 半 单 李 民 数 ，g = 号 下 是 g 的 一 个 
Cartan 分 解 。 则 由 Cartan 分 解 的 定 六， gn = 二 Yl1m 是 下 的 紧 
致 实 形式 ,如果 日 是 0 的 Cartan 对 舍 ， 那 忌 t 和 m 分 别 是 9 在 gg 中 
对 应 十 特征 入 1 和 -1 的 特征 子 空间 ， 

设 日 基 芒 的 Killing 形式 .因为 g 和 痢 是 玉 的 实 形 式 ， 所 
由 和 9 和 go 的 Killing 形式 分 别 旦 及 的 Killing 形式 昌 B 在 9g. go 上 的 限 
制 ， 从 而 有 BlE,m) = Bt, v1m =0. 

因为 go 是 紧 致 半 单 李 代 数 , 所 以 gu 的 Killing 形式 五 是 负 定 的 ， 
它 在 子 代数 上 的 限制 也 是 负 定 的 ， 设 六 € En ctg), 则 对 十 任意 的 
Y Eg 有 adolXOY = [X,Y 了 =0. 因此 B(X, 蔷 ] =0. 由 于 BB 在 t 上 的 
限制 是 负 定 的 , 故 苹 = 必 由 下 的 任意 性 ，#n Cro) = 40}. 

现在 把 g 看 作 实 李 代数 ， 并 记 为 (名 )m, 则 gg 和 go 都 是 (gc)r 的 
李子 代数 ; 它们 在 GL{{g”)R) 中 所 对 应 的 连通 李子 群 暂时 记 为 Ad{g)， 
Adigo) 和 Adfgc)n， 客 易 知 道 ， Ad{g),， Adigo) 都 是 4&dfoc)a 的 闭 
子 群 . 因为 ga 是 紧 臻 半 单 李 代 数 ， 所 以 Adign) 是 竖 致 李 群 。 因 此 
Adig) 站 Adlgo) 也 是 紧 致 李 群 ， 自 于 〖 = gn 站 go, 不 难看 出 Ad 外 = 
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Adig) 阁 Adlgn), 它 是 GL(g) 的 紧 致 李子 八 ， 由 此 可 见 ， tg, 外 是 有 效 
的 正 交 对 称 李 代 数 ， 

例 5.3 设 m 是 n 维 实 向 晤 空间 ，t 是 一 般 线 性 群 GLim) 的 一 
个 紧 致 子 群 的 李 代 数 ， 则 上 是 村 代数 gllxm) 的 李子 代数 ， 令 


让 三 上 中 mm: (5.20) 


并 在 g 中 定 习 括号 积 如 下 : 对 于 任意 的 上 .8 Et 和 任意 的 在, 站 &E mm 
二 
[ut Ri+F]= {6Som + aol) — Bx), (8.21) 
容易 验证 ，g 关于 上 面 定义 的 插 号 积 是 一 个 李 人 代数， 以 革 为 它 的 李 于 
代数 ;同时 ，m 是 5 的 交换 理想 . 
定义 蜡 射 og: 9 一 g, 使 得 


十 列 ) 三 让 一 是 ， TEE 计 捷 mm (5.22) 


则 = 是 gg 上 的 对 侣 自 同 构 ， 可 以 直接 验证 ， tm Gtg) = {0}. 所 以 ， 
[0 是 有 效 的 正 粥 对 询 李 代数 ， 


4.5.4 有 效 正 交 对 称 李 民 数 的 分 解 和 对 偶 性 


定 允 554 设 [g,0) 是 有 将 的 正 交 对 称 李 代数 ，g = 者 m 是 g 关 
于 og 的 对 应 于 特征 值 1 和 -1 的 等 征 子 空间 分 解 ， 

0) 如 果 g 是 紧 致 实 半 单 李 代数 ， 则 称 (9@,e) 是 典型 正 交 对 称 李 
代数 ， 

人 2) 如果 g 是 非 紧 致 实 半 单 李 代数 ， 并 且 g = 站 四 训 怡 好 是 日 的 
Cartan 分 和解， 国 凋 sg 是 & 的 Cartan 对 合 ， 则 称 (gp,o) 是 非 紧 型 正 交 
对 称 李 代数 : 

[3) 人 如果 上 是 g 的 变换 理 粗 ， 则 称 人 gzrl 是 Euclid 型 正 迹 对 称 
李 代 数 . 
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定义 5.5 设 (如 .Ko) 是 获 旺 对 称 对 ， 如 果 [GG, KK,q) 所 对 应 的 
有 效 正 交 对 称 李 代数 (g,o) 是 坚 型 、 非 紧 型 或 Euclid 型 的 ， 则 分 别称 
iG, 坟 ,) 是 茶 型 、 非 泽 型 或 Euclid 型 黎 曼 对 称 对 ; 同时 称 相 应 的 
GIK 为 紧 型 ， 非 紧 型 或 了 uclid 型 黎 曙 对称 室 间 . 

注 记 5.2 在 多.6 中 将 证 明 紧 型 殊 虽 对 称 空 间 的 截面 曲率 处 处 非 
负 ; 非 紧 型 歼 曼 对称 空 间 的 截面 则 率 处 处 非 正 ; 而 Euclid 型 笋 昌 对 称 
空间 的 截面 曲率 恒 为 沦 . 

有 了 上 而 的 谁 者 ， 现 在 可 以 才 述 如 下 的 分 解 定 再， 

定理 5.5 设 ig;5) 起 有 效 的 正 交 对 称 李 代数 ， 则 存在 g 的 理想 
0 Ht: A， 使 得 

tg 有 直 和 分 解 


自 二 和 0 出自 F 出 和 一 ; 


这) go, 9+， 9- 在 对 合 自 同 构 g 的 作用 下 是 不 迹 的 ， 同 时 它们 甘 
于 自 的 Kiling 形式 三 是 和 钴 此 正 记 的 ; 

(3) 如 景 用 qo; ,90_ 分 别 记 了 在 go, 94,8- 上 的 限制 , 网 [go,o0), 
(gf;04), {9-10-) 分别 是 Euclid 型 、 紧 型 、 非 紧 型 有 效 正 变 对 称 李 人 民 
数 . 

定 至 的 证 明 可 以 八 阅 参考 文献 加, 第 208~210 页 ], 在 此 只 简要 地 
让 绍 一 下 证 明 的 主要 步 缀 和 一 些 惠 实 . 

说 中 甘于 对 合 自 同 构 = 的 特征 子 室 间 分 解 为 


9 = mm. 


在 m 上 取 ad( 旭 -不 变 的 欧 氏 内 积 怠 . 这 里 ， ad 外 是 在 mcg 上 的 
伟 随 表示 . 把 g 的 Killing 形式 B 限制 在 m 上 得 到 一 个 对 称 的 双 训 性 
形式 . 根据 线性 代数 的 理论 ，-- 吾 可 以 看 作 tm,Q@) 上 的 一 个 自 共 二 族 
性 变换 .用 mo, m+ 和 m_ 分别 记 -的 零 特 征 慎 的 特征 子 空 间 、 正 
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特征 值 的 特征 子 室 间 和 负 特 征 值 的 特征 子 空间 ， 则 有 
mL 三 mhn 再 mL 由 中-， .2 
井 且 
mo, mr) 一 总 (mom-) = Wim+:m-) = 小， 
Bm,m+) = Bim,m-) = Blm+,m-) = 省. 


同时 ， mo, m_, m- 在 o 的 必用 下 是 不 变 的 ， 在 adg(l 的 作用 下 也 是 
不 变 的 ， 另外 还 有 


[ma 四 = {0}, [mm-] = {0}, 


并 日 mo 是 g 的 交换 理想 . 
念 


村 = mm f= [mm-] 
wo = {XEek BiX,bt Hf)= 人 0. 


刚 to, 名 ,EE 都 是 E 的 理想 ， 它 们 关于 g 的 Killing 形式 是 稚 此 正 交 
的 ， 有 直 和 分 解 


[5.24) 


EE= 刀 看 &L 生 (53.25) 
井 且 满足 关系 式 
lio. mo) = [tm-] = {0}, les mo] = [tr,m-) = 人 
[FE-, mo] = [et, mr = 0}. 
再 令 
0 三 如 十 Wg， g++ 三 鱼 十 m+ 9-= 二 十 Tn-， (5.26) 


则 mm, 9+, 8- 就 是 定理 所 时 言 的 § 的 理想 . 证 理 得 证 . 
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在 紧 型 和 非 紧 型 有 将 正 变 对 称 李 代数 之 向 有 着 密切 的 联系 ， 而 这 
种 联系 是 通过 对 侦 关 系 来 实现 的 . 

设 (9 5) 莽 一 个 正 交 对 称 李 代数 ，g = tem 菇 9 关于 og 的 特征 
子 空间 分 解 . 假定 gr 是 g 的 复 化 李 民 数 , 将 z 作 复线 性 扩张 成 为 虹 
上 的 对 会 自 同 构 【 仍 记 为 路 则 g* 关于 = 的 特征 子 空间 分 解 为 


咏 王 此 四 Ce (5.27) 


如 果 以 > 表示 在 护 上 关于 g 的 共 旨 映射 ， 则 容易 验证 9o7=To0. 
令 寺 =ooT, 则 二 十 go 的 一 个 半 对 合 ， 其 不 动 点 集 汶 


6 一 【下 一 1 nm (5.28) 


因此 站 也 是 旷 的 一 个 实 形 式 ， 同时 5 在 a 的 作用 下 是 不 变 的 . 把 = 
在 站 上 的 限制 记 为 5, 则 抑 是 5 的 对 人 台 自 同 档 ， 井 且 半 关于 地 的 特征 
子 空间 分 艇 怡 好 是 (5.28) 式 ， 如 此 得 到 的 i6,5) 称 为 (g,o) 的 对 偶 

定理 5.6 设 19,9) 是 正 交 对 称 李 代 数 ， (全 5 是 它 的 对 偶 ， 则 

(1) [8,5) 也 是 正 交 对 称 椰 代数， 并 且 它 的 对 侦 是 [9,0); 

(2 far) 是 有 效 的 当 且 种 当 (本 六) 是 有 效 的 ; 

(9) 好 果 [g,0) 是 紧 型 的 ， 则 位, 5) 是 非 紧 型 的 ， 如 果 {g,9) 是 非 
紧 型 的 ， 则 (5,5) 是 时 型 的 ; 如 果 [g,0) 是 Euclid 型 的 ， 刚 局 .5) 也 
是 Eueclid 型 的 

定理 56 的 证 明 只 是 稼 规 的 这 菜豆 让 ， 请 读者 目 吕 来 完成 . 

定理 5.7 设 ig.0) 是 有 效 的 正 变 对 称 李 代数 ， 且 6 是 半 单 的 ， 
则 9 的 KKling 型 瑟 在 t 上 的 限制 是 负 定 的 .如果 {g,e] 是 紧 型 的 ， 
则 号 在 m 上 的 眼 制 也 是 负 是 的 ;如 时 ig,o) 是 非 紧 型 的 ， 则 互 在 并 
上 的 限制 是 正定 的 , 

证 明 上 述 定 理 的 第 一 个 结论 局 好 是 定理 3.3 的 (本 , 但 是 在 这 里 
作 统 一 的 处 理 . 
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设 (g,0) 是 紧 型 正秋 对 条 李 代 数 ， 则 是 紧 致 半 单 李 代数 ， 于 是 
入 的 殿 i 让 ing 型 吾 是 贰 定 的 ， 故 它 在 包 m 上 的 限制 都 是 负 定 的 . 

车 [8,c) 是 非 紧 型 正 交 对 称 李 代数 ， 则 它 的 对 侦 (65) 是 紧 型 正 
到 对 称 李 代 狐 ， 且 

a =i wm, 6 = tv lim. 

如 例 5.2 中 所 述 ， 9 和 世 都 是 上 旷 的 实 形式 ， 故 8 和 的 Killing 型 都 
是 及 的 Kiling 型 妃 在 8 和 中 上 的 限制 .和 然而 (15 是 紧 型 的 ， 藤 
B 在 Vim 上 的 限制 是 负 定 的 ， 因 此 怠 在 mm 上 的 限制 是 正定 的 . 证 

定理 5.8 设 财 是 单 述 通 的 的 鸡 曼 对称 空 间 ， 则 时 等 距 于 青 半 
忠 积 空间 Mi x 对 ; x 时 ,其 中 Mo 是 欧 氏 空间 ， 对， 是 单 连通 的 紧 
型 黎 曼 对 称 空 间 ， 并 _ 是 单 连 通 的 非 紧 型 歼 曙 对称 空 间 . 

证 明 月 G 表示 My 的 等 熙 变 摘 群 了 0 ) 的 单位 元 连通 耸立 ， i 
表示 上 G 在 任 写 一 个 固定 怠 口 E 对 的 迷 了 向 子 群 ， 风 有 对 = GK. 

设 (e,p) 是 晤 的 通用 炉 竹 群 ，2” 基 相应 的 履 登 映射 ， 用 下 表示 
轨 KE) 的 单位 元 连通 分 支 ， 定 六 映射 区 :GK GYK, 使 得 

Wg) = pig KE, Vyeg, (5.29) 
刚 坟 :OIE GIK 是 寻 = GIEK 的 通用 愤 登 映射 (参看 注 记 5.1). 因 
为 if 是 单 连 通 的 ， 所 总 更 是 站 祖 同 肚 ， 即 = GYEK 等 同 于 OK. 
设 (和 的 李 代 数 是 9 则 根据 定理 5.5, g 有 直 和 和 分解 
三 80 和 守 8+ 中; 
对 应 地 ，G 有 直 积 分 解 ( 参 闻 全 考 文献 [12]) 
= CoxG.xO., 

其 中 Go, G- 和 G- 都 是 单 连通 李 姓 ， 另 外 ， 对 二分 解 式 (5.25), 反 又 


有 直 积 分 胡 
R=Koxk,xkK.. 
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M= OR = (G0 ho x (GK) x (GE). 


MA = Cr Ko. NT = FR, Mi i Lr /RK h 


则 Ao, M4 和 时 表 是 单 连 通 的 ， 并 有 旦 务 别 是 Euclid 型 、 紧 型 和 非 紧 
型 黎 曼 对 称 空间 此外， 由 于 Euclid 型 黎 曼 对 称 室 间 是 平坦 的 ， 因 而 
是 局 部 获 氏 空间 ， 上 青 由 单 连通 性 ， io 沧 将 等 距 于 一 个 欧 氏 空间 ( 矢 
看 第 五 章 的 推论 5.4), 定理 得 证 . 


9.5.5 半 单 型 狐 曙 对 称 空间 


晤 卉 和 非 此 型 黎 曼 对称 空 间 统 称 为 举 单 型 狐 曙 对称 空 间 . 下 面 的 
定理 说 明 ， 对 于 半 单 型 黎 至 对 称 空 间 而 言 ， 其 等 距 变 换 群 的 单位 元 过 
通 分 支 是 一 个 半 单 李 群 ， 

定理 5.9 设 { 避 ,KE,0) 是 禾 昌 对称 对 ， 其 中 避 是 半 单 楷 群 , 它 有 
效 地 作用 在 执 曙 对称 空 间 村 =G/KE 上 ， 则 如 怡 好 是 好 的 等 距 变 换 
群 由 好 ) 的 单位 元 连通 分 支 I0UMY. 

证 明 舍 p= [|e]= 玉 . 访 避 和 的 李 代 数 分 别 是 g 和 则 有 分 
解 式 


g = 有 Bm, 


其 中 m= {9g; oel 六 ) = 一 区} 与 切 空间 TMM 同 构 . 
再 令 = MD). 设 天 "是 加 在 点 症 的 迷 向 子 群 ， 另 一 方面 ， 
if 在 点 了 的 中 心 对 称 om 给 出 了 品 的 对 合 自 同 构 o' : G" -局 '[ 志 看 
定理 .1), 因为 CG 在 信 上 的 作用 是 有 效 的 ， 所 以 妃 同 构 于 好 的 等 
距 变 挽 群 的 一 个 子 群 ， 因 而 是 上 的 术 通 于 群 ， 并 且 天 忆 KE', 如 果 用 
gE 分 别 表示 呈 ,K' 的 李 代 数 ， 则 g' 也 有 同 量 空间 的 直 和 和 分解 


9 = Em, 
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其 中 四 = {XX EO; of 一 对 与 也 邮 也 是 同 构 的 ， 
由 于 gCyg,tCe, 不 难 知道 pse = oo 从 而 有 mc m'. 但 是 m 
和 mm' 同 构 ， 所 以 m = m', 再 根据 定理 5.5, 9' 有 直 和 和 分解 


9 二 印 申 04 中 自 -， 


相应 地 有 


FF=beb mt, m=mmBm 人 Em., 
其 中 最 后 一 式 基 向 基 空 间 的 直 和 分解， 同时 还 有 
m= 多 g++ = mr [mm+] = br. 


在 定理 5.5 的 证 明 过 程 中 知道 ， mo 不 仅 是 go 的 交接 理想 ， 而 且 是 由 
的 变换 理想 ， 因 而 它 也 是 g 的 交换 理想 ， 由 十 9 的 半 单 性 ， 日 上 的 
Kiling 形式 BB 是 非 退 化 的 ， 故 mo = 人 0}. 因为 ob 是 g' 的 理想 ， 所 
以 Ko = expbo 是 局 的 正规 子 群 ， 且 有 Ko cK'. 但 是 马 在 好 上 
的 必用 是 有 效 的 ， 所 以 KK' 不 全 有 C 的 任何 非 平 几 正 规 子 群 ， 从 而 有 
bo 三 人 0}. 这 样 ， 


自己 守 二 和 全 和 -十 国有 -内 m; 出 Tm 
=[m,m] $m,m] Dm 人 sm. 


Cmm em 人 cyg. 


困 此 gg=g 共 而 蝇 = GG" = UW 证 晶 . 

半 单 列 黎 昌 对 称 空间 还 能 作 进 一 步 的 分 解 . 为 了 说 明 这 一 点 ， 先 
引进 一 个 概念 . 

定义 5.6 设 irl 是 半 单 型 有 效 正 变 对 称 李 代数 ， 日 关于 的 
特征 子 空间 直 和 分 解 是 = tt 全 m. 如 果 迷 向 表示 岂 : 相 一 Homfm) 是 
不 可 芍 的 , 即 m 洪 有 非 平 几 的 adt- 不 变 于 空间 ， 则 称 18,o)] 是 不 可 的 
的 . 
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二 一 一 


是 不 可 的 的 ， 则 称 好 = GY 太 是 不 可 约 的 黎明 对 称 空间 . 

在 这 里 ， 由 于 [m, 引 Cm, 项 对 于 尾 意 的 并 EaF Em 十 adXX(Y) 
= [六 ,了 , 则 ad 和 E Hom(fm). 同 坊 ad :一 Hom(tm) 称 为 上 的 迷 癌 表 
示 . 

定理 5.10 设 (bc) 是 不 可 约 正 交 对 称 李 代 数 ， 则 g 或 者 是 单 李 
化 数 ， 或 者 是 理想 的 直 和 和 号 (gi), 其 中 g 是 上 的 紧 单 理 辑 ， 

证 明 设 9 不 是 单 李 代数 .由 g 的 半 单 性 可 知 ， 8 有 单 理想 四， 
并 是 时 ={XEg B(X,g1) =0} 基 g 的 非 零 理 想 ， 显 央 ，g 有 下 和 
9 三 轴 员 有. 

和 由 于 cfgi) 也 是 8g 的 单 理想 ,所 以 或 者 有 orig1) = ;或 者 有 olgiiNgi = 
{0}. 
加 末 stg1) = gq, 由 于 是 9 的 目 同 构 ， 故 


Blg,olgt)) = Blolg),91) = Blg1,97) = 0， 


可 以 得 知 efet) = 虹 , 分 别 设 gi,g! 中 对 应 于 = 的 特征 值 -1 的 特征 

于 空间 为 mu,mz, 则 上 = mi 由 mi 出 各 和 gr 都 是 9 的 理 扑 ， 轴 

和 gi 都 不 会 包 介 在 之 内 ， 于 是 mi 关 {0h mi 关 但}. 所 以 ml 和 

ml 都 是 adsl) 的 非 零 不 变 子 空间 ， 这 与 [9,0) 的 不 可 约 性 相 并 盾 . 
如 果 oatgi) ny = {0}, 则 有 


二 级 出 J(81) 书 则 ， 


其 中 gs = (和 怠 olg1))+. 易 知 iga) = gz. 如 果 gz 半 人 0), 那 和 仿照 前 
面 的 推理 可 知 (g,r) 是 可 药 的 ， 与 假设 矛盾 ， 这 说 明 ga = {0}; 从 而 有 
g= gl 地 可 [1 

很 明显， 


E= {XX+oN) En} m= {0 En}. 


所 以 ， 芋 与 四 同 构 ， 因 而 gi 是 紧 致 单 李 代数 ， 证 毕 . 

注 记 5.3 设 ig,0) 是 有 效 的 正 交 对 称 李 代数 . 容易 验证 ， 如 上 民 上 g 
是 单 李 代 数 ， 或 存在 gg 的 紧 单 理 想 g 使 得 g = gi 中 olg), 则 ig,o) 是 
不 可 约 的 . 

现在 有 更 进一步 的 分 解 定型: 

定理 5.11 设 t,o) 是 半音 的 有 效 正 交 对 称 李 代 数 ， 刚 (g, 1 可 
以 分 解 为 若干 不 可 约 的 正 变 对 称 李 代数 的 育 和 : 


(9, 0) 一 [bi;zal 轩 …: 轴 [gr， Zr 由 


井 且 除了 排列 这 序 外 ， 上 述 分 解 是 唯一 的 . 
证 明 这 里 只 玫 述 证 明 的 主要 过 程 ， 网 节 可 以 参阅 参考 文献 [7|. 
没 g 关于 o 有 特征 子 空间 分 解 g =t 和 hm, 其 中 [mm ct, 由 于 9 
是 半 单 的 ， 其 Killing 形式 8 是 非 盐 化 的 ， 又 因为 fg,e) 是 有 效 的 ， 
所 以 根据 定理 53 之 | 和, 吾 在 上 的 限制 是 负 定 的 ， 由 此 不 难 刘 道 ， 
Im mj = 由 艺 看 本 章 习 题 第 26 题 ). 设 tm 可 以 分 解 为 adp! 划 -不 变 的 不 
可 芍 子 空间 的 直 和 和 
hm = mB my,, [3.30 
孝 么 当 关 了 时 ， Blmi,my) = 必 . 
因为 B(E,m) = 0( 和 参看 定理 5.3), 并 且 [mm = 所 名利 用 (5.7) 
式 可 知 ， 当 i 关 j 了 时 
Blm, Im;, ml) = BEE, [ms, myD) = Be, ml, my) = 0. 
于 是 
Blp, nen =0 
由 B 的 非 退 北 性 得 知 


[ma my] = 0 
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对 于 每 一 个 今 
Ej = [rns, ms] gi 一 上 十 Msi, (5.311 


由 有 
t= [rm,m)] = ms ti] = hs [Bi mw] C ms, (5.32) 
E 3 
同时 ， 当 i 关 7 了 时 ， 
[&;; mj] 过 [[ma， mi], ml 三 [ma ms;]. mt] 三 昨 . (5.33) 
于 是 
g=+m=g -gr 


ig mi 三 此 种 mrmi = Em:] 1 Y_ [my, ml C mi 二 = 6, 
了 
[gi = (9; imi, ma)] = [lg mi ma] © [gt C gi 
所 以 四 ,区 和 gi, 因而 g; 是 g 的 理想 . 
半 一 方面 ， 容 易 得 到 ， 当 i 六 关 j 时， 


BlEi,b) = Bl mi) = Blmi mj) =0. 
于 是 ， Bigy,97) = 0(Vi 半 站. 从 而 有 
d= 和 1 中 


由 mt 的 定义 可 知 ， olmi】 = mi, 因此 olgi) = ge. 令 oi = 可 ,出 
(9ad0) 是 正 交 对 称 李 代数 .根据 [5.33) 式 ， adg() = adg[ 划 jm;， 注 
意 到 mi 是 adstb 的 不 变 子 空间 ， 因 而 也 是 adgi) 的 不 变 于 空间 . 同 
时 ， adsftp 在 mi 上 的 不 可 的 性 意味 著 adyims) 在 mi 上 也 是 不 可 的 
的 ， 因 此 ， tgi, ea) 是 不 可 约 的 正 交 对 称 李 民 救 . 
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设 卓 有 六 一 个 分 解 
(gr) = (go 自生 (to 
使 得 
gt = 人 Dm, CE = [n,my). 
由 于 [ti, [Emal 二 [mil, 易 知 上 E;,mi] 是 ms; 中 的 ef 三 -不 变 子 空 
回 ， 国 六 ma 是 不 可 的 的 ， 所 以 [mi = mi 结合 15.33) 式 ， 忆 得 
:mm = mi， 注 意 到 mi 是 ad :上 一 Homlm 的 不 可 的 不 变 于 空 
间 ， 可 知 它 在 adaffi) 的 作用 下 是 不 变 的 ， 即 有 人 ,ms] C my 由 于 
Em == ws 天 [0 故 必 有 某 个 了 使 得 Emy] 关 人 0). 所 以 
区] © [eb md] + fess em] © 区 ,mm 
于 是 [Emi] 是 在 m; 中 非 零 的 adyt 外 -不 变 子 空间 ， 根据 my 的 不 可 
约 性 得 
mm = [Ei, my) © [i,m] = ms. 

注意 到 my 是 ado( 外 -不 变 千 空间， 并 利用 mi 的 不 可 约 性 便 可 得 到 
my = mi. 

由 此 址 难看 出 ， = t, 并 且 my… ym 是 ma,…' ,mr 的 一 个 排 
列 ， 国 而 名,… ,时 是 田 …… ,9r 的 排列 . 

推论 5.12 设计 是 单 连通 的 半 单 型 各 如 对 称 空间 ， 则 刷 可 以 
分 和 解 为 单 连 通 的 不 可 的 掌 况 对 称 空间 的 丑 积 . 

上 述 推论 的 证 明 与 定理 5.8 的 证 明 相 大 伏 ， 请 读者 自己 来 完成 . 


89.6 黎 螺 对称 空间 的 曲率 张 量 


黎 曙 对称 空间 寻 可 以 表示 成 齐 性 室 间 Mf = GK. 此 时 ， 对 上 
的 获 明 庶 基 是 台 - 不 变 的 . 普 节 的 目的 是 ， 利 用 与 jt 相对 应 的 正 变 对 
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称 李 代数 (g,q) 把 好 上 的 整 曼联 络 和 曲率 张 量 考 示 出 来 ， 然 后 给 出 
Euclid 型 、 紧 型 、 非 紧 型 黎 昌 对称 宅 间 的 曲率 特征 ， 

我 们 从 对 上 的 Killing 向 量 场 出 发 进行 讨论 . 在 第 二 章 习 题 的 第 
23 题 中 曾经 给 出 这 Killing 向 量 场 的 定义 和 特征 ， 为 了 便于 应 用 ， 在 
这 里 里 新 打 述 它 的 定义 . 

定义 6.1 设 (, 几 是 mm 维 黎 昌 波形 ， 碟 E EU 对 于 点 PE 诗 ， 
设 vw; (cppep) x Usp 二 用 是 读 所 生成 的 局 部 单 鳃 数 变 换 群 ， 其 中 
Us CM 是 点 的 苏 沾 开 邻 域 .， 如 上 果 对 于 每 一 点 PE M 以 及 性 意 的 
{ E (~tps tp), 映射 pl = p07) : [二 了 H 是 局 部 光 沸 等 距 ， 则 称 
让 是 上 的 illing 向 量 场 . 

简单 地 说 ， 于 上 的 Killing 向 其 场 症 作用 在 4 上 的 单 优 数 局 部 
等 共 变 换 群 所 诱导 的 基 向 其 场 . 

现 设 无 是 M 上 的 Killing 向 其 场 ，wlt,.p) 是 臣 所 生成 的 局 部 单 
参数 等 距 变 换 群 . 记 


《2 

则 对 于 任意 的 ppE 时 和 充分 小 的 + 和 有 
(Pe), (pt) 2 (np) = (Y, 2) (21 (2)). 
把 算 子 吕 作用 到 上 式 的 两 端 并 且 利用 等 式 { 基 看 参考 文献 [3, 第 
| 
三 章 ， 和 定理 3 中) 
| pte 三 [于 ,了 ]， 
上 一 性 

可 得 

XY 2) = (X,Y), 2) + {¥, [X, 2]). 
再 利用 歼 上 问 联 络 的 忙 质 ， 和 将 上 式 展开 屠 有 


(Dy XZ) + {DaxX, Ty=0, vrY2eX(N). [6.1) 


i 


设 G 是 履 曼 流 形 LYM,g) 的 等 距 变 换 群 的 单位 元 连通 分 吉 ， 如 时 
已 是 非 平 凡 的 ， 则 后 是 维 数 > 1 的 李 属 并且 是 去) 作用 在 村上 的 
李 氏 变换 群 (参看 而 题 2.9). 

用 8 = 了 表示 避 的 地 代数 ， 其 中 的 李 代 数 乘法 是 由 左 和 不 变 问 
世 场 的 Poisson 括号 积 诱导 的 ， 对 于 任意 的 上 E 卫生 epitE) 人 it E 耳 ) 是 
如 的 单价 数 子 群 ， 它 在 对 上 确定 了 一 个 基本 向量 场 


可 村 | 
sfz) = a exXRIEE x, Yee. 'B.2) 
di DE , % ; 


因为 explt8) 明寺 上 的 单 佐 数 等 距 变 挽 拜 ， 所 以 E 是 M 上 的 Killing 
向 基 场 .由 十 忆 在 总 上 的 作用 是 有 效 的 ,根据 李 氏 变换 群 的 基本 定 
理 ( 鳃 看 僵 考 文献 [3, 第 六 章 ， 定 理 5.U), 在 对 上 让 16.3) 式 给 出 的 
Killing 向 基 场 构成 一 个 李 民 数 ， 它 与 李 群 中 上 的 布 不 变 向 基 场 所 构 
成 的 李 芒 数 是 同 构 的 若 用 [, -| 表示 g 的 李 代 数 乘法 ， 则 由 GG 上 的 
右 不 变 向 量 场 的 Poisson 括号 积 在 TL.G = g 上 诱导 的 乘法 是 --[-, -]( 娄 
丰登 韦 文献 [3, 第 六 章 ， 习 题 16]). 国 此 ， 若 上 meE TG, 则 片 六 是 由 
一 iE, 中 确定 的 Killing 向 其 场 ， 即 
Es) = | xplilt svze nM, 
| lo (6.3) 
攻 : 放 = 一 讨 , 吕 ， 
定理 868.1 设 【对 ,分 是 黎 坚 搞 形 ， 了 了 是 邓 上 的 丈 曙 联络， 则 对 
于 任意 三 个 Killing 向 量 场 臣 , 了 YZ 有 
(Dx¥ = CGY) D + XY) (64) 
证 明 根据 D 的 无 秒 性 ，DxY - DYy 开 = [ 瑟 , 了 ], 因而 
(DxY, 2) ~ (DyX, 2 = 人 ,2 
由 于 七 是 Killing 向 其 场 ， 从 [6.1) 式 得 到 


(Dy X, 2 = -Dz X,Y). 


sd 


{Dri 2) + DsX, 7 = {X,Y 7. i6.5) 
因为 X,Y Z 都 为 Killing 向 基 场 ， 将 上 式 中 的 羡 ,Y 2 作 连 换 义 得 到 
‘Dy 2,X) + (Dx, 2) ={[Y 2], X), 
‘Dad, + Dy 2, XY ={2, X), YY). 
将 前 两 式 相 加 再 碱 去 第 三 式 得 到 
3DxY, 2) = (LX,Y], 2) + (7 2], Xx) — ([2, XY), Y), 
此 即 {6.4) 式 . 证 毕 . 

如 果 把 定理 6.1 用 十 获 昌 对 称 空间 ， 合 可 得 到 滁 虹 联络 利 曲 率 算 
于 的 表达 式 ， 为 此 ， 设 ( 晤 ,天 ,a 是 黎 虽 对 称 对 ， 1 = GK 是 笋 曼 对 
称 空 间 ， 并 且 已 在 邮 上 的 堪 作用 是 有 效 的 ， 因 而 是 左 作用 在 对 上 
的 一 个 等 车 变换 群 . 用 g% 上 分别 表示 己 和 所 的 李 代 数 ， 则 日 有 关于 
= 的 特征 子 空间 分 解 

和 三 二 的 ， 


其 中 tt 和 m 满足 关系 式 
eb, twmet, bmem. (6.6) 


日 然 投 束 ;6G 一 计 = GE 的 切 映 射 二 G 一 人 村 给 出 了 从 
g = 了 到 Ti 的 满 同 坊 ,事实 上 上， 对 于 任意 的 & Eg. 


, | > 
Talt) = i “Hh: (6.7) 

苦 用 上 表示 £ Eg 所 对 应 的 Kining 向 世 场 ， 出 由 (6.2) 式 得 知 
Toe lt) = (fe)). (6.8) 


很 明 电 ， 映射 Tie 的 被 怡 克 “ 民 沁 所 以 Tad 全 g/t = tm 和 并且 本 : 
m > Tq 是 线性 同 构 . 注意 到 Mr 上 的 黎 曼 度 基 愉 好 是 m 上 的 Ad 下 - 
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不 变 肉 积 (通过 英 射 reln 移植 到 六。 上 ， 然 后 通过 总 在 对 上 
的 堪 作 用 生成 的 ， 所 以 relm 是 等 距 的 线性 同 构 . 
对 于 每 一 个 上 E g, 定义 映射 aaf : 芋 UM) 一 茹 对 ) 如 下 ， 


adE(X) = [EX], VX € ¥(UM), 


其 中 |,] 是 在 对 上 的 光 祖 向 基 场 之 间 的 Poisson 括号 积 ， 用 [ad 二)* 
表示 ad 的 共 绒 鼎 射 ， 即 对 于 任意 的 天 & 革 LM) 有 
{(ad 5 XY = dX)) = ,EX (6.9) 
定理 6.2 设 M = G/ 是 歼 曙 对称 对 (1G, 天,e) 所 对 应 的 黎 总 对 
称 空间 ， 避 在 好 上 的 作用 是 有 效 的 ， 则 对 于 任意 的 &, 97EB 有 
Da = - 【本 + (ad 并 + fad 弄 " (6.10) 
特别 地 ， 当 em, em 时 有 


Deiille]) = 0; (8.11) 
当 &Em, Ek 时 有 
Dle]; = -[é, ne)), (6.12) 


其 中 攻 . 放 是 指 李 代数 9 的 李 撕 号. 
证 明 结论 (6.10) 是 表达 式 (6.4 的 直接 推论 , 事实 上 , 在 任意 一 
点 四 5 如 ,Tg 是 由 {#(o]); Eg9} 张 成 的 , 因而 [6. 必 式 在 国 € 对 
处 对 于 任意 的 了 3E 了 Wi 成立， 即 
‘Dig 2 = (二 do): 2), 


由 此 得 到 i6.10) 趟 . 
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当 5&, Em 时， 由 (6.6) 式 可 知 ， [&,7 放 E, 放出 (6.8) 式 得 知 
医 可 [ 回 ) = 0. 再 由 (6.3) 式 得 到 [EE 市 {[e]) = 0. 当 ¢ Ee m 时 ， 同 样 有 
麻 , de]) =0, 所 以 
((ad E50 [le]) = (5, EdD(e) =0 
由 于 《 的 性 意 性 和 同 冤 关系 m 宇 外 MM, 有 (ad "le]) = 0. 同 理 ， 
(ad 商 "tl[e]) = 0. 综合 起 来 ， 便 得 (6.11) 式 . 
瑞 设 Em, net, 则 对 于 性 全 的 em 有 


{tad ME, ONE) = 全 二名 el) = ~—{é€, [nd 
由 于 m 上 的 肉 积 是 aa 天 -不 变 的 ， 芝 , 加 站 二星 , 本 : 意 = 由 所 以 
(ad EE) = (£0 = tl, ,lel), 


因此 
(ad "at[el) = fn, lfe]). 


豆 因 为 0 
人 ad 下 站 (= 1, EAD) =0 


故 有 [ad 请 "ii[e]) = 0. 将 上 述 各 趟 代入 (6.104 式 即 可 得 到 
De 天 |) = -Is, el). 
证 毕 . 
由 于 黎 曼 对 称 室 间 是 齐 性 的 ， 它 在 各 点 的 几何 性 质 是 相同 的 ， 要 
了 解 黎 曼 对 称 空 间 M = GIK 在 各 点 的 曲率 特性 ， 只 要 在 则 = 处 


考 感 即 可 . 此 外 ， 通 过 等 距 浅 内 同 构 maelm :m 一 工 遇 可 以 把 了 时 


上 的 曲率 张 量 移植 为 同上 的 张 基 . 事实 上 ， 对 于 任意 的 二 人 和 mm- 
可 以 定 习 
RE GN = (REDS, We), (6.13) 
RE = (relm) ~ RE, TY. (6.1) 
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定理 6.3 设 训 = GK 是 如 定理 6.2 所 述 的 歼 曙 对 称 空间 ， 则 
对 于 任意 的 nm,cAEm 有 


{RE DG = = (619) 
RE = ,E,W [5.16) 
证 明 根据 曲率 张 莽 的 定 记 ， 对 于 任意 的 上 mt Em, 有 
RE DE = (DED — DiDEE- De (le). (6.9 
F 面 逐 项 进行 计算 , 首先 由 定理 6.2 的 证 明 可 知 , 当 &, 9 Em 时 ， 
E, 到 (Ia) = 0, 才 
Dr 让 (四 ) = 0. 
利用 (6.10) 式 进行 育 接 计算 可 得 
DeDattle) =5Detlh, + Cad + (ad oy" le)) 
-3 + dD GD + Coa li Oh BED 
ee .Dellad 人 ni) +D; (ad 0)°#)) le]). 8.18) 
为 了 求 出 上 式 右 端 各 项 ， 任 意 取 定 入 & m, 则 不 难得 知 
(é, ae [aD) = (6, (0), NY; (6.19) 
‘(ad)" (9 -全 (6.20) 


(ad [5, 0])°€, Ay{le]) =(€, [ly, 0); 4) = {lin ,YY 
={[€, 四， 引力， (6.21) 


上 面 最 后 一 式 的 弟 二 个 等 号 用 到 了 m 上 内 积 1,-) 的 Ad 乒 - 不 变性 ， 
以 及 [wd Et 的 事实 . 
注意 到 AE mm 岂 及 |n,3]|b, 根据 定理 56.2 容易 得 知 


‘DalladD "0, Mlle) 


89.6 药 受 对 称 空 问 的 曲 毕 张 量 。 183 


=[€(6, [i, NY — (ad)"e, Dad}([e)) 
=((Dzt, [i, 训 ) + (6, Del 中 A])) (lel} 
= 从 Din, A ([e]) = 人 [E, [A [86.2 


同 理 ， 
(Dz((ad ey DD, ND) = tn, 攻 人 A)). [6.23) 


综合 [6.18)~(6.23) 种 式 得 到 
DDaC, DeD) = 3 Cle, bn + Ey, + ,le HD). 


‘6.241 
变 找 £7 的 次 序 得 到 


MDiDz6: Mlle]) = ; Cm, [E+ ln, EE AD, 0 + C0, 6: MS). 
i6.25) 
再 根 记 Jacobi 恒等式 以 此 和 帕 和 肉 积 世 ,") 的 4d 乒 -不 变性 冶 出 的 恒等式 
(le, [1: 6 = —t, [A [5 0))} 16.26) 
可 知 ， 
{ 代 (1 和 = 仿 全 ,从 的 , 访 
人 > 后 + Os, 区 ,总 
Cn, [E20)], 6) + 二 [一 人) 
= ([6, [mn, #1], 2) 4 人 加 ,引号 + EE, ,oy 
一 Mn 6 a EY) 
三 (LS [6; J], m7). (6.27) 
特 上 式 用 于 (RC, 和)E,m 得 到 


(RC, AE, uh Ee ‘[¢, [é, 7]]; A 
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由 于 
(RIE D6 = (RG; M6, 
破 有 
RE DG A = ;0], », 
此 即 (6.15) 式 . 再 由 入 Em 的 任意 性 得 知 (6.16) 式 成 立 ， 定 玲 得 证 . 
定理 6.4 紧 型 黎 曼 对 称 空间 的 截面 曲率 非 负 ， 非 党 型 歼 友 对 称 
空间 的 截面 曲率 非 正 ， Euclid 型 黎 曼 对 称 空间 的 截面 曲率 恒 为 堆 ， 
证 明 从 (6.16) 式 可 知 ， 稳 色 对 称 空间 的 曲率 张 量 与 它 的 妇 - 林 变 
笋 曼 度 基 的 选取 无 关 ， 另 外 根 掺 注 记 3.1, 不 可 约 黎 至 对 称 空间 上 的 黎 


曼 度量 可 以 确定 到 只 鞠 一 个 正 的 常数 因子 ， 而 半音 型 单 连 通 如 曼 对 称 


空间 能 分 解 成 不 可 芍 的 单 连 通 黎 曙 对 称 空间 的 乘积 ,由 此 不 难看 出 ， 
黎 骂 对 条 空间 好 的 规 面 曲率 的 符号 与 吕 - 不 变 黎 曼 度 其 的 选择 无 关 ， 
设 村 = 二 人 J/ 玉 是 半 单 型 艇 坚 对 称 空 间 ， 则 对 于 性 意 两 个 被 此 正 交 
的 单位 向 量 万 了 Em, 沿 二 维 截 面 [让 入 了 的 答 面 昌 率 为 
RIX Y= RXY XY = -RX,T)X, YF) 
— {RY). (6.28) 
车 G 是 贤 型 黎 昌 对 称 杰 间 ， 则 中 是 紧 半 单 李 和 群 ， 因 而 其 李 代 数 
9 的 下 Ding 形式 B 是 负 定 的 ， 并 且 是 Ad G- 不 变 的 ， 于 是 ， 可 以 把 
- 电 在 下 上 的 限制 取 作 mm 上 的 AdK- 椒 变 内 积 4., 沾 并 由 此 生成 好 
上 的 如 -不 变 笋 曼 度 其 ， 此 时 
RIN,Y)= B(IX, [X, ¥]], 了 = BilX, zj (X, 71]) > 0, 
车 必 是 非 紧 型 的 ， 则 内 定理 5.7 可 知 g 的 Kiling 形式 吾 在 ft 上 


是 针 是 的 , 在 mm 上 是 正定 的 . 于 是 我 们 把 吾 在 m 上 的 限制 到 为 m 上 
的 Ad 下 -不 变 内 各 4.,…), 因 而 


FIX,Y) = ~ BIX, X,Y, YF) = DIX, Y), [X,Y < 0. 
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车 训 是 Euclid 型 黎明 对 称 空间 ， 则 m 是 g 的 变换 理想 ， 即 对 十 
尾 意 的 站 ,YE m, [了 ]=0. 因此 ， K(X,Y) 三 0, 证 毕 . 


习 题 九 


1. 设 是 有 限 维 向 量 空间 ，p :KE GLIV) 是 李 糙 丘 在 站 上 
的 不 可 约 线 性 表示 . 

(1) 证 明 TY 上 的 下 -不 变 内 积 在 最 寥 可 以 相差 一 个 肖 数 国 于 的 
意 广 下 被 唯一 确定 . 

(2] 试 举例 说 明 ， 当 下 在 VW 上 的 起 示 可 约 时 ， 结 夫 (1) 不 成 开 . 

2. 设 了 是 李 群 6 的 李 代 数 ，{ 六 ,-… ,六 na} 是 线性 空间 g 的 一 个 
基 麻 . 则 存在 C 在 单位 元 e 处 的 穿 许 局 部 坐标 系 【Eap ,a = 1,2,3, 
使 得 


i ， 
On -fo 0363 3 Ea re Fl < | , 
i=] 


1 (er bs A )) = (ty 


Dy ={cxp{lrl KY explr Hn): zl| 过世 ,|x| < e}, 


1 和 


alexp[r! 1) )-- exp(lr" Xn = 


n=l p (De ) em (Bs ox) le ee el 


a (w= 全 = top ( 本 sx)) = 1 


其 中 之 7 之 n. 局 部 坐标 系 【Ce Da,eal 和 (Cg, ipa) 依次 称 为 局 
在 单 往 元 处 的 第 一 、 第 二 和 第 三 类 标准 坐标 系 . 

3. 设 Go 是 李 笑 避 的 单位 元 连通 分 支 ， 侣 在 连通 光 消 流 形 i 上 
有 一 个 可 迁 的 光滑 作用 . 证 明 : Go 在 对 上 的 诱导 作用 也 是 可 迁 的 . 
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4， 投 李 群 G 在 光滑 流 形 MH 上 有 一 个 可 迁 的 左 作 用 ， PE M. 如 
在 点 产 处 的 迷 阿 于 群 吓 祥 广 


H={ye0; 9:p= 7). 


证 明 ， 二 是 如 的 闭 子 姑 并且 由 9H mm Fi) = gp 驳 定 了 一 个 光 
清 同 肚 :GIH 一 MM. 

5， 依照 例 4.3 的 作法 证 明 : 4 维 实 射影 空间 了 pn” 是 一 个 歼 昌 对 
称 空 间 ， 并 有 旦 等 同 于 30tn + 1)/On). 

6， 证 口 人 十 1,11 是 后 4.3 中 定义 的 Lorentz 群 . 证 明 ， (n+1.,1) 
是 一 般 总 性 类 GLIn + 1, 区) 的 李子 群 ， 因 而 也 是 一 个 李 群 . 

7. 信和 照例 4.2 的 作法 , 在 例 4.3 中 求 出 己 / 瑟 v 上 的 比 按 上 度 基 ; 同时 
用 和 害 阵 来 具 居 地 表示 黎 坚 对 称 室 间 H"* = GI/EKz 在 任意 一 点 站 E HH™ 
处 的 中 心 对 称 . 

8, 设 下 由 人 .42) 式 定 尽 ， 试 建立 获 电 对 称 空间 SD0(p 十 加/ 下 e 
的 几何 模型 . 

9. 设 上 映射 pw : SUtn 十 1K 一 CPn 由 (和 .54) 式 定义 证明: yy 

10. [1] 依照 例 45 的 作法 , 建 六 从 齐 性 空间 CU(n+D/(Utn) x Ul)) 
到 nn 维 复 射 喀 空 间 CP” 上 .的 光 洪 同上 及 

(2) 求 复 射 影 室 间 CP™ 在 任意 一 点 的 中 心 对 称 . 

11, 设 (于 ,也 向 是 近 Hermite 流 形 ， 9 = Relh， 如 果 歼 曼 流 形 
(YM,g) 是 局 部 对 称 笋 曼 裤 间 ， 并 有 日 对 于 任意 的 pe 村, 村 在 点 1 的 中 
心 对 称 ao 洪 旺 J oo 二 5 0, 网 床 LM AI 是 Hermite 局 部 对 称 
室 间 ; 特别 地 ， 如 果 (对 ,个 同时 是 一 个 黎 芝 对 称 空 间 ， 刚 称 (MJ 如 
是 Hermite 对 称 室 间 . 更 假设 [了 月 是 Hermite 局 部 对 称 空 间 . 
证 明 ， 

(1)】 MM 上 的 复 结 村 J 关于 效 曼 度量 0 的 Levi-Civita 联络 DD 是 平 
行 的 ， 即 有 Dv = 0. 

(2) 复 结构 7 是 可 积 的 ,于 是 ,根据 第 八 章 的 注 记 2.1, J 是 村 上 


梧 题 扎 1a7 


OO 一 


的 一 个 复 访 形 结构 的 典型 复 结构 ,因而 【Adf 站 是 一 个 Hermite 流 形 ; 
此 时 由 第 八 章 的 俞 题 2.2 可 知 ， MY 在 每 一 点 的 中 心 对 称 都 是 全 纯 映 
射 . 

但] CW,h) 是 KEhler 流 弄 . 

他 n 维 复 数 空间 CY* 和 复 射 影 空间 CP" 都 是 Hermite 对 称 空 


间 . 

12. 证 明 ， n 维 复 环 面 Cr (参看 第 八 章 的 例 6 由 是 Hermite 对 
称 空间 . 

13. 设 邮 是 连通 的 Hermite 对 称 空 间 ， Hoi(iM) 是 由 时 上 的 全 
纯 等 虹 变 换 的 全 体 档 成 的 李 群 ， 避 是 Hollaf) 的 单位 元 连通 分 支 . 证 
明 ， 如 在 村 上 的 必用 是 可 迁 的 ， 因 而 闻 可 以 等 同 于 商 空间 G/LH， 
其 中 瑟 是 局 在 其 一 点 卫 E 对 的 迷 向 子 群 . 

14, 设 (MM 有 是 一 个 Kihler 流 形 ，9 = Imfh 证明， 如 果 黎 曼 
流 形 Cd, 8) 是 局 部 对 称 获 曼 空 间 ， 则 LM, 是 Hermite 局 部 对 称 室 
间 . 

15. 设 短 阵 sy 由 [4 如) 式 定 义 .， 通过 co 引信 如 下 的 矩阵 滋 法 
群 

OP+on = 1A€ GLp+ uD: depod = Epg}. 


证 如 是 群 Ofp 二 9g, 四 的 单位 元 连通 分 支 . 
i1) 在 n+g 各 欧 氏 到 间 柄 + 中 引入 双 线 性 对 称 函 数 


pp i PF 
A gy 三 二 > Ty 
i=1 


= 二 1 


其 中 二 = (z= Et. 证明， Op 二 由 人 胃 是 在 到 ”1 
上 保持 种 变 的 此 性 变换 所 构成 的 寿 ， 
[个 定 光 贞 射 5 : 安 一 它 , 使 得 对 于 任意 的 4 & 如 ， 
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证 明 ， oa 是 G 上 的 一 个 对 傅 自 同 构 ， 并 且 G 在 o 下 的 不 动 点 子 群 
五 v 可 以 表示 为 


站 | 
K, = | GS a EG; AE OB,B eA, Wdet(d) det(B) = 中 
| | | 
人 证明， Ks 的 单位 元 连通 分 文 Ko 十 
号 省 
Ko 三 {(0 | ; A EE SOrp, ,BH ssola 习 | 了 


因而 Ko 同 构 于 丙 沾 特殊 止 交 群 SOfp, 民 和 SO, 避 ) 的 直 积 ， 即 
Ky = SO{p, BR) x SO(g, RI). 
于 是 (GG, fo) 是 一 个 袭 昌 对称 空 间 ， 
16. (二 次 复 超 曲面 CQ 0 设 CP" 是 n 纵 复 射影 空间 ， 
TT! Ct a Ti ly {0} sy TPR 
是 自然 投 是 ,定义 
Con 一 ! 一 {r(xz!, 1 ,2 {21, 人 | 车 Ctl 
并 且 (#2 = 0]}. 


称 CQ"-! 为 CP* 中 的 复 二 次 超 曲 面 . 
(1 证 了 明 ， CO" 是 CP" 的 nn 一 1 维 玉 训 ler 子 流 形 ， 
(3 设 Um+1) 是 n+1 阶 西 苦 ， 证 明 ， CP" 的 全 纯 等 紫 甘 等 
同 于 
Un + U1) = SU + 1) /Uol1), 
其 中 


Ul = {M41; AEC 并 且 |X| = 1}, 
Uotl) = {Mnti; 和 ES 并 县 =1}. 
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同时 说 明 ，ma+1 阶 特殊 正 交 群 避 = 80mn 十 1, 风 是 3U(n + 的 本 
于 和 群 ， 因 而 是 Uln + 1) 的 紧 致 李 于 群 . 

(3] 试 说 明 ， 宫 在 CP" 上 的 作用 保持 CQ" ! 不 变 ， 因 市 是 由 
Ce" 上 的 全 纯 等 距 变 挽 构成 的 群 ， 同 时 证 明 ， 避 在 Ce 上 的 作 
用 是 可 迁 的 . 

山 优 设 


= + Vl) e Ce, mm = Tl20). 
显然 ，po E CQ™!, 证 明 ， 如 在 点 Dp 的 迷 向 子 群 育 可 以 表示 为 


于 0 
r={( ! ): A € SO I, ds SOMn -LD}. 
A 


因此 ， 天 = SO(2, 双 x SOtn 一 11, 区, 并 且 有 光 沸 同上 是 
f :GE + C0". 


(5) 由 倘 #4, 1K 是 一 个 狐 曲 对 你 空间 ， 证 明 :” 必 QO”! 与 黎 坚 
对 称 空间 GK 等 忠 ， 因 而 也 是 黎 坚 对 称 宝 辣 . 

(6) 说 明 Co 是 Hermite 对 称 的 . 

(7) 证明， Co 和 CP! x CP! 全 十 等 距 , 

17. 设 D" 是 第 八 章 网 BE.3 引入 的 复 双 曲 室 间 ， 即 


D*= {ze (sz) < 1), 


其 中 4, 是 路 上 的 标准 Hermite 内 积 . 在 二” 上 引信 如 下 的 内 积 : 


(2, WW = > ET 一 zt nt 
1=] 
Fe 二 [zl zt1 | I Law Pi 二] 所 Et 
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设 Cn 十 1,1) 是 由 "+ 上 保持 内 积 (不 变 的 复线 性 变换 构成 的 
李 群 ， 则 由 第 八 章 的 例 6.3, Utn 十 1,1) 是 由 D" 上 的 全 印 等 虑 构成 的 
变换 群 ， 并 和 且 它 在 D* 上 的 作用 是 可 迁 的 . 
[机 n+1 阶 方 孟 3 出 (4.19) 式 定义 ， 证明; 
Uint+1,1)= {TeGLnt+1,0: T'sT = 8s}. 
[2) 证 明 ， 作 为 D" 上 的 变换 群 ，U(n 二 11 在 点 
0=(0,.-.… ,mED" 
的 迷 向 子 群 是 
KK= 1 E Unt+ 1,1); Ae na),ld = 1| 三 Ufn) x U1), 
0 E 9 3 [ , 


因而 ，D* = Un + 1,1)/(Un) x U1)). 

13) 定义 映射 5 :Ufn 十 1,1) 一 Un 十 1,1), 使 得 对 于 任意 的 TE 
Uin +1,1), rfT) = sTs. 证 明 ，g 是 Utn+1,1) 上 的 一 个 对 合 自 同 
构 , 并 有 旦 其 不 动 点 于 礁 Ks = 乒 . 因此 ，D? = Uln+1,D/(U(n) x U[l)) 
是 黎 曼 对称 空间 . 

[说 明 五 ”是否 是 Hermite 对 称 空 间 . 

18. 设 Cnytl 是 p+ 5 维 复 向 基 空 间 +? 中 的 全 性 p 维 复 子 空 
问 的 集 音 ，M?* 人 P+ 史 下 四 是 由 秩 为 上 的 D+Tz 行 习 列 复数 糙 阵 所 构成 
的 集合 . 对 于 任意 的 了 ZEM*(p 二 加 宫 品 , 用 21,…' 球 表 未 了 的 六 个 
列 向 量 , 它们 在 Ct? 中 线性 无 关 , 记 Span 12) oe ,Zp), 
刚 有 自然 投影 了 : N*(p 二 gp; 一 GoslO), 使 得 


Tl) = Spantz)l, VEEMp+gr OO. 


用 5 = {fa… ,mp] 表示 由 正 整 数 a ,my 构成 的 可 重 措 标 ， 其 中 
1 十 9 所 有 这 样 的 守重 指标 习 构 威 的 扫 合 记 为 不 : 
9 在 位 ,… :Pp 二 中 中 的 休 集 


ap 了 立 呈 ps Ti pr +g 
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i 


本 


记 为 ne. 对 于 尾 意 的 i 一 leis ,上 E 点 ， 用 Za 表示 2 中 由 种 
rl" ry 行 元 京 组 成 的 a 界 方 阵 ， En 表示 加 在 去 掉 En 后 让 剩余 
着 行 元 素 枸 成 的 gxp 矩阵 仿 


= {ZE M+ gp det Zo 0 Us = U,Vo EA. 


(1) 证 a EE A， 对 于 尾 党 的 E Us, 令 可 加 = De .显然 
LZ) E Mw, p; CC), 页 有 了 映射 好 Uo 下 te 二 一 - . 证 明 ; Us 


是 M* [pp 十 gp; 加 三 CPt 的 开 柴 ， 


MT (p+ = (Uo, 
问世 点 

并 且 5s 是 从 Un 到 M({g,p; 品 的 范 滑 映射 . 

(21 证明: 对 于 尾 意 的 Z,W e Da 如果) = w(2), 则 6.(W) = 
忆 a{2), 因而 邓 。 透 导出 量 射 ps :UU 人 

(3) 证 明 ; 在 如 b.wt) 上 存在 唯一 的 拓扑 结构 之, 使 得 对 于 任意 的 
EA Cu 是 CGpel) 的 开 护 ,， 并且: MP 二 纪 厂 | 一 Gy al 是 连 
续 的 开 了 映射 ， 进 一 步 说 明 ， ys : Uo 一 CP 是 同 于 

(4 证明， 对 十 尾 汪 的 ,8 EA 当 Dn 阁 Ue 天 中 时 ， 


pa 避 gp ' watt NN Da) wo tT MN Us) 


是 全 纯 映 射 . 因此， = {Upe); 0 EA} 确定 Gpyl 避 上 的 一 个 
复 党 形 结 构 ， 这 祥 得 到 的 复 流 形 Gp yl) 称 为 复 Grassmann 流 形 . 

(8) 役 Uy 十 引 是 由 p+5 阶 西 滤 降 所 攀 成 的 李 群 ， 它 在 +? 上 
有 自然 作用 .对 于 TE Utp 十 四 和 任意 的 了 E Gpyi 避 ), 全 


Br) = 人 (ti vez}, 
其 中 右 端的 了 视 为 下 站 中 的 p 锥 子 空 间 ， 证 明 ; 


Pr(tr) = TI, VE Em), 
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其 中 右 端 的 滋 法 是 沂 降 间 的 普通 滋 法 ， 进一步 说 明 ， 由 了 嘻 于 7(z) 所 
早出 的 瞻 射 于 7 : Gpg (CC) 一 @GpafE) 是 可 逆 的 和 双全 钝 的 ， 
全) 证明， 由 人 ,四 一 Wr(r) E Gyyl0) 所 定义 的 映射 


:Up x G0) ~ Gp lO) 


是 群 Up+ 下 在 GnafCl 上 的 一 个 可 迁 光滑 作用 . 
(7) 进而 向 其 由 ;三 10 =. ,DOD, 生计 : 有 人 E Cr+ 1 Er 并 
记 可 =Spanc{5，…… , 另 }. 证 明 : Up 二 四 在 点 zo 的 迷 疝 子 群 是 


下 = 人 EU 二 giTlzol = zl = Ulp) x Ulg). 


因此 ，Gy wl 加 作为 汉语 流 形 等 同 于 齐 性 空间 U(p 十 /Utip) x U(9)). 
(8) 通过 拓 阵 的 罪 法 ，pp 阶 复 一 般 线 性 群 GLIUnC) 可 以 右 作 用 于 
M*(P+ 昌 有 克 ). 证 明 , 该 碳 作 用 是 自由 的 ; 即 对 十 任意 的 4 & 局 Le 
加 果 和 存在 点 莹 E MT 人 十 肌 商 全, 司 得 34 = 部 刚 必 有 村 = 六， 
(9) 对 于 任意 的 工 Eeosof, 证 明 ; 纤维 ~ (zx) 在 GLIp,@) 的 种 
必用 下 井 持 和 不 变 ， 井 且 GLtp,a 在 r-1tzl 上 的 限制 必用 是 可 迁 的 . 
(10) 通过 矩阵 的 丧 法 ，U 人 + 人 自然 地 堪 作用 于 MT (十 由 六部 ). 
证 明 ， UP + 四 在 了 人 二 + 业 焉 台 上 的 这 种 作用 是 有 效 的 ， 
中 在 Mp 二 如 吕 上 定义 (1,1) 型 实 值 团 微 分 式 


$= 4186n det(23), ZEM'p+g, pO). 


证 明 ， 重 美 于 了 p+ 四 在 M*tp+ gp; 台 上 的 左 作用 和 GL(s, 必 ) 在 
MP 十 且 天 人 上 的 右 作 用 痢 是 币 变 的 ! 进一步 说 明 , 在 ,sl 避 上 存 
在 唯一 的 一 个 (1,1) 型 实 值 闭 往 分 式 更, 使 得 到 = 生 , 并 且 更 关于 
Up 二 在 祈 po( 名 上 的 诱导 作用 是 不 变 的 ， 

(12) 设 本 是 局 pal 上 的 典型 复 半 构 ， 定 义 


h(E = LIE, YT) 十 v1 EX YN), YA,Y € XO,,(O). 
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证 明 ， 上 是 Cry 人 C) 上 的 一 个 Hermite 妊 构 ， 因 而 由 结论 (5) 和 结论 
(1 Up 十 丰 可 以 视 为 由 (Cpy( 吕 ;Ah 上 的 全 二 等 距 谈 换 构成 的 群 . 
[13) 定 关 上 觅 射 9 :Up 十 们 一 Up 十 们 ,使 得 


| I 0 
ot) = ER 册 Epo， Es | 忆 Utizs 十 绰 ， 其 中 Ep ( i I ) | 
| 一 J 


证 明 ， = 是 TipP 十 四 上 的 对 侣 白 同 蜀 ， 它 的 不 动 点 子 群 是 


Ks = K = Up) x Ua). 


[14) 并 侣 上 面 的 缚 论说 明 ， Gp, orld) 星 一 个 Hermite 对 称 室 间 . 

19. 证 明 : 典型 域 DD, (做 看 第 八 章 的 例 6.5) 是 一 个 Hermite 对 称 
空间 . 

20. 设 @, G 前 是 李 和 群 ， 契 是 率 群 G 的 团子 大，yw :CG 十 上 0 是 李 
群 同 态 ， 即 x 是 从 G 到 忆 的 群 同 态 ， 同 时 叉 是 光 清流 形 G 到 局 的 
光 清 映射 今 下 = wp-!( 瑟 ). 证明， 如果 2 是 满 射 ， 则 ww 的 诱导 映 般 
站 ;JK 才 GIK 是 光良 同 盱 . 

21, 设 上 是 一 个 有 限 给 李 民 数 ，B 是 g 上 的 Killing 形 我 , 由 (35. 人 
式 所 定义 .证 明 : 

[1) 召 是 g 上 的 双 线 性 函数 . 

[2) 8 在 adg 的 作用 下 是 不 变 的 ， 即 对 于 任意 的 区 ,六 ZE 9 有 


Bladi Aa), 2)+ Di adli})2)= 0, 


22. 设 日 是 这 和 代数 gg 上 的 Killing 形式 , 如 具 行 在 8 的 理想 各,……， 
gr 嫩 得 站 可 以 分 解 为 
9 = DD gr 
证 明 ， 对 于 任意 的 i 了 关 j, Blgi,97) = 0, 并 且 上 B 在 每 一 个 理想 g; 上 的 
限制 恪 好 中 g 的 下 训 ing 上 带 式 ， 
23, 证 明 ， 紧 致 李 代 数 的 Killing 形式 是 半 负 征 的 . 
24. 证 明定 亚 5.6 的 靖 论 . 


a hi 


25, 启 (9g.0) 是 有 获 的 正 变 对 称 事 代 茹 . 证 明 ， 如 果 9 是 单 李 代 
数 ， 或 存在 9 的 蛇 诗 理想 gl 便 得 g = 四 甲 of(g), 则 9,c) 是 不 可 的 
的 . 

26. 设 (g,?) 是 有 效 的 正 变 对 称 李 代数 ， 站 = 出 mm 是 g 关于 
对 合 自 同 构 m 的 特征 子 室 间 分 解 ， 证 明 ， 如 果 g 是 半 单 李 代 数 ， 则 
E = [m, ml. 


27, 仿照 定理 5.8 的 证 明 方法 证 明 推 论 5.1%. 
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从 黎 曼 几何 的 发 展 内 史 凡 及 微分 几何 在 数学 的 首 个 分 支 和 理论 物 
理 中 的 应 用 来 看 ， 联 络 的 概念 处 于 中 心 的 上 位 置 . 我 们 知道 ， 在 光滑 流 
形 上 欧 痪 结构 的 荔 用 是 在 流 撕 上 能 后 借 此 引进 光滑 函数 的 概 意 ; 在 有 
了 光滑 函数 的 概念 之 后 ， 接 者 可 以 定 祥 切 向 量 和 合 切 向 量 ， 于 是 光 诊 
次 数 的 微分 是 有 意义 的 . 但 是 要 在 光滑 流 形 上 开展 劳 析 研究 ， 羽 有 光 
谓 画 数 玉 其 微分 的 嵌 念 是 不 外 的 ， 还 融 要 对 光 漆 的 切 向 量 场 、 尖 油 的 
余 切 向 量 场 以 及 一 般 的 光 清 张 扎 场 求 微分 . 在 这 于， 光滑 切 向 量 场 的 
微分 是 最 基本 的 ， 而 其 他 光滑 张 量 场 的 微分 可 以 归结 为 光滑 孟 数 的 微 
分 以 在 光 洪 切 向 其 场 的 微分 ( 切 看 第 二 帝 股 .4). 第 二 章 的 讨论 告诉 我 
们 ， 对 光 囊 切 向 其 场 求 汕 分 是 加 在 光滑 闹 形 上 的 一 种 辣 构 ， 即 所 谓 的 
“联络 ”, 它 赴 是 流 形 的 光滑 结 徇 本 身 所 国有 的 ， 但 是 ， 如 果 在 光 注 流 
形 上 指定 了 一 个 黎 坚 结构 ( 即 黎 曼 度 量 ), 则 在 此 莹 曼 流 形 上 就 有 唯一 
的 一 个 无 挠 联 将 与 给 定 的 歼 曙 结构 相等 ， 这 个 联络 就 是 所 谓 的 Levi- 
Civita 联络 或 黎 曙 陪 洛 ， 当 补 ， Levi-Civita 和 Ricei 利 月 这 种 联络 ， 
发 展 出 一 套 张 量 分 析 的 理论 ， 邮 所 请 的 绝对 微分 学 ， 太 大 地 推动 了 歼 
晶 几 何 学 的 恬 展 . 

在 20 世纪 的 如 年 代 到 色 年 心 , 数学 界 对 于 联络 的 概念 进行 了 紧 
张 的 研究 , 特别 旺 通 过 ,Cartan, 陈省身 ，JLL.Koszul 和 GG.Ebresmann 
等 上 的 努力 ， 联 痢 的 概念 有 了 铺 晰 的 表述 ， 同 时 也 出 现 了 主 从 上 的 详 
络 的 统 念 , 在 前 面 各 章 , 我 们 已 经 结合 狐 曼 几何 的 基本 理论 着 重 毅 述 了 
E.Cartan 的 活动 标 架 方 法 和 陈省身 的 联络 形式 理论 及 示 性 式 理 论 ， 还 
介绍 了 向 基 上 内 上 的 联络 的 概念 .在 20 世纪 的 后 半 叶 ， 访 分 几何 在 大 
范围 分 析 和 数学 物理 中 的 应 用 是 数学 研究 的 热门 课题 ， 在 当代 数学 中 
占据 十 分 赛 出 的 位 置 。A 们 试 识 到 主 挟 准 从 上 的 联络 是 当 民 数学 的 核 
心 慨 意 立 一 ， 因 此， 在 本 书 的 最 后 一 音 ， 我 们 和 将 介 拥 主 媳 礁 名 上 联络 
的 概念 及 其 基本 理论 . 
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810,1 向 量具 上 的 联络 和 水 平分 布 


在 向量 从 上 给 定 联络 之 后 ， 在 从 空间 上 恒 话 导出 一 个 水 平分 布 ， 
这 种 几何 结构 是 主 众 上 联络 要 念 的 起 源 ， 在 本 节 ， 我 们 要 介绍 联络 在 
疝 量 共 的 内裤 间 上 诱导 的 水 平分 布 的 概 您 . 

设 工 :五 一 昌 是 光滑 流 形 时 上 秩 为 ”的 向 量具 ， 癌 :TI x 
于 CM) 二 TLB) 是 癌 量 从 互 上 的 一 个 联络 ， 其 中 T(E) 表示 间 量 从 五 
的 光 衫 截面 构成 的 向 晤 空间 (参看 第 一 章 的 纪 .8 和 第 二 章 的 轻 .8 

在 第 二 章 的 驼 .& 中 已 经 给 出 了 向 其 具 的 平行 巷 面 的 璇 仿 . 

定义 1.1 设 7:[0 相 一 本 是 向 量具 :五 一 好 的 底 流 形 于 中 
的 一 条 光 渭 曲线 ，& 是 向 其 内 的 一 个 光 汪 截面， 如果 对 于 任意 的 
上 EE [0 都 有 Do = 0, 则 称 截 面 £ 沿 光 清 曲线 7 是 平行 的 . 

假定 向 呈 共 已 在 虹 的 一 个 全 标 部 域 了 上 有 局 部 标 架 场 {84; 1 < 
8 中 , 则 中 5 可 以 表示 为 中 rr = go 记 呈 人 由 三 间作 的 ) 并 设 

站 (1.1) 
其 中 履 是 D 在 局 部 标 沫 场 {3,} 下 的 联络 形式 ， wi 是 L 上 的 坐标 
困 数 ， 并 且 设 21(#) = YC), 那么 
Dat = DeylE sa) 三 ( 宣 tet rs) ER 

所 以 截面 = es 沿 了 平行 的 充分 必要 荣 件 旦 它 的 分 量 癌 介 ,1 志 
a<r, 满足 名 微分 方程 崩 


de (t) 
dt 


+ La [yt 0 at! en #) = [1,2 


这 星 一 个 线性 齐 次 常 微分 方程 组 .根据 常 油分 方程 理论 ， 对 于 任意 给 
定 的 初始 值 向 -+{yt0)), 方程 维 [1.2 在 区 间 各 ,中 上 有 有 难 一 的 一 组 


解 ， 由 此 得 到 
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命题 1.1 设 r: 巨 一 晤 是 光滑 波形 好 上 的 向 量 从 ，D 是 向 其 
礁 EE 上 的 一 个 联络 .有 各 设 7; [0, 相 二 屠 是 底 流 形 好 上 的 任意 一 条 
范 漳 曲线 ， 记 p = YY(0). 则 对 于 竺 意 一 个 向 量 与 E x-!lp), 存在 向 是 
具 吾 沿 曲线 的 唯一 的 一 个 截面 上 日 使 得 


st0) = 加 


并 且 纹 党 是 平行 的 . 

在 蕉 空间 妃 中 看 ， 旨 二 从 各 出 发 的 一 兹 光滑 曲线 , 满足 (Et 
= ?人 的 通常 把 满足 这 个 系 件 的 曲线 E04 称 为 底 空间 村 上 的 光滑 曲 训 
?ta 在 内 空间 吾 上 的 提升 (曲线 ). 当 E08) 沿 Y 平行 时 ， 则 称 #9 为 
(区 在 点 印 处 的 玉 平 提升 (曲线 )， 曲线 5 在 t= 0 处 的 切 向 量 #0) 
请 足 Tso (0)) = YY[0), 页 把 总 人 (0 & To 称 为 诡 空 间 MM 中 的 切 向 量 
TI E 下午 在 点 名 Erripl 处 的 水 平 提升 { 切 向 量 ), 这 样 ， 合 是 
1.1 可 以 改 述 为 ; 

命题 1.1 设 7 :五 一 眶 是 光滑 波形 好 上 的 向 基 吕 ，D 是 向 攻 
上 五 上 的 一 个 蛟 钞 ， 允 盘 了 :回避 一 对 是 底 入 形 上 上 的 任意 一 条 光 
请 曲线 ， 记 呈 = ?0 则 对 于 任意 一 点 印 Er , 光 请 曲线 (由 在 
点 名 处 有 了 唯一 的 水 平 讶 升 曲 线 ， 更 一 般 地 ,如果 是 MM 中 的 一 茶 分 
租 光 懈 曲 线 , 则 它 在 从 空间 号 中 也 有 唯一 的 一 妆 分 段 光 清 的 水 平 提升 
曲线 经 过 点 与. 

定理 1.2 设 了 是 癌 量 从 地 : 互 一 时 上 的 一 个 联络 ， 了 E 半 , 
名 En (pi 则 吾 在 名 处 的 全 体 水 平 切 向 量 构成 到 , 忆 的 一 个 子 室 
间 ， 它 在 切 映 射 mc, 下 与 Tp 是 线性 同 构 的 . 

证 明 设 [U;z") 是 光滑 波形 时 在 点 pp 的 局 部 坐标 系 , 并 且 秩 为 r 
的 问 量 从 瑟 在 下 上 有 局 部 平凡 化 2p:Cx 配 一 Trif ,这样 ， 邓 在 
坐标 邻 域 5 上 有 上 i | 二] 这 人 是 权 的 
499} 基 { 吕 | 的 对 个 基底 .他 中 = yb), 则 击 基 从 忆 在 上 有 
局 部 标 架 场 {3。}. 于 是 在 "'(U7) 上 有 局 部 坐标 系 (7-1(0); 1, 29), 使 
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得 对 和 干 任意 的 上 Er IC) 有 
人 = z"(r(A)), 


(1.3) 
IE = ND, 


其 中 二 6), pg = p09 训 寺 1 是 代 严 到 纤维 T” (p) 的 继 
性 同 构 . 此 时 ， Eh ) 一 2 人 En 因此 E = > :AE polda) 三 Actgilsan 用 E 
{ 芳 , 了 5} 记 从 空间 万 在 举 标 名 域 z-1iU) 上 的 自然 标 染 蕊 ， 即 


他 | 
二 二 1.4] 
X= gr Ye = Bie l 


需要 指出 的 是 ， X! 是 在 7-1(U) 中 的 全 标 走红 的 向 和 
趟 同 于 在 坐标 部 域 中 zi 坐标 曲线 的 切 向 量 ( 仍 记 作 去 了 但 是 它 


们 是 一 相 关 的 ， 即 有 1.(Xi) = 二 

设 Y: [0 加 -对 是 光滑 流 涝 M 中 任意 一 条 从 点 PE 44 出 发 的 
光滑 曲线 ， 其 参数 方程 记 为 2 的 = 辣 ( 拓 ) 1<t<m 那么 ， 7 的 
提升 曲线 表示 为 


E(t) = Eg0 7D) = oly), £06), 


并 且 它 是 的 的 求 平 提升 的 茶 件 是 52tt) 潢 足 方 程 组 (1.2). 
现在 候 定 Et = "(tjsal%wit)) 是 y(t) 的 水 平 提 升 曲线 ， 并 且 起 始 
点 是 E10) = fo. 那么 在 局 部 坐标 系 fID) AM) 下 ，#(9 的 参数 方 
程 是 
z= =. (1.5) 
所 以 它 在 =0 处 的 切 向 其 是 
Ee ul 日 dsefU) 8 
WE 5 
_ dr i 


(Xitéa) — Th po Ya (eo)), (1.6) 
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其 中 Pr) 由 此 可 见 ， 切 疝 量 Y0) = | 在 点 


fr 加) 处 的 水 平 提升 名 iD] 由 (1.6) 式 外 出， 从 表达 式 1 1 不 难看 
出 共 下 对 到 了 3 的 水 平 提升 是 线性 同 构 。 它 把 切 向 量 -2 了 为 


2 二 — Th PST eo). (1.7) 


所 以 ， 在 点 名 处 的 全 体 水 平 打 向 其 构成 区 ,五 的 一 个 m 维 于 空间 
H(t0), 它 的 基底 是 {ZiE0)], 并 且 re : Hié0) 一 TW 是 线性 同 构 . 

由 于 -+fp) 是 从 空间 吾 的 于 流 形 ，T (nt(p)) i T% 瑟 的 于 空 
间 , 称 为 T5 吾 的 铅 重子 室 间 , 并 记 作 (50), 事实 上 , 由 于 ffr-itoj) = 
[不 蕉 基 记 『(5) = kerfree) 根据 定理 1.2 本 We = 0, 
所 以 {F550)} 是 下 ( 辐 ) 的 一 个 基底 . 

定理 1.3 设 F: 忆 一 旭 是 吕 维 光 靖 度 形 时 上 秩 为 的 向 基 
此， 则 御 王 子 室 间 下 人 辣 ,EE 呈 ,是 已 上 的 完全 可 各 的 维和 分 布 ， 如 时 
DD 是 向 量 品 上 的 一 个 联络 , 则 水 平子 室 间 吕 [6,EE 吾 给 出 了 吕 上 
的 一 个 mn 知 分 布 ， 使 得 

(1) TE = HIE) @ VIEY. 

2) me ;再 泣 工 (ny 和 H 是 线性 同 构 . 

证 明 由 定理 1.2 的 证 轩 易 知性 质 2) 成 立 . 因此 ， 只 需要 证 明 性 
盾 (1) 成 立 就 行 了 . 

概 据 悄 亚 子 空 间 Wi#) 的 定义 ， 销 下 分 布 在 每 一 点 te 都 有 7 

维 积分 流 形 #17( 提 ), 所 以 该 分 布 是 完全 可 各 的 .由 于 HO 和 VE) 

是 分 别 由 {Zi} 和 {76.18)} 张 成 的 ， 并 且 {21,75(8)} 是 些 性 无 半 
的 ， 所 以 (Nn VES) = 人 0}, 从 而 结论 (1) 成 立 ， 证 毕 . 

在 阿 量 具 T :五 一 时 上 由 铬 王子 空间 确定 的 分 布 WI),£ € 已 
称 为 上 的 铝 甜 分 布 ; 此 外 ， 清 足 定 理 1.3 中 条 件 [1) 和 (2) 的 分 布 
五 ,tE 五 , 称 为 向 量 从 五 上 的 一 个 水 平分 布 . 
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定理 1.4 设 上 D 是 向 量具 7: 芋 二 必 上 的 联络 .对 于 的 任意 

-个 截面 EE T(E) 以 及 上 的 任意 一 条 光滑 曲线 ?1 (ee) 二 Mi 

售 {4) = 853 区) 如果 把 纤 锥 r+(y(0)( 向 其 室 间 ) 和 它 在 840) 的 切 
空间 Ttoitr-iYfOD = WV(Ely(0))) 自然 地 等 同 起 来 ， 则 有 


rr QT 1 
Do = (8 (0))" = ( ne 三 (1.8) 
其 中 ({ ) 表示 切 空 间 区 to 所 在 直 和 分解 

Treyony E = HCYON) @ VECYION)) 


下 向 锅 垂 子 空间 VE(y(0))) 所 作 的 自然 投影 . 


证 明 在 名 的 局 部 绎 标 系 (x-1(U);zwt, 和") 下 ， 特 规 面 限制 在 Y 


上 所 得 到 的 曲线 £1 = ty(t)) 的 切 疝 量 是 


deit) 的 O| ,ue 8 | 
dt Bri 本 dt ON erey 


其 中 
T(E) = wi(€(N)) = tr 0 E10)) = #700), 
Et) =M°(E()) 三国 全 人 


(参看 (1.3) 式 ). 因此 ，#'(t) 按照 直 和 分 解 


TenE = H(A) G VE(t)) 


可 以 分 解 为 
a 0) 二 和 的 
Bri Mle 


Ee te (二 一 By | 


lj 


的 站 
本 dt rt EE 
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de 届 a Fa 
+( rn) 的 


a | gi) 
故 有 
vv a pe 
COP = (re) 下 | 
ee 
=( TA) 守 时 we 四 jw) 
一 也- 
其 中 把 | 的 成 sfY 介 ] 是 利用 了 向 量 空间 -1(p) 与 其 切 空间 


Tetn™ (OpD)) ¢ e ga 的 自然 等 同 . 事实 上 , 对 于 任意 的 +, {so{m(t))} 
是 向 基 空间 * 一 (人 Pp) (p = Y(t)) 的 基底 ， 而 {各} 是 在 向 量 空间 -1[p) 
中 由 基 廊 {setp)(*%(4)} 苔 出 的 坐标 和 对， 因而 切 向 老 | 悦 好 是 
Sl 

根据 定理 1.3 和 定理 1.4, 对 于 黎 香 流 形 好 的 切 欠 了 上 的 诱导 
歼 芝 度 基 (参看 第 二 章 的 习题 第 383 题 ] 将 会 有 一 个 新 的 看 法 . 设 好 是 
歼 泽 流 形 ，T :三 一 蜡 是 在 对 上 的 蔡 坚 向 其 只 【参看 第 一 章 和 .9 中 
的 定 广 和.3),D 是 忆 上 的 一 个 联络 . 在 已 上 可 以 定 广 黎 曙 座 量 如 下 : 
对 于 尾 意 的 pe Mf 和 尾 意 的 EE x-!(p), 令 


(RF) = (ro (KY) reel TD + LT), YE,YENE, (1M 


上 式 右 边 的 第 一 个 ( , 4 是 底 访 形 六 上 的 得 明度 基 ， 右 边 的 第 二 个 

; 是 并 维 #7!{p) 上 的 欧 氏 内 积 ， 蕊 * 和 下" 分 别 是 六 和 了 的 外 和 
分 最 . 在 【1.9) 式 所 定义 的 从 空间 上 的 煞 曼 度 其 下 ， 水 平 于 空间 HI(&) 
和 向 重子 空间 YW(8) 是 彼此 止 变 的 ， 切 鼎 射 rw 是 水 平子 空间 HI(E) 和 
切 空间 Ti 立 间 的 扫 性 等 区 同 构 ， 氏 垂 子 室 间 Wié&) 和 并 维 1p) 
有 相同 的 欧 氏 内 积 ， 准 易 证 时 ， 在 只 空间 的 上 进 诱导 度 基 下 ， 共 投影 


人 


出 ， 第 二 章 的 习题 第 项 题 在 切 然 上 是 广 的 歼 坚 度量 是 黎 昌 阿 基 具 的 
从 空间 上 请 导 获 曼 度 世 的 特殊 情形 . 
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设 T:EE 一 训 是 mi 维 光 请 访 形 对 上 秩 为 r 的 癌 攻 以 ， 杠 
定 {Coo); a € 了 是 玉 的 一 个 局 部 平凡 化 结构 换 宫 话说 ， 
{Wo; ec 于 满足 如 下 三 个 茶 件 : 

{1 {Uo;a eT} 越 对 的 开 逢 请 ; 

{2) 对 于 每 一 个 ET pz :Un x 区 二 Ua) 是 光 请 同 肚 , 称 为 
向 好 从 蝇 的 局 部 平凡 化 , 同时 对 于 任意 固定 的 点 PE Us, 纤维 fr 一 人) 
是 向 基 空 间 ， 并 且 由 wap = wyafp,-) 确定 的 映射 是 从 玉 到 1p) 上 
的 线性 同 构 ; 

(3) 对 于 任意 的 a,5 ET, 当 U nts 时 , 由 po gogtp) = 
a oan EC GLIrT)Yp EU Nts) 定义 的 贞 射 go8 :1 Uo Us 二 LI 
是 光 语 蜡 射 ， 

于 是 ， 对 于 任意 的 pE Un vs, 以 及 任意 的 ye 了 ,等 式 

Palp, ) = alp, gas tp) -WN (2.1) 

成 立 ， 其 中 goal 中: 是 GLIr) 中 的 元 素 gas(p) (作为 下 上 的 线性 变 
换 ) 在 3 上 作用 ， 对 干 任 意 的 pp E Us nn Us, {Pp} x* 了 殴 基 加 积 空间 
UU x 和 的 计 维 , 又 是 习 积 空间 Us x 这 中 的 纤维 ， 它 们 人情 助 于 线性 变 
换 yg。a tp) 等 同 起 来 . 我 们 把 {968 : Uan Us GLIT)} 称 为 向 量 愉 互 关 
于 局 部 平 几 化 结构 {ft ,让 J; 0 EI 的 转 称 函数 族 . 中 于 (Us;a 了 
是 MM 的 开 蛋 盖 ， 于 是 具 空 间 E 可 以 看 作 将 所 有 的 Us x BR 通过 转移 
函数 艾 粘 接 的 结果 . 

根据 转移 函数 ws 的 定 久 ， 下 面 的 娃 索 是 显然 的 ， 

命题 ?3.1 设 T: 瑟 一 时 荐 光 请 流 形 村 上 的 秩 为 7 的 向 量 从 ， 
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(9a8 : Us NUs 一 GLIr)} 是 关于 局 部 平凡 化 结构 {fPeswaJirE 中 的 
转移 函数 族 ， 风 下 面 的 相 答 性 兼 忻 成 立 ， 

(1) 对 于 任意 的 a ET 了 以 及 任意 的 pe Te, ge 的 = 式 , 其 中 工 是 
+ 阶 单位 堪 阵 ， 

(2) 对 于 任意 的 PE Un tn,, 


8 yar (ph) = er 四). 


作为 (1) 和 (3 的 推论 有 
(3) 对 于 任意 的 p € U, nm Ua, 
ga8 (lp) = (9ga lp}. 

下 面 的 定理 表明 转移 范 数 族 是 构造 娃 维 从 的 核心 ， 

定理 2.3 设 虹 是 mm 维 光 窒 访 形 ，{ai a EE 了 是 的 一 个 开 
绪 盖 ， 如 果 对 寺 尾 意 的 ,8 Ee J, 在 Us nn Us 对 和 时 ， 莉 指定 了 一 个 光 
消 上 映射 gag :Us nn Us 二 GLirn), 并 且 上 映射 族 {gaz} 满足 命题 2.1 中 的 
相符 性 条 件 (1) 和 他 , 则 在 本 上 存在 秩 为 7 的 向 量 太 7:E 一 和 以 
{yaa} 为 它 的 转移 浅 数 族 . 

证 明 考虑 并 集 

E=| |]{a}xU, 下， (2.2) 
站 后 二 


它 有 基 一 个 m 十 r 维 光 神 流 形 . 在 五 中 定 光 关系 "如下: 设 

(a py) (38,DN EE, 
则 [ap 下, 当 且 仅 当 p=BeE Us nvUs, 并 且 y= gas(p)- 二 出 
于 {gog1 蘑 足 命 同 2.1 中 的 相 容 性 尊 件 ， 容 易 验 证 ， 上 面 定 必 的 关系 
"~ 是 一 个 等 价 关 系 , 用 已 = 中/ 表示 五 关于 等 价 关 系 ~ 的 商 空间 ， 
并 把 [o,p,y) E 台 美 于 ~ 的 等 价 类 记 为 [a,p,j. 从 屏 , 疡 切 得 到 等 价 
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类 lm, 旭 , 吉 的 过 程 ， 在 直观 上 就 是 借助 于 转移 函数 族 guz 将 (9,p, 训 与 
(8, 记 9) 粘 接 (等 同 ) 的 过 程 . 定义 投影 : 殖 一 好 为 


Tl pW = Yapy EE. (‘2.9) 

少 易 证 明 , 在 已 上 存在 光滑 结构 使 得 己 成 为 光滑 六 形 , 并 且 站 是 交手 

啦 射 . 事实 上 , 设 {Zi} 是 在 UC MM 上 的 局 部 坐标 系 , 那么 {zi,y*} 是 

在 r-1fcs) 上 的 局 部 坐标 系 . 当 Danmza 关 自 时 ,在 TICalmrItLP) = 
TJD Us) 上 有 局 部 苷 标 变换 


帮 = 区 (zl ah， 

2. 
JT 

| 


很 明显 ， 上 面 两 组 式 子 的 右 端 者 是 [2 ,YY 六) 的 光 形 匡 
数 . 因此 ，{fr-MDa)i aa)iae 了 是 吾 的 一 个 光 福 坐标 杜 瘟 ， 
定名 映射 Wa : Le x Kr" 7!(Un) 为 
Wa tp, y) = [e:m 训 ; Wp, 1 EU, x 区. (2.5) 


容易 看 出 T owt{n, 1) = 各 并 且 Wn 是 光 请 同 胚 ， 所 以 ， 由 sw 是 五 的 一 
个 局 部 平凡 化 . 设 ws : Us x 民 一 -1iUs) 是 忆 的 另 一 个 平 几 化 ,于 
之 对 于 尾音 的 Fa 本 Da 六 Ug 以 及 rE € 区 5 划拨 


Walp,y) = Fatp;W, BE [asp = [8,p,Y): 
则 有 y= goalp) 站 这 意味 着 
Wop og p = Jag (D). {2.6) 


由 此 可 见 ，T :五 一 是 光 诊 流 形 4 上 和 钨 为 的 向 其 此 ， 瑟 的 转移 
函数 上 旋 是 已 知 的 {go8 : Vo Us 二 GLIR)}. 证 毕 . 

纤维 只 的 特征 是 具 空 间 在 局 部 上 等 同 十 一 个 乘积 空间 ， 即 具有 所 
谓 的 局 部 平凡 性 . 但 是 它 的 娃 礁 型 可 以 不 限于 向 其 空间 .特别 是 给 定 
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一 个 秩 为 + 的 向 基 此 7: 互 二 避风 从 向 其 只 出 爱 可 忆 攀 蓝光 说 流 
形 时 上 的 标 架 具 , 它 在 局 部 上 是 对 的 开 子 梨 与 一 般 线 性 群 GLim) 的 
乘积 空间 ， 并 且 与 向 量 从 瑟 共享 同一 个 转 称 申 数 族 ， 具体 作法 如 下 : 

设 向 量具 T :已 一 时 的 局 部 平凡 化 结构 是 {(Ca wahi ae 由 其 
中 [Uo;z5) 是 MH 的 局 部 华 标 系 ， 用 {650;1 <a<ry 表示 实 向 基 室 间 
区 的 标准 基底 ， 并 各 


smtp) = We pio 卫 丘 CU, (2.71 


则 sel = (si ar) 是 向 量具 忆 在 Us 上 的 局 部 标 架 场 ， 对 于 每 
一 点 EU, 用 下 (p) 表示 由 向 是 空间 x1(p) 中 基底 的 全 体 所 构成 的 
集合 , 则 在 GLIr) 和 Flp) 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 事实 上 , 让 A4€ GLI7) 
所 对 应 的 标 架 是 


fip) 三 (页 (加 万 四 ) 


=(s (p80p) -4 = (2.8) 
即 
fut) = A Ip, 品 ) 三 a pl dh), 1l un (2.9) 


这 里 wp : 下 二 7-!(p) 是 线性 同 构 . 令 FIE) = LU Flp), 并 有 是 定 义 
PEM 


映射 去: 五) 二 时 , 使 得 对 于 任意 的 PE M, 有 Fip)) = {p}. 借助 
于 向 基 共 吾 的 局 部 平凡 化 结构 可 以 引入 空间 FLE) 的 局 部 平 开 化 结 
构 . 事实 上 ,对 于 任意 的 a ET 定义 映射 ga :Ua x GL(r) 一 于 【Da 

woulp, A) = sp) A, Wp, A) € Ds, x GLI?). (2.10) 


容易 看 出 ， 这 样 定 闵 的 鼎 射 wo 是 从 Us x GL(7) 到 "(Usa) 上 的 一 
一 对 应 ， 异 助 于 时 射 pe。 可 以 在 FIEY 上 引进 拓扑 结构 利 光 祖 结构 ， 

使 得 每 一 个 ou 是 光滑 同时 ， 并 且 冯 :FIBY) 一 对 是 光 并 卫 射 ， 具体 
作法 可 以 鳃 照 第 一 章 $1.9 中 关于 切 从 的 构造 或 者 本 节 的 定理 2.2 的 证 
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明 . 特别 地 ， 通 过 映射 wa :证 LEal 一 TaxGLr) 以 及 对 在 坐标 
名 成 Be 上 的 坐标 映射 可 以 给 出 FLE) 在 二 (Ls) 上 的 局 部 坐标 系 ， 
记 为 (1(Cajizo,4e). 

共 上 面 的 构造 可 以 看 出 ， 环 (五 ) 在 局 前 上 是 乘积 宣 间 Us x GL(r), 
它 在 每 一 点 PE 对 处 的 纤维 是 和 -1 的 = Ftp), 后 者 与 GLIr) 是 等 
同 的 ， 换 言 之 ， (EB) 是 将 一 族 张 积 空 间 Us x GL(r),a E 了 沿 底 流 
形 M 上 的 同一 点 p E Us nn Us 的 纤维 {p} x GLir) Co x GLIr) 和 
{ x GDIr) C Us x GL{r) 按照 一 定 的 方式 精 侣 起 来 的 结果 .具体 地 
说 , 设 pEDnUs, dBEGLr 那 和 


Po (pn, 凡 ) 一 elp, B), 或 等 忻 地 , 凡 三 中 pantB), (2.1 1) 


当 上 且 仅 当 
Sei (站 A 二 的, 卫 . (2.12) 
部 
Walp, AL6s) = walp, DiS), 1 <a<r. (2.13) 
上 和 式 等 价 于 


Le I 


ia 训 加 Warp a Wa pl Hubs) = Biganlp) 由 = [gap (mBet,, 


即 有 
4 = oatpl: B. {2,14) 


特 上 式 与 (2.11) 式 相 比较 得 知 yz owep = gma 由， 因此 ， 纤 维 从 
和 :下 (五 ] 全 计 和 向 械 具 :上 二 财 共 享 同一 个 转 称 阔 数 旋 {go8 : 
ConUs 二 GLIr)}. 通常 称 纤维 从 工 : LE) -J 是 与 向 基层 了 : 百 - 
曹 相 配 的 标识 从 , 并 且 记 上 作 (FIE), iM. 计 | 有 时 也 记 作 :FiE) 一 计 ， 
或 F{EY. 与 向 所 从 的 情形 迷 似 ， 把 光 洪 流 形 FLEY, 时 和 映 射 计 分 齐 
叫做 标 架 是 的 从 宝 间 , 底 流 形 和 从 投影 
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标 架 外 有 一 个 很 重要 的 几何 早 构 ， 即 群 GLCr] 在 从 空 间 PIE) 上 
的 右 作 用 ， 设 9E GEL(m 合 


palp, Al: 9 = Palp, A.9), vp A E Di x GL(r). (2.15) 


上 面 的 定义 与 局 部 平 几 化 po : Ua x GL(T) 二 (Uw) 的 取 法 无 关 . 
事实 上 ， 当 peE Uan Ds 时 ， walp,A) = pslp,B) 的 充分 必要 杀 件 
是 (2.13) 式 成 立 ， 国 而 olp; 有 -四 = 8 轩 ,BB' 站. 容易 验证 ， GLIr) 
基 作 用 在 FE) 上 的 李 氏 变换 群 . 很 明显 ， 9 E GLr) 在 呈 五 ) 上 的 
必用 保持 纤维 不 变 ， 而 且 从 几何 上 看 ，9 在 以 本 上 的 右 作 用 就 是 
让 向 其 从 :五 一 型 的 每 一 个 标 汪 作 一 个 六 特 的 线性 变换 . 出 此 可 
风 ，g 在 下 (E) 上 的 右 作 用 没有 不 动 点 ， 枢 据 李 色 变 换 群 的 理论 ( 姑 
看 参考 文献 [3, 第 六 章 ， 定理 51) GLIr) 在 EB) 上 的 作用 诱 异 出 六 
个 处 处 线性 无 美的 基本 向 基 场 Xll < ai 大 站 它们 在 局 部 坐标 系 
(一 (Cejizoy4de 下 具有 如 下 的 表达 式 


Ne = AE [2.16) 
生 


因此 ， 基 本 向 基 场 Xi 在 oe Bp) C FIE) 处 张 成 红 准 -1ip) 的 切 空 
间 Yio) = Tl-1(p)) C To FE) lc) 称 为 标 间 县 F(E) 在 o 的 铅 
重子 空间 , Y 条 为 在 FLE) 上 的 铅 故 分 布 上 面 的 讨论 说 明 ， 贺 冬 分 
布 丫 是 由 基本 疝 量 场 站 代 三 上 0 大 T 张 成 的 ， 它 是 完全 可 积 的 ， 相 
应 的 r? 礁 积 分 流 形 就 是 标 架 只 FLE) 的 纤 绯 ， 

设 在 向 量具 7 : 互 一 时 上 凋 定 一 个 联络 D, 则 根据 $10.1 的 
做 法 可 以 在 相配 标 架 从 元 : FIE) 五 WH 的 从 空间 上 诱导 出 一 个 水 平 
分 布 巨 . 设 p EE 导 , mmE 放 1 则 go0 = (ri ,or) 是 向 其 空间 
rifp) = 互 |p 中 的 一 个 基底 ， 在 底 流 形 邓 中 任意 给 定 一 条 光滑 曲线 
7: [上 0, 可 一 对, 使 得 (0 = p, 则 由 请 题 1.1 得 知 ， 存 在 唯一 的 一 粗 
沿 * 平行 的 向 量 场 sol.0<t<b 1 < air, 使 得 gol0) = oo. 记 
gD = [i 是 沿 ?平行 的 标 架 场 ， 并 且 满 足 初始 
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荣 件 o(0) = goo. gl) 称 为 光滑 曲线 + 的 在 从 空间 FI 有) 中 经 过 点 四 
的 水 平 提升 (曲线 ), 切 向 基 人 0) 请 为 0) 5 TM 在 点 mm 5 +(p) 
处 的 水 平 提升 { 切 向 量 ). 在 点 oo E 1p) 处 的 水 平 切 向 基 的 集合 记 
为 吾 [ea). 下 面 要 说 明 请 [oo) 是 TB) 的 子 空间 , 称 为 标 架 从 F(E) 
在 点 oo 处 的 水 平子 空间 . 

沪 此 , 胖 用 前 面 的 记号 , 设 人 Pa Wolya eT} 是 向 生态 TT:E 一 入 
的 局 部 平凡 化 靖 构 ， 使 得 (Ui; x】 是 庶 流 形 好 的 局 部 华 标 系 ， 则 
{(U6, wa); a € 了 ]} 是 与 相配 的 标 架 从 : : FLE) 一 时 的 一 个 局 部 平 
凡 化 结构 ， 并 且 通 过 局 部 平凡 化 映射 p57 : 半 [) 二 Us xDir) 弟 出 
了 县 室 间 IE) 上 的 局 部 坐标 系 和 , 同 )， 对 每 一 个 固定 的 
ET, 令 


Dal" = 二 wae utmib 一 = dv, {2.17) 
则 owt 昆 详 阁 D 在 局 部 标 昔 场 Ta 加 ;1<a<sr 下 的 联络 形式 ， 借 
助 于 联 绎 形式 wi 可 以 在 开 集 计 -1(06) 上 引入 如 下 的 1 次 微分 式 
Bb =[ A (dA 十 区 oo ed 
=[A-TY(d A 十 ddTC dri ). (2.18) 


总 - i 


定理 2.3 由 (2.18) 式 定义 的 并 和 志 wb 所 7) 是 大 范围 地 定义 在 
从 空间 F[B) 上 的 7 个 1 次 微分 式 ， 即 8 = (过 ) 是 大 范围 池 定义 在 
FIE) 上 的 gltr)- 值 的 1 次 微分 式 ， 其 中 gr) 是 一 般 线性 群 GLI7) 的 
李 代 数 . 

证 明 设 (Us;z3) 是 好 的 另 一 个 局 部 坐标 系 ， (全 TDB]i zy,B*) 
是 在 旦 宰 间 FLE) 上 对 应 的 局 部 坐标 系 ， 者 UU 半生 则 有 些 标 亚 
换 二 三 Jmd{p) - 百 [ 爷 看 (2.14" 下 ， 印 

A = (gag(p))e Bs:, (2.19) 
其 中 gos : Ua Nn Us 一 GLIr) 是 转移 函数 ， 因 此 


dA 三 digas)r “十 (gna)e ° dB,. (2.20) 
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另 一 右面 ， 磋 络 形 式 尊 循 如 下 的 变换 会 

(gag) wl = d(gop)t + whl (gag)s (2.21) 
(参看 第 二 章 的 (3.4) 式 ). 将 i2.21) 式 代 入 (2.20) 支 得 到 
dAs + AoFrtol = (gaa)t(dBs + Bai"wd), 
即 
(CAMdAd + AGN") = (BT )aldBs + Bes*wtt)). 
证 上 毕 , 

一 次 油分 式 江 (1 a,b <r) 有 明显 的 几何 意义 , 事实 上 ，(z5 4) 
代表 车 -1[D。) 中 的 点 ， 因 而 是 向 其 从 已 在 0。 上 的 标 架 ， 于 是 押 
[1 a6 7) 恰好 是 巨 在 以 上 的 活动 标 架 的 “ 协 变 微分 ”关于 谨 标 
架 自身 的 分 量 { 即 笑 动 标 架 的 相对 分 二 ). 实际 上 ， 如 果 采 用 (2.8) 式 的 
记号 ， 则 活动 标 架 了 = si . 4 的 协 变 微 分 是 

DF =Dgla) . A+ sl .dA = so, (wl) .A+ dd) 
= -Ad = 了- 认 (2.22) 
其 中 
= AldA + A). 
定理 2.3 的 意思 是 ， 向 景 从 的 活动 标识 的 相对 分 最 与 参照 标 架 场 
stal = [si ) 的 选取 无 关 ， 另 外， 从 表达 式 (3.18) 和 (2.16) 式 
不 难看 出 ， 如 果 把 对 限制 在 纤维 十 -:(p) 上 ， 则 此 和 基本 商量 场 Xa 
是 后 此 对 侦 的 ， 即 


HN = lB laabeder. (23,25) 


由 方程 组 (1.2) 可 知 ， 如 果 在 wo。 上 任意 给 定 一 杀 光 滑 由 线 7 : 
三 下 (9, 则 对 于 每 一 个 固定 的 指标 a, 方程 组 
中 时 Ee .pt 站 


ler {2.2 和 4 
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的 解 下 和 给 出 一 个 欠 有 曲线 7 平行 的 向 量 汤 ot) = 4 的 8 人). 
换言之 ， 了 由 = (的 er 芍 ) 是 沿 ?平行 的 标 架 场 , 所 以 w(t) 是 曲 
线 y(4#) 在 标 架 从 空间 五 (E) 上 的 水 平 提升 . 由 此 可 见 ，o(t) 是 7 上 白 在 标 
架 从 空间 FLEY 上 的 水 平 握 升 曲 评 的 充分 必要 条 件 是 AW)(l ae 所 
7) 满足 方程 组 这 .24). 注意 到 在 FIE) 的 局 部 系 (并 -Ti AY 下， 
切 向 其 it) 的 坐标 者 达 式 是 
gift 9 dAtl(t) 8 
dt Or: dt 8A. 


oit) = 


再 缚 从 (2.18) 式 ， 4 提 满足 方程 组 (2.2d) 等 价 于 史 提 满足 方程 组 
(a) =0, 1<n,bir 
因此 ， 
Hloo) = {X ET FE); W(X) =0,1 ab <r} 


是 TREE 的 m 维 子 空间 ， 从 (2.25) 和 (2.24) 两 式 得 知 ， 水 平分 布 
让 在 局 部 上 是 由 下 列 向 量 场 张 成 的 : 


和 (2.26) 


在 上 面 的 讨论 中 由 对 应 = mm Hig) 确定 的 m 维 分 布 五 称 为 在 标 
沫 从 室 间 PIE) 上 由 联络 D 诱导 的 水 平分 布 . 于 是 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 2.4 设 寺 : FIEY 一 上 5 是 与 圭 咨 7 的 问 量 共 :EE 于 时 相 
配 的 标 架 从 ， 则 向 重 分 布 六 是 由 GLIr) 在 FILE) 上 的 右 作用 的 李 氏 变 
换 群 在 下 [EB) 上 产生 的 基本 向 其 场 张 成 的 ， 并 且 是 完全 可 积 的 ， 如 果 
D 是 疝 量 蕉 : 旦 一 对 上 的 一 个 联络 ， 则 它 在 FIE) 上 诱导 出 一 个 水 
平分 布 豆 , 使 得 在 每 一 点 JE A 处 下 面 的 诸 论 成 立 ， 

(1) Te FB) = Hlo) B Vo 

[2) jo :站 fo] 一 Trey MM 中 线性 同 构 


0. 共 区 纤 荐 名 站 1 


根据 [2.15) 式 ， gE GLIr) 在 从 空间 FIE) 上 的 右 作 用 相当 于 在 
其 坐标 #4 的 右边 篆 以 9， 从 方程 组 12.24) 不 玲 知 道 ，g 的 右 作 用 把 
FE) 上 的 水 平 曲线 变 为 水 平 曲 冯 ， 因 而 把 永 平 切 向 量变 为 水 平 切 向 
量 ， 把 水 平子 室 间 变 为 水 平子 空间 . 于 是 有 下 面 的 定理 : 
定理 2.5 设计: 民 玉 一 虹 是 与 向 基 只 了 :五 一 时 相配 的 标 
架 趴 ， 互 是 联络 D 诱导 的 水 平分 布 ， 则 对 于 任意 的 weEGLir), 它 在 
(BE) 上 的 右 作 用 下, 浅 尼 
(Ro Hr) a Hla #); YF 万 FiE), (2.27) 
并 和 且 
(RO 9) = Wo) .gy = Adly  ) to), (2.28) 
证 明 根据 8 的 定名 有 
(Ro)* (Oo :9)) = 全. 必用 十 加 .40) 
=g 1-. (A dA+ A .wl ,Ay 
=Ad(g™ ) .dtr). 
(2.27)] 式 是 多 .和 8) 式 的 直接 推论 ， 也 是 在 定理 2.5 的 前 面 的 一 段 论述 
的 竺 果 ， 证 毕 . 


810.,3 微分 纤维 从 


向 量 共 及 其 相配 的 标 架 具 的 概 意 能 艇 推广 为 微分 纤维 名 的 一 般 委 
总. 

定义 3.1 设 昌 ,WP 了 蚌 光 滑 流 形 ， 避 是正 必用 在 光 消 波形 启 上 
的 李 氏 变换 群 ， :再 一 人 Y 是 一 个 光 放 上 蜂 射 ， 如果 下 列 三 个 兼 件 成 
半 ， 则 称 :B 了 厅 基 光 请 汶 形 上 的 一 个 微分 纤维 丛 : 
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i 存在 这 的 一 个 开 和 覆盖 {CaiaE I 局 得 对 于 芭 一 个 ae 部 
有 一 个 光 光 同上 且 wo : Do x 三 一 Tao) 满足 条 件 


ToWap =p vip feUs x Ph, 


(2) 对 于 每 一 个 固定 的 PE Da 以 及 任意 的 EF 记 Bopt 丰 = 
wa tp, 放 , 则 映射 多 :下 天- 站 是 光滑 同 古 ,并且 当 PE UNnUs A 六 
时 ， 光 滑 同 凸 好 5 9 也 gp : 下 二 + 太 等 同 于 避 的 一 个 元 素 gasfp) 在 玉 
上 的 作用 ， 即 有 ga 中 & 避 使 得 


Bapeowanf) =g08n) 1, YE 


(3) 当 Un Us 关 各 时， 映射 gag :Us n Us ”G 是 光滑 的 - 

为 了 方便 起 见 , 肉 后 把 微分 时 维 从 :上 二 放 记 为 (B, MM, 上 ) 
或 B, 共 中 B 称 为 是 室 间 , 4 称 为 底 流 形 , FF 称 为 是 维 型 .x 称 为 从 
投影 , 避 称 为 结构 群 ， 

上 述 定 沁 中 的 落 件 1 所 涉及 的 鼎 射 二 :Uo 大 王 全 To) 称 
为 娃 维 从 五 的 局 部 平凡 化 ; 人 Da ,Wa)ia E 上} 称 为 B 的 局 部 平凡 性 
结构 , 映 躺 ja :U6 Us 二 如 称 为 B 的 转 称 函数 . 局 部 平 几 化 是 并 
给 的 最 主要 特征 ， 即 从 空间 在 局 部 上 是 困 积 空间 ， 实 际 上 ， 旦 维 从 
， 日 是 一 谋 瑟 积 空 间 {Us x Fe 5E 1 症 每 一 点 p ED nvUs 上 将 纤维 
{Pj FCOCUXE UM {DFO LU x FB 帅 于 围 巷 铺 数 加 有 人 EC 
等 同 起 来 的 结 时 ， 即 对 于 任意 的 关 E Do 阁 Da, ff EF 点 坟 sip, 了 和 
Westp, 户 是 上 内 空间 B 中 的 同一 个 点 的 充分 必要 条 件 是 

f = guplp) .天 [3.1) 
很 明显 , 转移 函数 galp) = 四 55oway 满足 命题 2.1 中 的 相 穿 性 条 件 ， 
转移 函数 族 {gss] 是 构 坦 微分 纤维 共 的 核心 ， 竺 别 是 ， 定 理 2.2 的 辣 
论 可 以 氛 到 这 里 来 成 为 下 面 的 定 再 31, 其 证 明 过 程 也 是 类 贫 的 . 

定理 3.1 贡 时 是 一 个 mm 维 光 沸 流 形 ，G 是 站 作用 在 光 少 流 
形 上 的 李 氏 迹 换 群 。 加 果 存 在 时 的 一 个 和 开 材 羡 【Daia E 了 中, 司 
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得 对 于 任意 的 .8 EI, 当 Us nts 关 钙 时 ， 都 痢 定 了 一 个 光 禄 映射 
ga6 :Ve Nn Us 一 辟 满 足 如 下 的 相 春 性 某 件 ， 
上 gaa lp) = e yah 和 Ena, 其 中 < 是 李 群 G 的 单位 元 索 ; 
(2) 对 于 任意 的 af,% € 1 当 Uan UaenLU, 时, 


ged lp) ga tn) = yorlP), YnpE VaN vaN Ut,, 


则 在 在 以 G 为 针 神 群 的 微分 纤维 从 [B, 虹 , 已 mm 加 ), 使 得 它 的 转移 函 
数 族 正 好 是 {go8 : Ua Nn Us = 上 G}. 

假定 (是 , 入, 瑟 7, 避 ) 是 一 个 微分 妊 维 只 ， 其 转移 函数 能 为 {gwa : 
Ianmzrs 一 局}. 由 于 C 是 左 作 用 在 @G 自身 上 的 李 氏 变换 群 于 是 根据 
定理 3.1, 存在 微分 纤维 从 [是 ,MG 如) 它 以 辣 构 群 上 为 纤维 型 ， 
并 且 与 (B, 计 ,下 7, 吕 ) 共享 同一 个 转移 函数 族 . 

定义 3.2 在 光滑 流 形 4 上 以 结构 群 加 为 其 纤维 型 的 微分 纤维 
愉 工 :也 一 邓 称 为 在 光滑 流 形 时 上 的 马 - 主 失 ， 记 为 1 AmGl 或 
B. 

相配 时 的 概 意 可 以 作 如 下 的 一 般 推 广 : 

定 沈 3.3 设 (B, 财 , 忆 7,) 和 [互相 元 加 是 光滑 流 形 计 上 
的 两 个 以 为 结构 群 的 微分 于 维 雁 , 如 果 它 们 具有 相同 的 转移 函数 族 
[goa :Ua Ua 一 G), 则 称 刀 和 互 是 相配 的 微分 纤维 丛 , 

于 是 ， 向 长 具 +: 玉 二 放 和 对 应 的 标 架 雁 讲 : 吾 ( 百 ) 一 并 呈 相 
配 的 . 任意 一 个 微分 纤维 从 (B, 对 ,本 7, 上 G) 都 有 与 其 相配 的 全- 主 由 . 
由 此 可 见 , 在 相配 的 微分 纤维 从 的 集合 中 总 是 可 以 取 个 主 共 作 为 它 的 
代表 避 - 主 从 的 重要 性 在 于 G- 主 从 的 辣 枸 比较 简单 ， 峡 维 型 就 是 它 
的 结构 群 本 身 ; 另外 ， 其 他 的 相配 从 都 可 以 通过 如 -主妇 方便 地 构造 出 
来 ， 

定理 3.2 设 18,M,n,G) 是 光 寡 流 形 时 上 的 一 个 吕 - 主 从 , 则 GG 
是 自由 地 右 必用 在 从 空间 B 上 的 李 氏 变换 群 ， 并 且 主 时 B 的 每 一 个 
局 部 平凡 化 光 : Ux 二 10) 美 十 局 的 右 作用 都 是 等 变 的 ， 即 对 
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SS 


于 任意 的 peU 和 修 严 E 妇 ,下列 关系 式 
FP) = Pp 9 h) (3.2) 
证 明 设 主 从 (B, NM, wm, G3) 的 局 部 平凡 化 靖 构 是 地 万 了 ] 
对 于 任意 的 ip,g EC x G, 以 及 任意 的 站 三 个 全 
Walp 史 h = walp 9 A). 13.3) 


下 面 要 证 明 上 式 的 右 端 与 局 部 平凡 化 的 联 法 无 关 . 对 于 pe Don Us 
和 EC, 如果 
Wn (p,9) = vatp, 全 ， 
那 和 
用 = Wp waptd) = gog(p) 东 
国 此 ， 对 干 任意 的 下 E 它 有 
gh= yop) 15- A. 
所 以 
Balp, yh) = walp, sy i). 

不 奴 看 出 ， 由 名,3) 式 知 山 的 在 BB 上 的 右 作 用 是 等 变 的 ， 这 种 右 作 
用 使 得 只 是 右 作用 在 8 上 的 李 氏 变 摘 群 . 

为 了 说 明 妇 在 吾 上 的 右 作 用 是 自由 的 ， 只 需要 证 明 妇 中 的 每 一 
小 非 单位 元 素 大 在 旦 上 的 作用 都 设 有 不 动 点 .为 此 ， 设 产 E 写 . 如 果 
存在 ¥otp,9) 6 B 使 得 {fp,g) 在 上 的 右 作 用 下 不 变 ， 即 


a 症 ， ol 岂 Wa (p, a) 


Walp, gh) = Yatly, 9). 
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中 的 单位 元 ， 证 毕 . 
上 述 定理 的 道 命题 也 成 立 . 事实 上 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 
定理 3.3 识 避 是 自由 地 右 必用 在 光滑 访 形 B 上 的 李 氏 变换 群 . 
如 时 
(1) 8B 在 G 的 右 作用 下 的 轨道 空间 好 = BiG 是 一 个 光滑 流 形 ， 
并 且 自 然 投 晤 7 ;8B 汪 J 是 光 得 的 ; 
(2) BB 有 侣 -等 变 的 局 部 平凡 化 ， 邮 对 于 每 一 点 D€ 村, 存在 后 了 
的 并 邻 域 CH 以 卜 光 溃 同 且 汪 : Ux GG 一 (Dn), 恒 得 
To = VHD EU XG, .3.4 
WD = ,hEG, 全 .5] 


则 ( 百 , mrGC 是 一 个 @- 主 从 . 

证 明 根据 茶 件 (2), 在 邓 上 有 一 个 开 材 得 TaiaE 中 ,全 得 对 于 
每 一 个 rz E 了 剖 有 光滑 同 且 Wo :Ca 如 二 Us) 满足 茶 件 13. 坟 
和 全 .51， 

对 于 任意 的 pe Un via, 设 有 9, € 局 ,使 得 


则 利用 局- 等 变 的 某 件 人 3.51 得 到 
Walp,€) :9 = Watp,e) 5. (3.7) 


因为 
TOWalp.e) = To Wealp ee] = 
所 以 walp,e) 和 Walp,e) 属于 同一 条 G- 轨 道 ， 于 是 存在 G 的 元 素 
yas 了 Pp), 使 得 
Walp, e) gt) = Walp, 2). ,3.8) 
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代入 (3.7) 式 得 到 
Wa lp, E) :9 = Wa (pe) ' gap (DP) -tH. 
因为 G 在 吾 上 的 作用 是 自由 的 ， 记 以 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 足 
9 = gaglp) 世 


与 [3.0) 式 相对 照 可 知 ， 7 ewsp :口才 曲 恰 好 是 元 素 gaslp) 在 人 G 
上 的 在 必用 .由 (3.9) 式 得 到 


gadlp) = Wp Werlel, YPE Uo NUs, [3.9) 
这 说 妈 gog : Vo Us 五 曲 是 光 衣 鼎 射 ，(B, 计 ,Tm 吕 ) 是 全 主 内 全 
毕 . 
定理 3.4 设 1B,H,Tr,G] 是 泡 清 流 形 好 上 的 侣 主 失 ， 玉 是 一 
个 光 祖 流 琅 ， 并 且 李 群 避 是 正和 作用 在 了 上 的 李 氏 变 执 群 . 全 
其 中 等 价 关 系 ~ 的 定义 是 对 于 (6 由 (6 站 EBxB, (~ (6, 用 
当 且 仅 当 存在 9€ ,使 得 
b=b.g, f=y!:f. (3.11) 
那 笃 ，[ 昌 ,好 只 天 加 ] 是 与 【BAG) 相配 的 微分 纤维 从， 其 中 蜂 身 
革 :! 如 己 JM 是 由 不 (8, 了 ) = TY, 了) E Bx 下 ) 定义 的 . 
证 明 设 {Co 划 ji 关 E 了 是 已- 主 名 二: 了 一 晶 的 局 部 平凡 化 络 
构 ， 对 于 性 意 的 a Ee 卫 , 定 文 映射 Ba :Do x 下 一 贡 TICe) 为 
palp fF) = walp, el, fl, Vip fe La x hk. (3.12) 


显然 , 映射 po 是 一 一 对 应 , 当 UnUs 对 时 , 对 于 任意 的 PE UsnUa, 
上 站 EE ,等 式 


Foalp,f) = palp, f) (3.13, 
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成 立 的 充分 必要 条 人 忻 是 
(wa tp,e), f) ~ (watp,e), f). (3.14) 
根据 (3.8) 和 13.11) 式 ， 


(nt, a), fF) ~ Walpe): gad Dp). (gaatp)) 一 "f) 
= (wetp,e), (gop(p))™ 一 用， 


因此 ， (3.13) 式 成 立 当 且 仅 当 
f= (gas 四 )-1 .7 或 了 = goslp):f {3.15) 


由 此 可 见 ， 是 光滑 地 依赖 于 th, 让 的 .现在 ,如 同 定理 2.2 的 征明 ,可 以 
借助 于 13.12) 式 把 Uo x Pla & 卫 的 微分 辣 构 移植 到 恕 上 去 , 使 之 成 为 
光滑 流 形 ,并且 于 成 为 光滑 映射. 同时 , 每 一 个 pa :Us x 地 (Ue) 
是 光滑 同上 胜 . 

另外 ， 从 13.13) 和 (3.15) 式 得 知 


Popo Pop 一 goal 站 


因此 ，{ 下 ,本 ,民间 全 | 是 一 个 以 已 为 结构 改 .以 开 为 纤维 型 的 徽 分 纤 
纵 人 只 ， 它 的 转移 函数 族 和 避 - 主 从 77: 上 了 十 时 是 相同 的 . 证 毕 . 

定义 3.4 设 (1 巨人 全 ) 是 光 融 流 形 Ht 上 的 微分 纤维 其 ， 避 
是 旺 的 一 个 开 子 集 ， 若 有 站 请 映射 :六 一 也 满足 奢 件 Tes= 刘 : 
二, 则 称 3 是 纤维 从 B 在 开 子 集 上 的 一 个 {( 洗 笛 ) 蕉 面 . 

按照 习 尾 ， 以 后 用 fT1B) 表示 纤维 共 (8, MM 了 7, 器) 在 底 流 形 好 
上 的 光滑 截面 的 全 体 所 构成 的 集合 . 

利用 微分 十 庆 品 二 :已 一 上 的 局 部 平凡 化 结构 不 难看 出 ， 允 于 
任意 的 点 PE 计 , 存在 点 了 的 郭 域 U, 使 得 纤维 中 吾 在 CU 上 有 禄 面 ， 
但 一 般 来 说 ， 和 纤维 外 BB 的 定义 在 整个 底 流 形 对 上 的 截面 未 必 是 存在 
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的 ， 这 一 点 与 向 基 吕 是 不 同 的 在 后 面 将 会 看 到 ， 主 具 的 大 范围 截面 
(1 惧 怖 截面 ) 的 存在 性 意味 着 纤维 从 构造 的 平凡 性 (参看 推论 3.6). 

例 3.1 帘 忆 是 一 个 杰 群 , 瑟 基 宙 的 一 个 闭 子 群 , 则 #7:G 一 GI/H 
是 一 个 五 - 主 从. 

根据 李 群 的 理论 ,在 李 群 的 闭 子 群 上 存在 准 一 的 光滑 结构 使 它 成 
汶 一 个 李 群 ， 国 此 ， 互 是 李 群 ， 也 是 @ 的 亭子 群 ， 于是， 在 商 空间 
侣 /H 上 存在 唯一 的 光滑 流 形 结构 ， 使 得 自然 投影 r :PC 二 GJH 昆 光 
滑 的 ， 并 有 旦 GH 在 上 GG 中 有 局 部 的 光滑 截面 ， 即 对 于 单位 元 素 cE 
存在 [加 = te) 在 如 /中 的 的 开 令 域 不 和 光 沸 时 射 + :+ 避 司 得 

TO7T 王 刘 : 珠 于 


[ 荔 看 参考 文献 [3, 第 六 章 ， 定 理 3.13]), 由 此 可 以 定 多 司 在 中 上 的 局 
部 平凡 化 时 :全 x 互 二 TIT), 司 得 
wp) = rp hh Vp EWxH. (3.16) 

痊 易 答 让 ， 业 星 光良 同 症 ， 

设 p= 7l9) GIH, 令 市 = 9g. 印 , 并 且 峡 义 映 射 : 久 xH 一 
T 一 上 全 ) 可 下 ; 
Wh) =9.7(9 1 hh= 98h), YahleWw x H, (3.17) 
则 并 也 是 光 语 同 胚 ， 由 些 可见， 如 一 G1H 在 每 一 点 ppEGIH 处 
者 有 局 部 平凡 化 . 

所 是 避 的 李子 群 ， 因 此 它 也 可 以 看 作 吉 作用 在 扎 上 的 李 氏 变换 
群 . 因此 ， 从 局 部 平凡 化 的 定 久 式 [3.16) 和 (3.17) 得 知 ， 对 于 尾 意 的 
LP 

Pp h) :hy = PE hi). Ce h) .hi = Wg, 六 hi), 


即 局 部 平凡 化 区 和 他 是 五 -等 变 的 ， 视 所 定理 3.3, (GG/H,7, 左 ) 是 
一 个 五 - 主 从 . 
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例 3.3 3 上 的 WUID- 主 从 
酝 群 U( 人 = {ze | 加 =]= 人. 令 


而 
人 三 { eos gens es, Cag sln wp, sind), —s Hi 3:0 忒 入 世 2r | i 


人 = 1{cosgcospcosbsin psin 恒 < 之 自 必 E00 an} . 


刚 Wi, Va 询 成 be 的 开 翟 莉 ， 并 且 
VN = {tosteosy, costsinge, mind) 一 上 COD 2}, 


它 是 赤道 的 -思域 ， 任 意 固 定 一 个 整数 nn, 定义 帅 射 +: 站 太 二， 
韦 得 +6, = er-Tne 把 第 : 全 让 太志 全) 作为 转移 蛆 数 族 便 得 到 


52 上 的 Ti- 主 是 (Bi.52,7,0(1)), 它 是 于 x 人 和 铅 x 3 按照 下 
面 的 关系 ~ 粘 接 起 来 的 纤 米 ， 


(p(B Pp) ev T°) ~ (plO, Pp), eV) 


当 且 疏 当 


ev jie 一 av -lny .ev 一 1 一 vv 一 (六 + [3.18) 


其 中 pl6,wp) = (cos0 cos wp,cos siny,sin 有 EE 访 门 Wy 而 整数 n 怡 好 是 
映射 tlsi :31 二 51 的 映射 度 . 

例 3.3 3293 可 以 作为 吾 上 的 Ui)- 主 从 . 

设 

353 ={(zlia2,zaz) ER 2 (or =1) 
={( ec: are =, 

其 中 天 二 十 V1z, 8 = 有 十 Y-1x4. 定义 映射 " :59 二 CP ,使 
得 


(#0) = [2 2)], 
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其 中 
Fr (ls ,a = {N20); AECI=1). 


复 射 影 空间 CP! 和 二 维 球面 82 可 以 等 同 起 来 ， 理 由 如 下 ， 

取 是 &P' 的 一 个 复 坐 标 覆 瘟 {U0,&), (Us,t3)j 其 中 

= {lz, 2)] € CPY; zl ¥ 0}, Us = {[(s., #2)] ECP! 2 #0), 
并 是 
于 是 ,在 以 站 三 上 的 复 坐 标 变换 是 提 = 三, 因而 CP! 是 一 维 复 流 
形 ， 

另 一 方面 ， 二 维 单位 球面 


8 = {(2!,22, HW) E BR; (#1 + (2 + (23)? = 1} 
有 复 坐 标 蓝 盖 {可 ,&), [六 , 志 )], 其 中 
Di = SAN{0,0, 1, t= (1,0,0; 


2 1 
| 旗 cpr _] 
Hl, = 3 le, = 评 ， (3.19) 


并 且 
示 ! 十 vl 
1— 


是 ，5? 和 CP! 一 样 


Ny 
51 (到 ,到 二] 2 二 
相应 地 ， 在 而 站 页 上 有 复 坐 标 变换 所 = 
也 症 一 绯 复 流 形 , 

现在 ,可 以 把 CP!1 和 5 哩 等 同 起 来 ， 恒 得 得 = 6&6 名 = 马 , 事 实 
上 ， 如 果 伟 


3 Ea 1 = (3. 20] 


EE 
EE 


At 『 时 1 ,条 2， 过 3 二 er El 区 :| ,2 )]), (3.21) 


则 有 
21T 1" + 1 1) 


之” = Rp 
{x1]2 站 【2 二 [3 和 尘 【区 和 
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3 (rT 一 Tr) 
rp ej Te 
福全 
zr! + (r+ (es)? 十 【43 
与 此 同时 ， 窑 易 验证 Ez(R == 外 人 (zl 22)]) 给 出 同一 个 映射 . 
基 ， 通过 映射 好 : 0 El 得 司 : oo) 人 和 Uh, 由 及 5 和 和 面 
别 等 同 起 来 . 不 难看 出 ， 这 种 襄 同 在 所 nC 上 是 一 致 的 . 因此 ， 瑰 
射 如 56 和 到! o&2 人 台 起 来 便 给 出 从 CP! 到 呈 上 的 等 同 映射 
下 面 说 明 :55 人 Pl = 53 是 读 上 的 UV0)- 主 外 ， 为 此 ， 定 立 
它 的 局 部 平凡 化 结构 如 下 : 对 于 性 意 的 ([[1,w)] ,ev-1") ED x 51, 邻 
许 le 
p11, 0)], av-Ie) 一 = 一 A ww E Si; (3.22) 


vi lwE 
同样 地 ， 对 于 任意 的 【[(z ev 站 EU x51, 令 


妈 一 1 a ' 
下 站 亡 1 l 
patl(z; Dev™ £) = A c= (3.23) 


当 [人 oj] = [(z; 1 En Gs 时， 等 式 


pi([(1,w)],ev T°) = potltz, 1)],ev 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 
i 一， ev=Ta 一 ,vn. (3.24) 
由 此 得 到 相应 的 转移 函数 是 
all(tl: ww) = = (m3) ， (3.25) 
如 果 用 球面 S 上 的 坐标 (于!, 到 ,25) 表示 ， 则 有 


wy VI- 


E11)3 — (EY 
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愧 造 出 与 主 从 ( 吾 , 村 ,5, 品 ) 相配 的 向 其 从 . 

出 空 上 , 设 p:G 一 GL(WV) 是 侣 在 向 其 空间 上 的 线性 表示 , 则 在 
走 积 空间 BxV 上 可 以 引入 等 价 关系 ~, 使 得 对 于 性 意 的 和 要: (b,5) € 
BxV, (bw) ~ (Bb) 当 且 仅 当 存 在 gs 满足 (总 阅 二 (bg9,p(971]0). 
如 x 关于 ~ 的 商 空间 记 为 Bxpt 即 BxjV= (站 ~- 学 
忆 = Bxo VW 并 定 文 映射 元 :已 一 对 ,使 得 


下 [[[ 有]) = rb) VO EBxK. 


根据 定理 3.4; 才 :已 全 村 是 和 主 是 :再 一 时 相 配 的 微分 纤维 
从 ， 对 于 每 一 个 be 8B, 记 p= 7 的 , 则 由 5 可 以 自然 地 话 导 出 映射 
由, :二 讲 ~1[p), 其 定 交 是 


pot) = 60 Ye [3.26) 
容易 验证 加 是 光滑 同上 性 ， 并 且 满 足 邵 下 的 其 系 六 
peg = Bo opg), WEB, Yew, (3.27) 


如 果 b,b Ee 和 人) 刚 在 在 jfE 使 得 bob-. 引 ， 于 是 由 (3.27] 式 ， 
7! 局 人 三 $i Db By.y = Mg) E 人 LT 


据 此 ， 可 以 在 纤维 4-1(p) 上 引入 自然 的 线性 结构 ， 使 得 1!{p) 成 为 
r 纶 向 量 空间 ， 并 且 当 ec rn) 时， 网 :TY 一 站-1p) 是 线性 同 构 . 
此 时 不 难 验证 ， 广 : 巨 一 时 是 和 主 从 :8B 王族 相配 的 向 量 从 ， 它 
的 悉 是 

此 外 ， 设 CM 是 开 集 ，o:U 一 日 是 主人 x# :8B 一 的 一 个 
局 部 截面 ， 则 o 给 出 了 一 族 战 性 同 构 办 = {wowy;P 如 UD), 它 确定 了 
耐量 头 关 : 王 一 开 在 避 上 的 一 个 局 部 平凡 化 各 :UxV 有 (0 
使 得 


由 人 io = Bn YPEU, Yerk. (3.28) 


| 810.3 油分 纤维 内 本 2 
为 了 方便 ， 以 后 对 于 任意 的 vET, 用 如 fe] 表示 由 (中 ， 
在 例 3.4 中 适当 选取 结构 群 G 的 线性 表示 m 可 以 得 到 主 从 
日» M 的 一 些 重要 的 相配 向 量 从 . 比如 ， 严 阶 一 般 线 性 群 GL(m, 民 
在 RB" 上 的 典型 表示 p: GL(m, 四 一 GL[R™) 的 定义 是 


网 加 
vA= (of) E GL(m, BR), (FI) € Rm, 


设 THM 是 光 语 流 形 i 的 切 具 ， 它 的 标 架 上 5: FIT 一 Ff 称 为 对 
的 切 标 架 从 (参看 本 章 习 上 题 第 3 上 是), 记 为 T : FIM) 一 对 或 下 MI) 
则 PFU) 是 村 上 的 GLGm, 区- 主 上 由 ， 并 且 在 向 基 上 内 同 构 的 党 疼 下 有 
TM = FI xnBRm ,这 里 的 p 是 GL(m,BRI 在 Rm 上 的 典型 表示 {证 
明 矢 作 练 习 )， 

例 3.5 设 (B:AMrel 是 光滑 流 形 时 上 的 主 由 ，g 是 结构 群 
G 的 李 代 数 ， Ad : G 一 日 是 李 群 G 在 其 李 代 数 9 上 的 伴随 表示 . 
在 鲍 3.4 中 令 = gp=Ad 刚 有 对 上 的 同 量 从 吾 xaag 它 是 主 
从 [BM,7z, 白 ) 的 一 个 相配 向 其 从 ， 称 为 [8, .5.9 的 伴随 (向 量 ) 
共 , 记 为 下 di 日), 它 的 名 投影 是 元 : Ad[B) 一 村, 对 于 性 意 的 pe 对 ， 
以 六 任意 的 bE ri[p), 有 线性 同 构 秽 : 9g 一 二 ,使 得 对 十 尾 意 的 
Vg 有 (9) = [8,0). 利用 昕 射 加 可 以 把 g 上 的 本 代数 缚 构 诡 守 
在 纤维 (jp) 上， 使 之 成 为 一 个 李 人 代数， 具体 司法 如 下 : 

设 |.,.] 是 李 民 数 g 上 的 李 代 数 彝 法 ( 李 插 号 积 ), b, 5 E x-!{p), 则 存 
在 gE 人 ,使 得 b=5.9. 对 于 任意 的 vw, 击 甸 Eg, 加 果 各 (wv] = 大 全 
高 (加) = 砚 ( 加 ), 则 由 (3.2) 式 有 = 00) 二 Adig)j(v). 同 理 ， 
如 二 di)(tw), 因此 ， [二 本 = [Adigiw,Adig)w] 三 ,wl. 据 此 可 以 在 
和 (pp) 上 定义 李 插 导 积 [-, .jp, 使 得 


[é&: 7) = [Be (0), Bo (7) YE 下 后 元 Ip), [3.29) 


其 中 be rpi. 显然 ， 定 义 式 全 .29) 与 5 的 取 法 无 关 . 
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对 于 微分 纤维 从 来 说 ， 有 时 可 以 选取 适当 的 局 部 平凡 化 结构 ,使 
得 对 应 的 转移 丽 数 在 结 询 群 G 的 某 个 李子 群 内 取 值 ， 从 而 可 以 把 结 
构 群 G 换 为 它 的 李子 群 ， 例 如 ， wn 准 光 滑 济 形 Wi 的 切 内 了 条 的 靖 
构 群 是 GLIm, 如 . 但是， 如 果 在 对 上 给 定 一 个 繁 曼 度 共 ， 则 对 于 时 
上 的 每 一 点 p, 都 有 一 个 开 名 成 蕊 ,使 得 在 Us 内 存在 单位 正 交 标 架 场 
ep, 此 时 ， 可 以 利用 标 架 场 6 来 定义 切 从 TM 在 点 p 的 邻 域 上 的 
局 部 平凡 化 世 s. 用 这 种 方式 得 到 的 局 部 平凡 化 结构 {[Uy, 5); PE MM) 
所 对 应 的 转移 函 表 族 只 在 正 交 群 Olm) 中 取 值 ， 即 光滑 流 形 好 的 切 
只 TM 人 能够 以 Olm) 为 其 结构 群 ， 如 果 光 汀 流 形 邓 是 可 定向 的 ， 则 
切 从 TIY 的 嬉 构 妊 可 以 进一步 取 为 特殊 正 交 群 50m)， 以 上 靖 论 的 
证 明细 节 留 给 读者 自己 完成 . 

一 般 说 炉 ， 辣 构 群 越 小 ， 微 分 纤维 从 就 越 接近 于 平 几 从 ! 即 底 空 
间 和 和 媳 维 型 的 乘积 空间 )， 要 说 明 这 一 点 ， 需 要 定义 从 同 坊 的 概念 . 

定义 3.5 证 J 和 上 导 是 两 个 光 语 流 形 ，(B,JM,TG) 和 (至, 条, 
安 ) 分 别 是 光滑 流 形 虹 和 总 上 的 主 从 ,相应 的 结构 群 分 别 是 局 和 祈 . 
如 时 存在 光滑 野 庄 再: B = B 利 李 群 回 态 站 :一 站 , 使 得 对 于 任 音 
的 beB 和 ye, 都 有 


(bg) = 6) (3.30) 


则 称 下 : 互 一 百 是 从 互 到 吾 的 一 个 从 同 坊 特别 地 ， 如 果 从 同 坊 
下 : 吾 一 百 昨 帜 六， 并 且 由 :感人 一 站 是 单 同 态 ， 则 称 [ 喇 , 好 ,T,G] 是 

如 果 主 从 同 态 更 : 吾 一 互 同 时 是 光滑 同 肚 ， 并 且 相 应 的 群 同 坊 
上 :如 二 如 是 群 同 构 ， 则 称 季 是 从 8B 到 B 的 从 同 构 . 此 时 ， 称 主 此 
:日 二 + MM 同 构 于 主 从 六: B 一 条. 

根据 定理 32 容易 知道 ， 只 同 态 理 : 互 一 互 把 证 纵 映 到 许 维 ， 摘 
馈 请 说 ， 对 于 尾 意 的 页, 如 三 晤 ,加 时 三 大] = 到) 则 有 让 本 (的 )) = 
并 { 和 fb 人， 于 是 ， 从 同 态 更 : 吾 一 号 诱导 出 度 流 形 之 间 的 光滑 有 映射 
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各 : 时 一 对, 其 定 广 是 ， 对 于 任意 的 PE 村 , 职 he rm (p), 令 


ip) = 训 中 [的 ). (3.31) 


易 知 , 映射 各 和 点 86E wttp) 的 到 法 无 美 ， 此外， 写 的 光滑 性 是 容易 
验证 的 ， 事 实 上 ， 对 十 性 意 的 pe 如 , 存在 点 5 的 开 邻 堪 U 以 及 主 从 
Ti: 小村 在 上 的 局 部 鹤 面 3:5 二 时. 显 热 ， 中 "|ri = 二 计 0 量 08; 
U 二 好 ,因而 映 躺 出 在 点 p 附近 是 光滑 的 . 

定义 $3.6 设 (BAG) 是 光滑 流 形 村 上 的 在 主 具 ， 太 己 如 
是 妊 构 G 的 一 个 李 于 群 。 如 果 在 对 上 存在 KK- 主 从 (BB, MM, 计 , 玉 ) 用 及 
共同 态 下 :五 一 互 , 使 得 诱导 映射 天 :对 一 邓 是 底 流 形 对 上 的 恒 
同 映 射 ， 则 称 B 的 铺 构 群 G 可 以 钩 化 为 它 的 李子 群 下 . 此 时 ， 主 办 
革 : 加 一 和 称 为 主 上 7 :BB 二 J 的 的 化 具 . 

定理 3.5 主 从 7:B 一 入 的 结构 群 避 可 以 约 化 为 它 的 李 于 群 
玉 , 当 且 仅 当 B 有 一 个 局 部 平凡 化 结构 {{U6, Wo); 0 & 站 使 得 相应 
的 转移 孜 数 族 {9an} 只 在 五 中 取 值 . 

证 明 假定 主 从 r : 晤 一 对 的 结构 冬 品 可 以 药 化 为 它 的 李子 群 
所 则 有 站- 主 扣 元 :巨人 MH 以 及 从 同 态 量 : 吾 一 上 ,使 得 话 导 映 
射 硬 二 id: 时 一 村. 设 玉 -主人 计 : 日 一 放 的 局 部 平凡 化 结构 是 
{Uo); as 1, 则 相应 的 转移 函数 族 是 {go6 : Un Us 一 下 上 

设 。 是 李 群 玉 CG 的 单位 元 素 ， 对 十 任意 固 定 的 a e I, 定居 映 
射 3。 : [一 DB, 使 答对 于 任意 的 pe Us, 有 sa 人 (加 = 者 (wotp,e)), 则 有 


7 0 salp) =T 0 ive lp, e)) = "(ip, e))) 


=i(Walp,e)) =p, Yhpe Uo. 


所 以 ， a: Us 4 归 是 旦 在 Vo 上 的 一 个 局 部 截面 利用 so 可 以 定 
义 鼎 射 ha :Ui nlit,) 如] 下 ， 


Wha lp, 9) = Walp, £)) 9 
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=sn(P) 旬 Yip, 9) E Lr x (3.32) 
于 是 ，(Uio,Wo) 是 如 -主人 75: 中 一 对 的 局 部 平凡 做. 当 pe Usnbis, 
J EG 时， 等 式 
Wa lp, 0) = Wetp, 
成 立 当 且 仅 当 sfp) -9 = 35(p):5, 即 有 
(wap, e)) ,9 = Blatp, 6)] .5. (3.33) 
根据 局 部 平凡 化 与 转移 函 教之 间 的 美 系 ， 对 有 
alp, E) .gaafp) = walp, e). (3.34) 
所 以 ， 由 各 同 态 的 定 交 得 知 
(walp,e)) = Fwalp, e) gap) = Pla lp, 0)) :gostp). (3.35) 
特 上 式 代 入 [3.33) 式 得 到 
ivolp,e)) -9 = (Walp,e)) - gas(p) 7. 
由 于 写 在 号 上 的 右 作 用 是 自由 的 ， 故 有 
9 = gaa lp)s. 
这 意味 着 ， 主 由 :已 一 上 美 于 局 部 平 几 化 结构 {IU ,wo a € 了 
的 转移 函数 是 
a Wg.p = ap (m) EE EK, p EE Us 门 Ug, 30 
反 过 来 ， 假 定 避 主 从 “ :8 一时 有 一 个 局 部 平凡 化 结构 {Ui， 
也 aj; a ET 了 ,使 得 相应 的 转 称 函数 osg 只 在 李子 群 乒 中 取 值 .那么 ， 


根据 定理 3.1, 必 有 开 - 主 如 谭 : 日 二 时 以 {go8 : Uo nts 十 二] 为 其 
转移 函数 族 ， 这 早 


es (Vo 六 六 x)/ a 
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其 中 的 芒 价 美 系 ~ 的 定义 是 : 对 于 任意 的 
(5, pn, i ), oY gta) LJ {a} 党 Us 党 EK, 
ET 


(Bp hh) ~ a) GHEY p= oe UsND, hy = gytp}): hz. 用 
[op 表示 点 [a,py 有 的 ~ 等 价 甘 ， 刚 有 有 [on ma, 有] =p. 因此， 
主 从 并: BB 十 3 的 局 部 平凡 化 为 Ws :Us x 太一 车 -Uo), 其 定义 是 


Volp hy = [ph)], Yiph)e th xkK [3.37) 


于 是 ， 与 记 的 局 部 平凡 化 结构 {{U6 ,Wa); eaE 站 相对 应 的 转移 函数 
是 
re D Wp = gartp) E EK. 
定 久 映射 下: 电  B, 使 得 对 于 性 意 的 (p.h) & Us x 下 有 
重 [We (tp, = Wasp 及， 此 式 与 a 的 取 法 无 其， 事实 上 ， 如 暴 存 在 
Ds, 司 得 pe Us nda, 并且 有 机 ;hz 久 兹 中 


We (pn) = Walp, ha). 
出 襄 = gal na 因此， 由 1.36;1 起 得 到 


Wl, 1 ) = dnalp) , hal > Wa pl gos [中 ， 有 2 
= ,pl Na) = halp, ha), 
即 二 (watp, 有 hi)) = 重 (Wslp, ha)). 此 外 ， 对 于 任意 的 及 E 天 ; 我 们 有 
Ew {p, hi) - h) = {yatp, hy -hh)) = walp, hi -Ah) 
=Watp,h1) :hh = {yalp, hi :hh, 


并 且 


Lo 


"oalp, hh)) = 7 0 Wap hh) = p= 1(Welp, hb)). 
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所 以 ， 天- 主 愉 扼 : 甩 一 对 是 主 然 寺 : 吾 一 对 的 的 化 从 ， 因 而 安 可 
以 约 化 方 它 的 李子 群 KK, 证 毕 ， 

由 定理 35 可 以 得 到 平凡 其 的 如 下 特征 ， 

推论 3.6 设 (加 , 计 , 卫 mr, 品 ) 是 沦 滑 访 形 WW 上 的 微分 针 维 从 ， 则 
日 是 平凡 从 好 x F 的 充分 必要 条 忻 超 它 的 相配 主 礁 [B, M7,G) 可 
以 约 化 为 {e]- 主 不 ， 或 等 价 地 说 ， 训 - 主 从 [ 主 , 堵 ,5,G) 有 太 范 围 地 定 
六 在 底 流 形 好 上 的 光滑 截面 . 

推论 3.6 的 证 明 留 作 练 习 . 
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没 18,JY,7,G) 是 和 弘光 帘 流 形 时 上 的 GG- 主人 ，dimG =y 根 
据 定 理 3.2, 李 群 避 是 自由 地 右 必 用 在 从 空间 B 上 的 李 氏 变换 群 ， 而 
且 世 在 吕 上 的 这 种 右 作 用 梨 持 互 的 纤维 不 变 . 

根据 李 氏 变换 群 的 一 般 理 论 (参见 做 考 文献 [3, 第 六 章 ， 的 ), 在 
中 上 存在 > 个 处 处 厂 性 无 关 的 基本 向 电场， 由 它们 所 张 戌 的 片 性 空间 
关 寸 切 向 其 场 的 Poisson 括号 积 构成 一 个 李 代 数 亲 李 代 数 3 利 李 辞 
的 李 代 数 g 是 同 构 的 .在 这 里 ， g 是 在 局 上 由 并 不 变 问 基 场 构成 
的 李 羽 数 ，5 和 g 之 间 的 李 代 数 同 构 可 以 具体 地 请 述 如 下 ; 

在 单位 元 素 e 处 到 李 和 群 仿 的 局 部 坐标 系 ( 斌 ;六 ;1 万 入 之 ,并 设 
$= 起 BE 则 在 G 上 与 4 相对 应 的 左 不 变 问 量 场 态 是 


(Es)y = iLy)relda) = ~- (9 expltda)), VIEG, (4.1) 
Ls 由 
它 在 妃 上 所 对 应 的 基本 向 量 场 雇 、 是 
(Es)s = | (bh. expltd)), WEBR. [4.2 
df | 


容易 看 出 ， 由 对 应 杞 瞩 wl 可) = 记 确定 的 竣 性 扫射 wm:g 一 与 
局 部 坐标 系 (Wy*) 的 取 巷 无 区 ， 并 且 是 牵 代 数 的 同 构 ， 
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对 于 任意 的 点 bE 8, 设 p= 7 及 ,并 和 置 
全 二 下体 人] = Hermr = {KX EDN: rp XX) = (4 
则 Wi 是 切 空间 TB 的 子 空间 ， 称 为 主 从 互 在 点 了 的 铅 和 赤子 空间 . 在 


直 宇 间 吕 上 由 品 ,b EB 确定 的 分 布 V 称 为 在 从 空间 日 上 的 四 
垂 分 布 . 由 十 G 在 瑟 上 的 右 必 用 怪 持 纤维 不 变 ， 对 十 1< A<+ 有 


i expltd = 7 =p,， EE 
由 此 得 知 
Tap( (EB)s) = 0. (4.4) 


于 是 ， { 畏 )s E .因为 {( 坟 jp;1 所 和 所 ?是 线性 元 美的 ， 所 以 它们 
是 铅 仆 子 空间 饭 的 基底， 因此， 对 于 每 一 个 be B, 可 以 定 交 急性 同 
构 吉 :二 = 使 得 


(lB)s) 三 上 {4.5) 


10.4,1 联结 的 定义 

在 所 0.2 中 曾经 引信 过 标 架 从 上 的 水 平分 布 的 概念， 这 个 概念 明 
显 地 可 以 移植 到 一 般 的 上 - 主 如上 米 作 为 宫 主 从 上 的 联络 的 定 关 ， 具 
体 地 般 述 如 下 : 

定义 4.1 设 (B,J 玫 ,w,G) 是 m 难 光 请 访 带 好 上 的 上 G- 主 从 ， 
dimG =7, 设 瑟 是 从 空间 B 上 的 一 个 m 维 光 清 分 布 ， 或 等 价 地 说 ， 
豆 基 吾 上 的 一 个 光 请 的 m 绯 切 子 宝 间 场 ， 如果 下 面 的 荣 件 成 评 ， 

(1) 在 每 一 点 6E 五 , 切 空 间 了 TB 有 直 和 分 解 


NB = Hi GV, 


并 且 切 鼎 喘 7 在 上 的 限制 (zj)|s :二 5 二 TresyM 是 线性 同 构 ; 
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(2) 分 布 五 在 局 的 右 作 有 下 是 不 蛮 的 ， 即 对 十 任意 的 EB， 

9 世 妇 ,有 
(Re hp lH) = 五 9， 
则 称 巨 是 妇 - 主 失地 :了 一 昌 上 的 一 个 联络 . 

简 诗 之 ， 主 具 贡 :号 一 对 上 的 一 个 联络 就 是 在 内 空间 B 上 在 李 
群 妇 的 右 作 用 下 保持 不 变 的 一 个 水 平分 布 {在 这 里 “水 平 ” 的 意思 是 
兼任 {1) 威 立 )， 

设 pE 邮 , 站 Er- 对 于 联络 玫 , 旺角 mw 在 品 上 的 限制 是 从 
了 到 到 时 的 线性 同 构 ， 因 些 下面 的 结论 成立 

命题 41 设 瑟 是 主人 :8B 刁 导 上 的 一 个 联络 ，p E 对 ， 
Er 人) 则 对 于 任意 给 定 的 切 向 量 革 E I 训 , 必 存 在 唯一 的 一 个 
切 向 量  E Hs C ThB, 使 得 mo( 训 6) = 一 切 向 量 六 称 为 天 ET, 
在 点 BE 7T-![p) 处 的 水 平 提升 ( 切 向 量 ) 或 水 平 切 向 量 ， 

想 据 命题 4.1 不 难 知 道 ， 如 瞄 入 是 定义 在 底 流 形 时 上 的 一 个 光 
滑 切 向 其 扬 ， 则 在 BB 上 存在 唯一 的 一 个 光滑 切 向 茂 场 蔷 , 使 得 对 于 性 
意 的 pe B, 总 是 mio; 的 水 平 提 升 。 切 向 基 场 六 也 称 为 天 的 水平 
提升 ( 切 向 量 场 ). 

命题 4.2 设 五 是 主 从 7: 日 一 时 上 的 一 个 联络 ， 二 三 里 [ 理 )， 
刚 苹 是 村 上 的 某 个 光滑 切 向 量 场 X 的 水 平 提升 当 且 促 当 六 是 在 从 
空间 B 上 在 @ 的 右 作 用 下 保持 不 变 的 水 平 切 向 量 场 ， 即 对 于 任意 的 
be BgeEG 有 

KEH, Hi{R)wo(Xo) = Koy. (4.6) 


证 明 如 果 嘉 是 天 在 天 LUM) 的 水 平 提升 ， 则 在 每 一 点 Bb € 8， 
都 有 总 E 压 , 并 且 ws() = Xe， 因此， 对 于 任意 的 gE G 有 
gE Hg; The (bg) 三 下 ro) 三 误 r 因为 水 平分 布 在 如 的 右 作 
用 下 悍 持 不 变 ， 放 有 

(Ro) sp Ke) € Hey, (4. 
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Tob (Rgds Ha)) = (so Ro) BtAs) = mee) = Katt. {4.8) 
所 以 
map (Ry) l Ne)) 一 Tebey ee 
由 于 切 上 映射 下 在 Hb.s 的 限制 是 到 了 有 好 的 些 性 同 构 ， 故 
(Rs), CAs) 一 Ry 
芭 过 来 . 设计 EX[B) 在 局 的 右 作 用 下 保持 不 变 ， 岂 在 尾音 一 点 
bE 号 对 于 任意 的 9 EGG, (4.6) 式 成 立 ， 于 是 
Tb [Xo.) 三 有 a 担 (Ras [总 
= (Ta Fy)ao (Xo) = LT (4.9) 


这 样 ， 在 底 流 形 时 上 存在 一 个 大 范围 地 定 必 的 切 向 蘑 场 X, 使 得 对 
于 尾 意 的 PE AM 有 


No = Ap (Ns), dE-lp). (4.10) 


捉 实 上 ,因为 局 在 纤维 x-!ip) 上 的 右 作用 是 可 和 江 的 ， 由 (4.9) 式 得 知 
.10) 翅 的 右边 与 4 在 x lp) 中 的 起 法 无 美 , 为 说 明 切 向 起 场 XX 的 光 
请 性 , 对 于 任意 的 pe Mf, 取 点 Pp 的 一 个 开 邻 域 上 以 及 主妇 xn:B 寺 对 
在 己 上 的 一 个 光 请 的 局 部 截面 " :U 一 B, 此 时 有 


No Tyoto) [eve Yo 3 U, 


即 有 


To 


由 a, 芒 和 的 光 福 性 便 知 ， 基 在 点 pb 附近 是 光滑 的 .证 毕 . 
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10,4,2 联络 的 表示 


在 下 面 , 我 们 要 把 联络 上 和 切 向 其 的 水 平 提升 具体 地 表示 出 来 . 
假定 业 : 5xG 一 710) 是 主 从 ;B 一 时 的 局 部 平 几 化 ， 底 流 
形 MM 在 上 的 局 部 上 坐标 是 wl1 < im 设 pED geG, 有 
b = pW 用 (2;2*; 1 < 入 万 7) 表示 李 嫩 上 在 gy 处 的 局 问 举 
标 系 ， 则 【EC x 22]; 5%) 是 从 空间 B 在 点 处 的 局 部 坐标 季 ， 
{下 | 3 4E WU x 及) 是 如 在 坐标 镶 域 WU x 2) 上 的 自然 
标 梨 场 . 由 于 ras 全 | 二 0D, 礁 1 = Span { 世 | 1<A<r|. 因 

or 得 
此 ， 人 55E WE x 可】 和 日 上 的 基本 向 量 汤 { 羽 } 可 以 气相 
性 表示 .事实 上 ， 如 果 设 { 印 ;y*) 是 李 群 避 在 单位 元 素 : 附近 的 坐标 
系 ， = 1 则 由 人 性 .2) 式 得 到 


站 ee 
(Es = 别 _ (bh expltd, )) 
t [一 


d 
一 = tp 0 expitd)), 


此 二 时 


9 
下 和 站 ED 二 一 一 
入 [i . pl Uh, 用 | 


二 | 
= pl) 瑟 | 
2 ' W oo (4.11) 
其 中 #5 = | _ . 陋 合 提 一 下 ， 李 群 避 在 5 处 的 左 不 变 向 量 场 , 参 
看 性 山 式 ) 的 坐标 表达 式 是 
Es(9) = 人 RS jr 有 


需要 指出 的 是 ， 在 上 式 和 [4.11) 式 中 的 {z+} 有 不 同 的 合 广 ， 它 们 分 
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别 是 李 群 在 sg 处 的 坐标 孙 数 和 主 从 B 在 b 处 的 部分) 坐标 函数 ， 


因而 二 ge 分 别 是 在 Z 上 的 毕 标 切 向 量 和 在 w(t x 2) 上 
看 ”lo 
的 坐标 切 向 大. 
RE re( 瑟 = 下 Bri| ,| | 


形 邮 在 忌 上 的 卓然 庄 架 扬 , HL4E nlip). 于 是 , 切 癌 量 nl E TM 
在 点 be 7-![p) 处 的 水 平 提 升 可 以 表示 为 


+ CP (EN),; (4,12) 
6 


其 中 Ce Cn-1(07)). 当 忆 上 的 局 部 坐标 系 x! 作 变换 时 ， 自 然 基 
底 2 作 相 应 的 线性 变换 , 其 系数 矩阵 是 坐标 变换 的 Jacobi 趾 阵 ， 
由 于 fl : Ho TpM 是 线性 同 构 ， 由 !412) 给 出 的 水 平 提升 【0 
也 按 同 一 个 变换 规律 进行 变换 由 此 可 见 ， 在 底 疲 形 上 的 坐标 进行 变 
换 时 ， C 人 关于 下 标 宇 控 协 变 张 量 的 变换 规律 作 线性 变换 ， 注 意 到 
{6:1 所 i 所 mm} 是 本 的 基底 ， 因此 

FH|e-ire) = Span {六 11 3 mm] . 


如 果 妈 En-1(p), 则 有 yy E 如 ,使 得 5 =65.9. 于 是 , 定义 和 1 中 的 茶 件 
四 化 为 (Ro(Hs) = Hs.y. 特别 地 有 (Bj)sp((Xi0b) E Ho.s, 有 区 因为 
vob (Rg) oot( Xi)s)) = © Rr)sol (Aids) 


日 
=m li) | = dr: 
| 


[4.13) 


所 以 【于 nett Ri) 和 和 (i 部 是 地 
而 根据 命题 4.1 的 唯一 性 得 知 


(Rt Ne) 一 【全 5 (4.14} 
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因此 由 六 ; 的 表达 式 性 12) 得 到 


内 | 
有 ， ER 
【有 pa 人 上 ri i 和 
人 全] = 人 9) (Brs. (4.15) 


此 外 ， 根 据 的 定义 式 (4.2) 得 知 


Ce 昌 

(Ryo)pll Es) -= (Hy)s | | (br expliBn)) ) 
= 

| 


dt 
避 


dt 


(bh- exp(tH,) - 9) 
#=0 


(D-g-explt- Ad(y  )5)), (4.16) 
有 


其 中 Ad:G 一 GL(g) 是 李 群 G 的 伴随 表示 ， 换 言 之 ， Ad(g-!) 是 李 
代数 g= TeG 的 内 自 同 构 .车 没 


Adig 6 = (Ad(g NG,, (4.17) 
由 (4.16) 式 成 为 
UR) Es) = (Rdg A Beg (4.18) 
将 (4.18) 式 代入 (4.15) 式 ， 并 注意 到 基本 向 量 局 画 (1 < 和 < 7 是 处 
处 线性 元 关 的 ， 则 有 
CP 9) = (Adlg Dict). (4.19) 


综合 上 面 的 讨论 得 到 如 下 的 结论 : 水 平分 布 互 在 局 部 上 基 由 水 平 向 
量 场 并 1 ;rp 张 成 的 ， 这 里 每 一 个 A 是 底 济 形 hi 上 的 切 了 向量 场 


pe 中 的 水 平 提升 ， 其 表达 式 是 [十 12); 当 在 底 流 形 对 上 作 坐 


标 变换 时 ， (4.12) 中 的 系数 C2 四 关 于 下 指标 宇 按 协 变 张 量 的 变换 规 
律 进 行 变换 ， 同 时 ， (人 对 于 地 群 如 在 互 上 的 右 作 用 满足 关系 式 
(4.19). 
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10,4,3 联结 形式 


上 面 的 讨论 告诉 我 们 在 r-i05) 上 存在 标 架 场 { 人 [世人 瑟 \]5b E 
T=ifr], 其 中 总 张 成 铅 焉 分 布 if 张 成 水 平分 布 瑟 . 二 是， 任意 
个 切 问 是 这 站 有 瑟 可 以 唯一 地 表示 池 


E= XK +B = + [4.20) 


其 中 
= EHR, © =O(Ehew .21) 


分 别 基 才 的 水 平分 二 和 铅 垂 分 甚 . 利用 线性 同 构 mn : Wi 一 gl( 驹 看 (4. 辣 
式 ), 可 以 在 内 空间 号 上 是 多 一 个 博信 的 工 次 微分 式 ”如 下 : 


wa) = WETB, beB. (4.22) 
很 明显，《 & i 的 充分 必要 条 件 是 wt] = 0. 如 果 设 5 = 5 
中 三 wag 则 由 但 5 式 ， 以 及 (4.20) 一 (4.22) 式 得 到 


b= 


wt =e VEDB, beB. (4.29) 


另外 ， 从 {4.20) 和 (4.12), {4.11) 式 得 到 


i 
+ 


+ | 
因此 
dzi(t) = det(E) = (EOP) + 全) a 
人 
所 以 


Ee = AXg)dzer() — ON = (—CP drils 十 AAAdzelafE)， 


2 让 第 十 阐 主 才 扒 内 上 的 联 路 


其 中 (AA) 是 矩阵 (4 全 到 | 的 逆 逢 阵 ， 即 


3 一 


站 29 y) 
A2. = 
a yr eg 
这 意味 着 在 局 部 坐标 又 (WU x 2); 2 下 ， wt* 的 表达 式 是 
wv = ~—CPde | + ALdar lb,. (4.24) 


定理 4.3 设 占 是 避 - 主 从 5: 卫 一 BM 上 的 一 个 联络 ，w 是 从 空 
间 喇 上 由 (4.22) 式 定 义 的 g- 值 1 次 微分 式 ， 则 

(1) wy = 1 :多 于 g, 即 对 于 任意 的 44 Eg 所 生成 的 基本 问 量 扬 
二 ,有 wl(A4)s) = 

他] 对 于 任意 的 y Ee 如 有 (Bw = 上 dg .ww， 其 中 右 端的 
上 dg : 忆 是 指 dlg-!) 作为 李 代 数 g 的 内 自 同 构 在 w( 看 作 g 中 的 
元 素 ) 上 的 作用 . 

反之 , 设 届 是 定义 在 从 空间 日 上 满足 菜 忻 (1) 利 a 的 g 值 1 次 
灌 分 式 ， 如 果 对 于 每 一 点 be B, 令 


= {€ EDB; wl€) =0), (4.25) 


出 豆 是 恕 - 主 丰 :了 二 诸 上 的 一 个 联结 ， 
上 述 g 值 1 次 微分 式 忆 称 为 -主人 兴 7 :B= 计 上 的 联 绍 二 的 
联结 形式 . 
证 明 性 质 (1) 是 明显 的 . 事实 上 ， 对 于 每 一 个 A 因为 基本 向 基 
场 世 , 是 锁 垩 切 向 量 场 ， 所 以 对 于 任意 的 4eE 五 有 
aE)) = (Es) 三 下- 


对 于 4Eg 可 设 4= A*5, 则 要 所 生成 的 下 本 向 量 场 是 并 = A 局,. 
因此 
wlA) = wtA*E,) = A = A, 


$10.4 主 开 持 具 上 的 联 路 划 了 


现在 证 明 性 质 人 2). 任意 的 Ee 荆 B 都 可 以 表示 为 由 3) 式 ， 于 
是 ， 对 于 任意 的 了 E 它 训 


(Ro) ot = 8 Reda (Ki) + RllB)o). 
利用 14.141 和 [4.18] 两 式 得 到 
(Rojot = FX) t+ Er Ad (Ba e.g. 
因此 ， 由 (2.23) 式 和 结论 !11 得 到 
【的 = 人 (再 9) 5 = wl (Ad(g 1 . (Ey)ss) 
= Ad(g DN -eA (Bg) = tté) (Ad(g™ 1)) .6 
=[Adlo ) we). 
由 £&€ HB 的 任意 性 得 和 扼 
(Rw = Ad(g- 1) .. (4.26) 
反 过 来 , 说 = 是 定理 所 恨 设 的 g- 值 1 次 微分 式 , 则 在 每 一 点 五 E ， 
:0B 一 g 是 戌 性 映射 -因为 负 乘 子 灾 间 WW 是 TB 的 于 空间 ， 而 


~ 所 满足 的 兼 件 (1) 说 明 wlw 是 从 售 到 站 的 线性 同 构 ， 所 以 根据 5， 
的 定义 ， 


dim Hs = dimTB — dimgn = dim Bo— dimG = dim M, 
国 而 TB = 所 台 Wh. 类 件 (2) 意味 着 ， 对 于 任意 的 Ee 二 ,gE 有 
Re) = UR) 一 Adt ) -wl#) =0, 


从 而 
(RE 于 


由 上 E 豆 的 任 党 性 得 划 


(Job C Hoey. (4.27) 


2 弟 十 齐 主 计 星 二 上 的 联 后 


比较 上 式 两 端的 维 数 可 知 ， (By)wh( Hi] = 本 is. 所 以 ， 各 是 G- 主 用 
二 让 上 的 联络 ， 证 举 ， 

定理 4.4 设 r: 呈 一 对 是 光滑 站 形 W 上 的 个 主 人 上， 是 
李 群 上 的 Maurer-Cartan 形式 ， 8B 的 一 个 局 部 平凡 化 结构 得 相应 
的 转移 炒 数 族 分 别 记 为 {iUs,wo);a ET 和 foa:bnmnpa 一 人 
假定 w 是 主 上 内 B 上 的 联络 形式 ， 并 且 对 于 BB 在 Us 上 的 光滑 截面 
ge = pal, :2 BB, 记 wr = 0 则 当 Uo Nv 时 在 Un MN Us 
上 有 下 面 的 变换 公式 : 


wslp) = Ad(gostp)) watp) + (gasd)tr), VpEUeNUa. (428) 
证 明 对 于 任意 的 PE UonUs, 由 (3.2) 式 ， 
vs(p) =wslp,e) = Wople) = Wp o Pris? Wg,p(e) 
=watp; goalp)) = Walp, 0 agp) = valp) gag(p). 
于 是 ， 光 带 截 面 ro,o6 在 Us Us 上 请 足 关 系 式 
TA = Te a: (4.29) 


没 pe UhNnUs, 并 且 令 b= alp), 9 = gaj(p). 对 于 任意 的 革 E Thi 
在 M 中 可 以 作 光 评 曲 线 ?7 : (66 一 计 , 使 得 0) = p,Y(0) = 革 ， 


十 是 
Ee 
(gaptA) = 一 | Waly(t),e) 
dt | 1 
可 1 
(Woly ld), e) yrs (y(t))) 
[=U 


| ， en d i 
={R]s (于 和 人 全 加 十 加 (galp) gua tT 
二 


1=U 
CL 得 下 一 r ' 
由 (bg) gual™lt))) 
Me | pa) 
=(Ry) (loa) pt) + (mg) (gaa9tX)). [4.30) 


={ 忆 , } est tere jan 手 
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(oom) = [lent RD) = wy) to ) p(X) + gad xX) 
={((Re) lloa) p(X)) + ghad(X) 
=Ad(g ) -wga) pH) + golX) 
一 点 dg ) :wal KR) 十 名 3 可 和 
HT 


wg = 0 = Ad[g  ) wo ea 
证 毕 . 

定理 4.5 设 7:B 一 YM 是 光 带 流 形 上 的 GG- 十 从 ，8 是 李 
拜 局 的 Maurer-Cartan 形式 ， 旦 的 一 个 局 部 平凡 化 结 档 和 相应 的 转 
移 函 数 族 分 别 记 为 {{Uo,wo);a ED 和 {9a :Us Us 一 召 }. 对 于 在 
意 的 a ET, 定义 如 在 Ua。 上 的 着 入 截面 9,。= 落 s(,e). 如 果 对 于 每 一 
个 站 < 了 部 指定 了 一 个 定妆 在 Us 上 的 g- 信 1 次 微分 式 ws, 并 且 使 得 
它们 在 Us Us 半 旨 时 满足 变换 公式 以 26), 则 在 中 上 存在 唯一 的 一 
个 联络 形式 =, 使 得 对 于 任意 的 mE 工 有 上 ms = oz. 

证 明 由 于 we :pu 一旦 是 主人 三 呈 在 号 上 的 光 请 截面 ， 故 有 
Ta = GatUa) - 避 ， 对 于 任意 的 了 E ro 在 如 中 存在 唯一 
的 一 个 元 素 ， 记 为 wal), 使 得 6 = of 的 .ee 区, 由 此 定义 了 映射 
Pa ;Caoj 全 全 在 mr foe) 上 定义 上 值 1 次 微分 式 e 使 得 

Salb) = Adlyalb)) -Carea) ld) + (no), Voe nt) (4.31) 
下 面 蔓 证明， 当 Uo Ug 着 时 , 在 ziUn Us) 上 有 必 。= Ws, 事 
实 上 ， 当 be (Us nDa) 时， 记 p= xi 可 , 则 有 


b = at :palb) = saltp) :pa lh). 


由 于 aol gralp) = oafph, 并 且 忆 在 已 上 的 右上 必用 没有 不 动 点 ， 因 
此 
Palt) = gos (Pp) : Poly). (4.32) 
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一 


另外 ， 由 (4.28) 式 得 知 
Ralb) = Adlyas Ln) Ym tb) + og), (4.33) 
故 有 
而 8 的 ) =Ad(watb)) (mr wa) ld) + (a6)(b) 
一 点 下 [PT -Adlgog tp) at 
+ Adipsth)) (gop ow) Ob) + (waa)lb) 
二 页 由 人 af 了 :Tw (DD) + Adirald) pe Md 
一 nh (6). (4.34) 


对 于 任意 的 硅 E TB, 作 光 谢 曲 线 7 : (一 se,5) 是, 使 得 YI = b, 
YO 三 天 则 四 (432) 式 得 到 


的 [亲信 让 = gogtT oy)) : pa ty(t)), 


由 | (4.351 
(pe ls) = | 
所 以 
村 
CgG0 -epwaCO)= 引 呈 | ve) 
sa vi 
dt | 
和 (ga (p) :pald))™! ,goat a y(t) .paty(t))) 
dt EE 
中 


一 95 的 ) [gnatp)) )- (goa(w ot)) :polytt))) 
(Cpa (hb) (goastp)) gaatT o yt)) pald)) 


+ a (patb))—! + (gua (2D) gos(p) -wolr(D))) 
“=U 


= 点 dB 的) 人 (ga oT)al XN) + lpa)- lA) 
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= (Adiya(b) "(gaa or) + po) CX), 

即 

Pootb) = Ad(sald)) 19gae ow) BO(0) + ph0t(b). {4.30) 
将 [4.36) 式 代 入 {4.34) 式 得 到 

wa[b) = Adlpo th) mwa (lb) + po AD) = wth). 
于 是 , 在 是 上 可 以 定 儿 g- 什 的 1 次 微分 式 避 , 使 得 
thi = Ww (4.37) 
注意 到 
Baloalh)) = FalWa(p, 0)) = We Uso, 

因此 (pa aca) 昌 = 和 所 以 


(oa hp) =05 (woe lp))) = 2 (Galva lp))) 
=0t 【站 da 人 re 全 (mwa)loa lp) + [pt Oo (p))) 
= 点 de ) -onlr"wa)lp) 十 区 [的 站) 
= 人 (人 ooej wa lp) + (pa o va)" HD) 


三 um 让 和 ), 


即 gt = em。 
接 者 需要 证 明 1 次 微分 式 避 满足 定理 4.3 的 条 件 [1) 和 (2). 为 
此 , 设 44E0, 它 在 上 上 所 生成 的 基本 向 电场 是 甩 , 则 在 点 be mw 1(U,) 
处 有 | 
(A)s = Ti th. expltA)). 
于 是 


w{(A)e) =6a (CA)s) = poe) 三 中 ead) 


242 弟 十 章 主 计 让 中 上 的 联络 


| d , 
一 由 | 一 a tb) ， fd = 一 cpitA) = 4, 
(Fl [Db) . exp )) pl ) 


条 件 1) 成 立 . 现在 设 bE ro 9 & 局 , 羡 E TB， 取 光 请 曲 线 
Ye,8) 二 是 ,使 得 0) = ~w 轴 = 部 . 于 让 


(RN wa) (XN) = Dat (Fn)abt) 
一 由 da 信用 mia((Ro)eo ti) + FRC FR) ), 


注意 色 
palb: 9 = al) I Tofy=n, 
所 以 
GOR J sa) 
一 中 (Pen 昌 h,) nly (0) = 三 昌 (|, ef 人 9) 
(pad) 8 ee el ' 9) 
Ls 

=Ad{g .wad(X), 

国 而 
(Ra) wo)() 


=Ad(g- 1). Adlwoa l(b) nwa(X) + Ad(g )- padlX) 
=Ad(g— -wo(X) = Ady™ } :w(xX), 


即 菜 件 (分 成 立 ， 再 由 定理 4.3 得 折 ，w 是 - 主 上 TT: 电 一 村 上 的 
一 个 联络 的 联络 形式 ， 证 毕 . 

在 主 从 T :局 一 1 上 娩 定 联络 斑 之 后 ， 底 流 形 村 上 的 光 请 切 
向 量 场 可 以 水 平地 提升 到 从 空间 互 上 去 ( 侧 题 4.1), 而 且 底 流 形 MM 中 
前 光滑 曲线 也 可 以 水 平 提升 汶 估 空间 BB 中 的 光 神 曲线 . 
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一 一 -一 一 


定理 46 话 吾 是 如 主人 7 :一 虹 上 的 联络 ，PE 对 ， 
7 了: 【一 565] 一 对 是 廊 彼 形 时 上 的 任意 一 条 光 请 曲线 ， 并 且 yD0) = yp. 
则 天 于 尾音 一 点 ET [ 基 , 往 站 上 上 看 人 下 唯一 的 一 等 光 庶 曲 此 于 
(一 se) 二 日, 使 得 车 (0) = bw( 守 罗 ) 三 了 人 并 且 EC 的) 

曲 茂 字 称 光 底 流 挫 村 中 的 光 带 曲线 3 在 雁 空 间 8 中 妾 过 点 的 
水 平 提升 {曲线 )， 此 时 对 于 什 意 的 二 也 拒 的 成 为 主 丰 日 上 的 元 赛 
= fIDO ET Oo 沿 光 请 曲线 7 具 点 了 = 0 到 点 ?向 的 “ 咱 行 移 
动 ". 

证 明 设 避 ; 辣 ) 是 本 在 点 ?处 的 局 部 坐标 对 , 使 得 主 上 Mw: 记 一 
于 在 上 有 局 部 平 必 化 业 : x 地. 于 是 ， 对 于 bE ww-!ip) 
必 窒 在 9 € G 使 得 b= Wp 又 设 [本 ;的 ) 和 (2;z*) 分 别 是 李 群 
吕 在 单位 元 素 e 和 点 9g 处 的 局 部 坐标 系 ， 刚 (人 7 x 21;z,z*) 是 从 
空间 BB 在 点 少 处 的 局 部 坐标 系 . 设 ;1-2,a) 十 对 的 大 数 方 程 是 
zt) = z(t)), 那 艺 可 以 假 证 它 的 水 平 提升 曲线 了: [-e 本 一 百 的 
估 数 方程 为 


i 
二 中 to gl 相 是 局 中 的 光滑 曲线 使 得 守 ( 昌 = 十 iyi,g( 邓 ). 于 是 


dyilt) 8 
dt or 
: 


和 | 已 


dz*(ty 8 
) dt 疝 


jt) = 


i 


十 CMT Te 


a A) 


| | 
于 三 下 a Tt 


{( 顾 看 4.11) 和 性 12) 式 ). 由 此 可 见 ， 这 (四 名 五 (Y) 的 充分 必要 条 
性 是 函数 #2 0 满足 常 答 分 方程 组 


dzttt) dd ,, pr (zy) | 
a Ee a [| Tr—— 一 2 可 村 | {: 5 
En pT (FT)) Br es, 0 1AGr 1.38) 


2 弟 十 阐 主 纤 给 此 上 的 联络 


i 


根据 常 微分 方程 组 的 理论 , 方程 组 (4.481 ee 人 iD) 
= s*(g) 有 了 唯一 的 解 2* = 妆 提 . 这样， 了 的 = Wy,9( 提 ) 就 是 所 要 
求 的 曲线 ， 其 中 2*191) = 到 的 - 证 毕 . 


10.4.4 在 相配 向 量具 上 的 诱导 联结 


至 此 ， 对 于 主 基 上 联络 的 概念 及 其 表达 的 方法 者 已 经 作 了 详细 的 
介绍 .最 后 要 说 好 ， 主 共 上 的 联络 在 与 它 相 配 的 向 量 处 上 自然 地 诱导 
出 一 个 联络 ， 因 此 ， 主 内 上 联络 的 概 优 是 向 基 夫 上 联络 的 推广 ， 

定理 47 设 T: 电 一 好 是 一 个 怠 主 所 ， 豆 是 该 主人 失 上 的 蛟 
将 ，m 昆 其 联络 形式 . 如 果 李 群 台 在 向 量 空间 了 上 有 一 个 表示 pp : 
二 GLIVY, 则 联络 古 在 主 从 :8 二 导 的 相配 向 其 具 E=Bx,V 
上 自然 地 诱导 出 一 个 联络 口 

证 明 相配 此 已 = 瑟 xTF 的 构造 由 例 3.4 结 出 设 pe MM, 六 EE 
Tif, 取 光滑 曲线 ?: (-c,2) 二 条 慎 得 710) = 一 站 加 一 于. 任意 取 一 
点 三 ET 下, 则 根据 定理 4.6, 在 品 中 存在 区 请 曲线 了 (一 2e) 一 是 
使 得 

TO = 机 xt)) 三 站 人， PE Hs 


设 * 是 至 的 任意 一 个 局 部 规 面 ， 它 在 Y(t) 上 的 限制 可 以 表示 为 
s(t) = [CFD), v(t))], (4.39] 


人 


Dxs = [6,w fo) 中 (4.40} 


由 于 水 平分 布 在 GG 的 厂 必 用 下 避 持 不 变 ， 水 平 提升 曲线 了 在 避 的 
右 作 用 下 也 是 不 变 的 . 因此 ， 导 .和 0) 式 的 右 站 与 表示 局 部 截面 sft) 的 
代表 元 的 取 法 无 关 , 所 以 [4.40) 式 定义 了 一 个 鼎 射 D : T(E) x 诗 (M) 二 
T(E), 容易 鉴证 ， 映 射 卫 满足 向 其 愉 上 的 联络 的 定 六 [大 看 第 二 章 的 

定义 81). (4.40) 式 的 几何 意义 是 ; 将 7 和) 看 作 坪 行 标 架 声 ", 则 2 人 的 
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是 向 量 场 al 在 该 标记 场 下 的 “分 量 ", 于 是 sl) 的 协 变 导数 恰好 是 分 
基 vlt) 的 导数 (参看 第 二 章 定理 7.2). 证 毕 . 

相配 向 基 具 者 :情理 x,V 一 AM 上 的 诱导 联络 了 也 可 以 用 主 欠 
上 相应 联络 五 的 联络 形式 品 米 莉 面 . 设 5:0 一 BB 是 土 人 :1B 一 
好 的 一 个 局 部 截面 ， {e。} 是 向 量 空间 VW 的 基底， 对 于 任意 的 PE 了， 
他 5 = 页 四 人 ec, 其 中 的 线性 同 构 wipy :YY 王 并 -1(p) 由 (3.26) 式 
弟 出 ， 则 {#4} 是 向 基 不 互 的 一 个 局 部 标 架 场 , 用 p, :9 一 gl(W) 记 
LI 的 诱导 表示 ， 这 样 ，pww 是 定 内 在 BB 上 在 qltV 中 取 
值 的 1 次 微分 式 ， pla*w) = ao*(psw) 是 定义 在 CIC 好 ) 上 在 gf(Y) 
中 取信 的 1 次 微分 式 ， 对 于 每 一 个 &, 设 


ps lw))lea) = wheg, (pr lew)) (en) = Gep， (41) 


则 显然 有 oq"wi = ug, 利用 定理 4.7 可 以 得 到 加 下 的 半 论 : 

市 题 4.8 设 J:0 浅 昌 是 主 从 ww:B 一 MH 的 局 部 截面 ， 村 配 向 
其 导言: 互 坟 4 的 局 部 标 架 场 {34s} 由 8,0p) = 和 tlte) tp 0) 定 
义 ， 如 果 1 次 形式 wi 由 14 式 反 出， 则 有 


Das。 = Wigg = pro8 go, [4.42) 


证 明 设 peU, XeT,M, 记 b=olp). 凡 设 %:({-e.ej 政 放 是 
底 流 形 上 满足 WO = p 和 Yt0) = 开 的 光 将 曲线 ， 亏 基 7 在 主 
处 妃 上 过 点 了 的 水 平 提升 \ 即 有 300) = 月 , 网 存在 铺 沟 群 已 上 的 曲 厂 
gt), 满足 gt0) = e 并 且 ol 的) = 5 的 .9G. 令 加 = gf0), 则 擂 在 十 且 
空间 上 确定 的 基本 向 量 声 4 在 点 5 的 什 是 (A), = 年 | 人 :gt 
于 是 由 so 的 定义 和 (4.40) 式 有 
Dxao =Dxtlto ea)]) = Dx([(F0), ply(t))ea))) 


=l(b. pe lg (Oea)] = [lb, p. (Aea)) 
一 [fb pe twl (A),))e,)). i 


ce 


因为 地 (0 是 吾 在 点 下 的 求 平 向 长 ， 并 且 
d se | 三 
i 二 一 [hh: 一 | -= | 一 "i 
(4%, = 0) 
= So 0) = 0,(X) -0), 


t= 


所 以 wl) = wtoe(X) = orw[X). 代入 (4.43) 式 便 得 
Dxse = [bp lew XD)eo)] = lia)ea) = 5(X)salp). 


再 由 点 了 和 玉 的 任意 性 ， 前 题 得 证 . 

注 记 4.1 在 向 量 空间 VW 上 取 定 一 个 内 积 1 村 

OM = {TT EGLOWY; (Tu), THw) = (i), Yo, ww € WN). 

如 果 对 于 什 意 的 yE Ga 人 EUOP), 则 内 积 1 人) 在 向 二 名 卉 : 互 一半 
上 自然 地 诱导 了 一 个 袭 昌 结构 ， 使 得 元 :五 一 好 成 为 黎 紧 向 量具 ， 
并 且 对 于 性 意 的 pp E 好 和 和 任意 的 be wi 加 :VW 二 Ip) 是 
等 距 的 闭 性 同 构 ， 此 时 ， 如 果 {es} 是 WW 的 章 位 正 奖 基底， 则 由 葵 面 
o :UB 给 出 的 局 部 标 架 场 {441 也 是 单位 正 交 的 . 

利用 向 节 雁 言 : 电 一 财 上 的 笋 曙 结 构 ， 容 易 得 到 如 下 的 合 莫 : 

命题 4.9 设 Y 是 欧 民 向 量 空间 ， {es。} 是 的 一 个 单位 正 变 
直 ， 如 果 浅 性 表示 p :GG 一 GL(V) 竹中 plG) 5 OU 则 由 41) 式 
定 交 的 1 议 寻 形式 99,286 甘于 指标 a: 吕 是 反对 称 的 ， 即 有 


= (4.44) 
证 明 证 变 变 换 群 DIV) 的 李 民 数 ofV)y 由 下 上 的 反对 称 线 性 杜 
换 构 成 ， 证 明 的 鳃 节 留 给 读者 自己 完成 ， 
$810.5 主人 上 联络 的 曲率 


在 第 四 章 我 们 已 经 知道 ， 黎 曼 流 形 上 的 曲 率 形式 是 衡 基 整 坚 结 构 
愧 离 欧 氏 结构 的 程度 的 不 变 懂 ， 向 其 县 上 的 联络 的 临 率 形 式 是 反 暑 加 
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其 上 雁 偏离 平凡 从 的 程度 的 不 变 基 ， 对 十 主 欠 上 的 联络 来 说 ， 可 以 定义 
类 似 的 曲率 形式 , 具有 相同 的 功能 . 下 面 先 从 光滑 波形 的 切 标 架 从 ( 画 
看 310.2) 谈 起 ， 


10.5.1 标 捍 处 上 的 曲率 形式 


设 旺 基 普 维 光 得 入 形 ，T:TM 时 是 对 的 切 只 , 它 的 局 部 平 
扩 化 缚 构 是 TIE oo :a EI). 设 放 :局 ( 虹 ] 一 MH 是 与 其 相配 的 标 染 
从 ， 结 构 群 是 GL{mn; 区, 相应 的 局 部 平凡 化 结构 居 Treo :a 及. 
慨 这 在 Us 上 的 局 部 蜡 标 是 二 ,1 三 宇 芝 和 nm， 命 3 = 5 风 
sf) = fs 显 切 时 TM 在 Da 上 的 局 部 标 架 场 ， 即 si 中 是 标 浊 
从 FLMD 的 一 个 局 部 截面 这样， 二 : F[M) 一 由 的 局 部 平凡 化 
pa :Uo x DL(m. RR) 一 并- 是 


wal, 4 = 以 oj) ,二 一 {Adiat®), 二 A 
在 这 里 十 是 矩阵 4 的 第 j 行 ,第 i 列 元 素 ， 因 此 在 -+iU) 上 的 局 
部 坐标 标 由 (zt, 击 ) 给 出 
没 D 是 对 上 的 一 个 仿 射 联络 ， 假 定 


(ol (cr 了 17 [a ma 二 『 
D's, = 人 3 0; = Ti 中 Ta， (5.1) 


则 在 FLM) 上 有 一 个 大 范围 定义 好 的 、 在 glim; 到 中 取 慎 的 1 次 微分 
式 ( 俘 看 $10.2) 
dr, = A (d+, A), (5.2) 
它 是 标 训 从 计 : FLM) 二 MH 作为 GLirn; 机 主 从 的 联结 形式 ， 
联络 D 在 局 部 坐标 系 (U6; x) 下 的 曲率 形式 是 


Oe) = dt} + wt) A wl®), (5.3) 


(ct 下 


a de 


a 革 十 章 ” 主 证 谁 吓 上 上 的 联 插 
di wo nto. 


前 
lv, = A .Nn) A [5.4) 


容易 给 证， 日 是 在 FLM) 上 大 范围 定义 的 ， 在 gllm: 区 中 取 慎 的 2 
次 四 签 分 式 ， 事实 上 , 讼 nn Us 关外 则 在 UanUs 上 有 两 组 局 部 坐 
标 系 (zal 和 (zx5), 节 Jaa = (车) 则 
sg [5.5) 
因而 za (PP, 4 = pstp,B) 当 且 公关 
有 = 8- 日 或 B=J-i.4. (5.6) 
联络 形式 wi 中 在 局 部 坐标 变换 下 变 为 
wd) = TdJog 十 olo)Jap]， [5.7) 
因此 曲率 形式 mis) 经受 的 变换 县 
ND = Tw og. (5.8) 
由 此 可 见 
是) 百 
=(d :AY EI DO Tg) Ti A 


tr 
=A-1 .DY . A, 


即 (5.4) 式 的 右 端 与 局 部 坐标 系 (Ui; zi) 的 选取 无 美 . 
命题 5.1 由 {5.4) 式 在 切 标 加 从 FUM) 上 定义 的 , 在 gltm; 臣 ) 中 
取 值 的 2 次 外 微分 式 日 与 联 阁 形式 8 满足 关系 式 


全 = d+ 0 (5.9) 
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日 称 为 联络 形式 六 的 曲率 形式 . 
证 明 对 lw 的 定义 式 (5.2) 求 外 微分 得 到 


引 站 | 一 | 马 而 [Es 路 让 “ta 二) 十 二 di"w le 计 4) 
= AidAA A dA A-idAA A-lRE*w ™) A 
十 站 : dt 于 一 有 1d44 


另外 
a el =A tdi A A A dA aA) 


=AiAA A ldAt A Td A (Fr ) 


+ 半 -，( 侣 ) 关 忆 全 ， 册 
因此 


(d+ BAD = A A 册 


= A .fetal ,= 日 


证 些 ， 

从 十 放 式 入 44 不 奸 知 盾 下 面 的 他 题 成 苹 ， 

命题 5.3 在 切 标 竟 具 FIM) 上 基于 联络 站 的 曲率 形式 日 有 下 列 
性 质 ， 

(1) 对 于 在意 的 gE GEL 区 有 


R= Adig .0, 


其 中 Ad 是 李 群 GLim, RR) 的 伴随 表示 
2) 日 是 水 平 的 , 即 对 于 FUNM) 上 在 任意 一 点 处 的 荐 个 切 向 量 下 ,了 

都 有 
BOX, YY) = 日 (并 hm) 
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其 中 无 Yh 表示 天 ,了 的 水 平分 量 ， 特 别 是 当 XX 是 铅 琴 切 向 其 时 ， 
对 于 性 意 的 切 向 其 Y 有 


BX, = 一 日 了 天) = 


证 明 日 的 水 平 性 质 人 2) 是 其 定义 的 直接 推论 . 关于 (1), 取 gE 
ta, (rn, 及 1], 出 
ROls, 一 (4 ) .4) 
={A. 及- 人 (全 
=g 1 A ND)) .A) 3 
= (A (ito) (NN). A).g 
一 有 
=9™ :Bl ‘9 = Adlg ) Bluw， 
证 毕 . 
10.5,2 主 从 上 的 曲率 形式 
命题 5.2 所 改 述 的 两 个 性 质 十 分 重要 ， 我 们 把 它们 移植 到 一 般 的 
主 从 上 去 . 
定义 5.1 设 瑟 是 主 从 [B,MH,7,Q) 上 的 一 个 联络 ，V 是 一 个 向 
其 空间 ，p :一 GLIV) 是 李 群 马 在 Y 上 的 线性 表示 . 设 交 是 定 必 
在 B 上 、 取 值 在 V 中 的 7 次 外 微分 式 ， 如 内 名 满足 下 面 两 个 条 件 ， 


{1) 对 于 任意 的 9EGQ 有 
Rw = pg  ) 
2) ww 是 水 平 的 ， 即 对 于 从 空间 B 上 的 任意 7 个 光滑 切 疝 贡 场 


坟 1 ,县 有 
多 证 1 ; = pNP, -el 
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其 中 XP 表示 切 向 基 场 吕 的 水 平分 其 , 则 称 吕 是 她 上 的 次 (pyT) 
型 张 量 形式 . 
命题 5.3 设 下 是 主 从 1B, 轩 ,TT,G) 上 的 一 个 联络 ，ww 是 它 的 联 
络 形式 ， 傅 人 = dw ch, 有 即 对 于 BB 上 的 任意 两 个 光滑 切 向 其 场 X,Y， 
NE YY = dl Xn YY), (5.10) 
其 中 XX",Y" 分 别 表示 X,Y 的 水 平分 量 ， 则 人 是 五 上 的 3 次 (Adg) 
型 张 量 形 式 ， 称 为 联络 五 的 曲率 形式 . 

证 明 由 定 儿 式 (5.10) 得 知 介 是 水 平 的 ， 因 此 只 要 证 明 RN = 
sdf 一 Vy ET 事实 上 由 定理 43 的 (2 知道 ,联络 形式 w 满足 
Rw = Adig ww Wed. 

因此 
有 fd = UR) = dAd{g ) 2) = Ad(g™ ) de. 
上 甩 以 根据 联络 豆 的 定义 ， 对 于 B 上 的 任意 两 个 光 请 切身 基 场 基 ,Y 
有 
(RDN YF = NR, ,Rg). 

=dwl((Rg) X), (Re) 7)h) 

=da(t Rg) X, (Ry ) = Bd XY, YF) 

一 点 可 [ 9 一 号 d(x Ph) 

=Adig- 人, YY). 


命题 得 证 


为 下 这 方便 起 见 ， 对 于 定 光 在 光 证 流 形 J 上、 在 李 民 数 g 中 取 
值 的 外 微分 有 形式， 引进 一 种 复 全 运算 如 下 : ee 中 取 定 一 个 基 
展 { 五 小, 则 定之 在 光 请 访 形 村 上 、 在 李 代 数 g 中 取舍 的 7 次 外 微分 
式 吕 和 s 次 外 微分 式 则 分 别 可 以 表示 为 


p=pB, p=, (5,11) 


人 
其 中 国 E4d EE (WM). 命 
AY = A Es, Bl (5.12) 
这 里 的 [, | 是 李 代 教 m 的 乘法 ， 则 套 易 验证 上 式 与 李 代 数 g 的 基底 的 
取 法 无 关 ， 我 们 把 [@A 惑 称 为 和 值 外 微分 式 关 和 世 的 外 积 . 
命题 5.4 设 yy 和 划分 别 是 yg 值 r 钦 外 微分 式 和 5s 次 让 微分 式 ， 
则 对 于 任意 ”+s 个 光滑 切 向 量 场 半 ,…. ,Xs 有 


本 总 协和 1 1 


] 了， 下 六 一 rr 4 全 证 请 | 
= 上 [ef i | (5.13) 


推论 5.5 设 吕 和 总 是 两 个 8g 慎 1 次 外 微分 式 ， 则 对 于 任意 两 个 
光滑 切 向 量 场 蕊 了 有 
be AX, = [p(X BN) -Te 二 让 
[pA ol, Y) = Bol A p(T). 


(5.14) 


命题 5.6 g 值 外 微分 式 的 外 积 遵 衔 下 列 运 算 律 : 

[1 分 配 循 : [人 十 吕 六 加 = 芭 A 避 + 攻关 相 

(2) [pA = (一 1 的 天 ,其 中 心 和 地 分 别 是 g 值 7 次 外 微 
分 式 和 = 次 外 微分 式 ; 

( 设 有 和 日 分 别 是 8 慎 r 次 外 微分 式 ， = 次 外 巩 分 式 和 上 次 
外 微分 式 ， 则 有 恒等式 

-DA A +t DA +- DA =0; 
td) 设 ¥ 和 划分 别 且 但 ?次 外 籁 分 式 和 s 砍 外 微分 式 ， 则 


dip 入 遇 = [GPA + (1) "pA dyl. 


以 上 两 个 命 蝇 的 证 明 留 给 读者 目 己 完成 


$10, 加 5 主攻 上 刁 首 的 曲 弟 了 


NE ii = 


定理 5.7 设 鼎 是 主 从 (五 , ji， 上 的 一 个 联络 ，w 是 它 的 联 
洛 形 式 ， 则 它 的 曲率 形式 几 满足 方 


= d+ i A el. (5.15) 


证 明 根据 曲率 形式 的 定义 和 (5.14) 式 ， 只 要 证 明 
d(T) = dX + Eo XY, YY. (5.16 
为 此 就 下 列 3 种 情形 分 别 进行 验证 
1) 设 XE 人 ,了 EB, 则 Xt = Yb = 0 于 是 65.16) 式 左 问 为 
等 ， 由 于 在 豆 上 由 结构 群 G 的 右 作用 诱导 的 基本 向 其 场 在 B 上 上 是 处 
处 线性 无 美的 ， 因 市 存在 <,% E g, 使 得 它们 在 上 产生 的 直 本 向 量 场 
5 满足 E80) = 革 , 字 上 = 了 ,并 且 
WwW = w= 
同时 ， 由 外 微分 的 求 值 公式 得 到 
do( X,Y) = du[(é, le 
= (#0 — Mt)) — {Es 
= -ufé, ls = [5,9 = —[w(X), wl¥)), 
名 
dX = 
(中 设 天 EW YE be Bs, NXt=0, 于 是 3.16) 式 左 端 仍 
然 为 零 ， 另 外 (7) = 0 故人 5.1) 式 右 端的 第 3 项 为 零 ， 因 此 只 要 证 


明 
dw{X,Y) = 0, 


首先 , 存在 £9 使 得 它 在 瑟 上 产生 的 忒 本 向 其 场 满足 六 = 天 ,并 
且 wi#) = 弛 常 值 ) 注意 到 基本 向 甚 场 “是 单 参数 变换 于 yp, = Rypite) 


4 弟 十 全 主 时 内 业 十 的 联结 


在 中 上 诱导 的 切 向 其 场 . 将 水 平 切 向 量 了 扩充 成 号 上 的 水 平 切 岗 械 
场 了 , 悟 得 了 区 = 了 于 和 根据 Poisson 括 导 积 的 几何 意 六 (和 驮 看 驮 竹 
义 献 [3, 第 三 章 ， 定 理 3. 别 ) 有 
[é, 三 lim Y 加 ee 
由 于 【局 ))。 把 求 平 切 向 晤 场 变 为 水 平 切 向 甚 场 (参看 是 六 二 ]) 所 以 
上 式 说 明 Poisson 括号 积 用, 了 是 水 平 切 问 量 场 ， 因 此 
du(X, YT) = dE, Yh = (E(w FN) — PLA)) ~ wl, FD = 0. 
(四 设 X, YEH,beBNMNA=X, Yh=Y,wX)=w)=0, 
所 以 
NK, FY) = dw (X,Y = dv XY) 
= dw{ ai) + ,TY)). 


证 毕 . 
定理 5.8{Bianchi 恒等式 ) 设 #H 是 主 从 1B, MG) 上 的 一 
联络 ， w 是 它 的 鼎 络 形式 ， 0 是 它 的 曲率 形式 ， 则 


dn = [A]. (8.17) 
证 明 对 (5.15) 式 求 外 微分 ， 并 且 根 据 命 题 5.5 的 (2 和 (二 得 到 
ate sd Aw|— = Nd] 三 相 r 入 语 
=[Q A -3 AA 
再 根据 井 题 5.5 的 3) 得 到 
AwAg]= [EA Aw] + Aw A + [A Aw) = 0, 


帮 (5.17) 式 成 立 ， 证 毕 . 
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SE OE ES 


10.5.3 主 从 的 示 性 类 


现在 ， 门 量 且 的 示人 性 类 理论 可 以 搬 到 主 共 上 订 , 首先 考虑 g 上 的 
对 称 多 重 线 性 函数 . 
设 更: 和 x…x9 一 到 是 定义 在 李 代 数 g 上 的 对 称 的 上 重 线性 国 


让 个 
数 ， 寿 对 于 任意 的 9 EG， 和 总 有 


Ad [和 , 贞 本 [JE = 各 [1， Ly 1 Ek]: (5.19) 


则 称 更 是 AdGY) 不 变 的 ， 将 定 文 在 g 上 的 ， AdfG)] 不 变 的 对 称 的 
上 里 线性 冰 数 的 全 体 构 成 的 集 音 记 为 (如, 则 GI 是 一 个 向 量 空 
间 . 对 于 二 EE 有 IC 更 EGG 作对 称 化 村 积 更, 重 , 定义 为 


里， Ss ~ Ek!) 
“E+ i Tt (ta 上 1 Erk P(E (Rr) eth (5.19) 


其 中 t+ 是 上 十 1 个 元 素 的 次 搞 群 ， 刚 秋 - 丙 E 天 fi 人 将 对 称 化 村 
积 线性 扩充 到 有 限 项 形式 直 和 的 空间 TIG = MG) 刚 使 IiG7) 成 


ia 
为 下 上 的 一 个 变换 代数 . 
设 7 Egg 人 靖 g 的 =expli), 则 对 于 更 E 天 (G) 有 


Ad gl, (有 JE) = BE Ek); 
将 上 式 对 于 上 求 导 得 到 
本 (和 = (5.20) 
定理 5.9 设 互 是 主 是 (MT,G) 上 的 一 个 联络 ，w 是 联络 形 
式 ， 扣 是 时 率 形式 . 在 中 取 定 一 个 基底 fi :1 三 严 立 下, 并 设 
w= 


256 。 驯 十 拿 ” 主 竺 维 是 上 的 联 执 
对 计生 E OD), 命 
0) = (N,N) = 有 A Nm Es)) 


出 有 

全 生 人 人) 是 在 从 空间 BB 上 在 右 殉 动 后 (9 < 品 ] 的 作用 下 不 变 
的 、 水 平 的 2 次 闭 微 秃 式 ， 因 而 在 底 流 形 村 上 存在 一 个 2k 次 闭 微 
分 式 以 下 ,五 ] 以 再 [有 为 它 的 水 平 提升 ， 即 枉 吕 ) = wal 中 ,HH); 

(2) 如 果 五 是 主攻 ( 互 , 对 ,人 上 的 另 一 个 联络 ， tin 是 它 的 
曲率 形式 ， 那 各 在 底 流 形 则 上 存在 一 个 路 一 1 次 外 微分 式 如 使 得 
可 重 , 百 ] 一 ce( 重 ,Ho) 二 du 于 是 中 晶 ,五 ] 的 de Rhaan 上 同调 浊 ef 更 ] E 
厅 中 [有 ,本 与 主攻 【MT G) 上 的 联络 HH 的 选取 无 关 ， 称 为 主 内 
(Br,G) 对 应 于 Ad(G) 不 变 的 、 对 称 的 大 重 线性 函数 晶 的 示 性 
英 ， 

证 明 i1) 由 于 了 是 水 平 的 , 故 加 i 锡 ) 是 水 平 的 . 对 于 任意 的 gEG. 

(En) = BR , RN) 
= Adg 1) .fAd(g- 1) N) 
= (0 ,0 = {nN), 
上 二 (0) 是 思 不 变 的 ， 对 中 0) 求 外 微分 ， 并 且 利 用 Bianchi 全 等 式 
(5.17) 和 (5.20) 式 得 到 
dN = (dD, , 史 ) 十 十 重 ( 辣 出 全 
一 重 人 | 王 六 同和 二 十 一 
= Nr A h NE A (Ee 6], ,to ) 
十 二 本 

故 各 |( 呈 ) 是 闭 微 学 式 ， 

由 于 名 (9) 是 在 右 称 动 局 , gE 宫 的 作用 下 涉 变 的 水平 的 忠 次 
微分 式 , 因而 在 底 流 形 MH 上 存在 一 个 路 次 微分 式 ct 重 , 耳 ) 以 重 ( 介 ) 为 
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它 的 求 平 提升 , 事实 上 , 对 于 虹 上 站 站 任意 的 党 请 切 阿 量 场  … ， 
Xow, 在 是 空间 互 上 存在 唯一 的 一 组 水 平 切 向 量 场 充 ,…. , 半 ax 使 得 
Le = i， 十 是 对 于 尾音 的 了 和 A, bte mT [四 )， 弟 

(el®, HX , Nop))(p) = (ODA , Nag) DD), i5.21) 


|- 式 而 端 与 在 r-10p) 中 的 到 法 元 闫 ， 因而 是 完全 确定 的 数值 (请 证 
者 自己 验证 ), 并 且 由 右 端 可 知 ， cl 重 , HL 二 ,ag) 明显 地 于 请 恢 
其 于 点 Dp, 因此 cf 了 ,HH) 是 对 上 的 路 次 微分 式 ， (15:21) 式 能 娘 写 成 


ED) = Te 
玻 
0 = dE(N) = 1" {de(®, 百 )) 
固 为 在 每 一 点 bEB, 7.: 下 Tr id 是 湛 性 同 构 ,所 以 dci 击 , H) = 
0, 可 cl 重 , 玉 ) 是 好 上 的 中 次 团 微 分 式 . 
(3 设 Ho 是 主 从 (8, 计 ,7 上) 上 的 男 一 个 联络 ，ww 是 联络 形式 ， 
fo 是 曲率 形式 . 命 7= 届 一 wo, 则 7 是 1 次 的 (Ad,9) 型 张 基 形 式 . 合 


i = iy 二 7, (5.22) 
则 ur 是 主 从 上 的 一 族 联 络 ， 它 的 曲率 形式 是 
Ws = diws + 3 六 oil: (5.23) 


将 (5.22) 式 代入 上 式 得 到 
和 
= dw + tdr + lr A woll + 二 rA7) 


因此 


Tn =dr+[rAww] + trA7]= dr + A (5.24) 


很 明显 ， 
二 i 站) 一 于 (Nn) =| i [5.25) 
Eo o dt 


268 。 第 十 章 ” 主 疼 维 从 上 的 联络 


CC 人 CC 


经 过 直接 计算 得 到 
由 | . Le : 
Ti) 一 到 和 (Be 让 0 
kBidr 十 7 A unl|, i, ee ;1). (5.26) 
全 
让 三 i/ EiT, fe Ndt, (5.27) 
[oO 
出 


1 
dw = | dt 鲁 (7, D1 , MN) di 
0 
:1 
= | (Ed, Qe Mh Br di 全 
| 
一 一 (dd (5.28) 
由 Bianchi 恒等式 和 15.200 起 得 到 
(7, i, 本 中 十 亚 [ 了 ,人 1 
三 下 (TT [Ne 向 wl], 1 0) Te 十 更 [T， Ns, ee, [A ~ ci 
让 
一 7 下位 
下 = 


MT aa [or tp)" én) 


Tal hw A NA... 


上 
六 Ne % [ta 1 Car si (Sas tal, ry ) 
一 下 


本 本 A A NE Mh Or [te ; Ea], aa, + ,au 


一 (|r 总 wl, ， 人 
将 上 式 代入 【5.28) 式 得 到 


1 
dw 一 | {BUT, fi ,+ TA) Nd 
LU 
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1 
= | 击 fdr 一 Ir A we] Me, -~- :Dat 
0 
= {dsmyat = Tn) — fo). 
dt 
证 毕 . 


容易 验证 ， 由 更 E (0 里 为 亚 I] E 五 DO 辐 和 结 出 的 映射 
是 从 交换 代数 由 G) 到 de Rham 上 同 亩 环 


H'[MR = HiCM, BR) 


的 辐 态 ， 称 为 Weil-Chern 同 态 

在 第 具 章 的 虞 .7 我 们 已 经 介绍 过 复 向 其 夫 的 陈 示 性 类 ,与 秩 为 7 
的 复 向 量 从 7 : 一 WH 相配 的 标 架 从 是 结构 群 为 GLIr, 品 的 主 从 . 
节 已 = GEL 局 则 本 节 所 说 的 后 主 外 对 应 于 AUG) 不 变 的 大 重 
载 性 函数 王 的 示 性 类 就 化 为 前 面 的 陈 示 性 类 ， 事 实 上 ， 与 复 向 基 上 从 
玫 : 王 一 好 相 配 的 标 册 总 可 以 的 化 为 Ur) 主 是， 根据 Weyl 的 经 典 群 
的 不 变量 理论 ， 丁 群 的 不 变 基 是 由 反 IIermite 矩阵 ( 丁 群 的 李 代 数 的 
元 素 ) 的 特征 值 的 初等 对 称 多 项 式 生 成 的 ， 而 这 些 初等 对 称 多 项 式 所 
对 应 的 示 性 装 就 是 陈 示 性 类 . 
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杨振宁 和 Mills 在 20 世纪 50 年 代 开 始 研究 自然 界 中 绊 相 互 作 月 
的 非 Abel 规范 理论 ， 即 现在 所 称 的 Yang-Mills 规范 场 论 ， 到 加 世纪 
的 70 年 代 ， 通 过 与 儿 何 学 界 的 淘 通 ， 杨 振 守 认识 到 规范 场 论 实际 上 
就 是 主 失 上 的 联络 论 ， 这 种 认识 大 大地 推动 了 微分 几何 在 理论 物理 学 
中 的 应 用 ， 并 且 促 进 了 微分 几何 本 身 的 发 展 ， 现 在， 规范 场 论 成 为 微 
分 几何 研究 的 一 个 重要 的 订 题 ， 并且 是 研究 全 维 拓 扑 学 的 有 力 工具 . 
在 本 节 ， 我 们 对 Yang-Mills 场 论 做 一 个 简单 的 介 绎 . 


260 。 革 十 宫 广 外 维 名 上 的 联 给 


10.6.1 主攻 与 相配 向 量 从 上 联络 的 曲率 形式 
定义 6.1 诬 [ 也 好 交 好 ) 是 一 个 主 从 ， 是 主 外 上 的 一 个 联 


将 ， 中 是 一 个 向 量 室 间 ，p :一 GLIV) 是 如 的 一 个 表示 .出 
pb dp = dp oh 哲 出 的 微分 算 于 由 :AB)@V 一 41(B)@T 称 
光 主 从 :是 二 时 上 关于 联络 韭 的 外 协 变 微分 ( 算 子 ). 
因此 ， 联 络 如 的 曲率 形式 可 以 写成 由 = 由 ww, 而 Bianchi 恒等式 
(5.17) 成 为 
dn = 0. (6.1) 
在 定义 5.1 中 已 经 定义 了 (p,W) 型 7 次 张 贡 形式 , 设计 :已 = 
BxpV 二 导 是 与 主 具 :BB 二 对 和 相 配 的 同 量 从 ， 则 *w 次 张 量 开 式 
的 意义 在 于 它 可 以 和 向 量 姑 人 "7" 回忆 的 截面 建立 起 对 应 关系 ， 即 
有 如 下 的 定理 : 
定理 6.1 设 7 之 0， 对 于 任意 的 yw E 小 [B)@@V, 如 果 y 是 
相对 于 联络 万 的 fp, VW) 型 张 其 形式 ， 则 存在 唯一 的 一 个 截面 万 E 
TI(A T*M 呈 五), 使 得 下 面 的 关系 式 成 并 : 
plea 1 Rp) = (TR Rr) 
(Vo EB, VE ,AX ETB), [6.2 


其 中 的 上 映射 加 :Y 一 1 全 ) 是 由 (3.26) 式 定义 的 刻 性 同 构 . 反 
之 ， 每 一 个 截面 8 Ee TA" T*M 镶 瑟 ) 通过 人 .四 式 唯 一 地 确定 一 个 相 
对 于 联络 瑟 的 (noP) 型 张 基 形式 EAT(B) 加 下 

国 此 ， 主 礁 8 上 的 任意 一 个 相对 于 联络 五 的 (p, VW) 型 7 次 张 量 
形式 yw 莉 可 以 和 相应 的 截面 交 ETIA T*M@ EE) 等 同 起 来 . 

证 明 投 PearfB) 名 Y 是 相对 于 磋 阁 互 的 [p,F) 型 张 量 形式 . 
对 于 任意 的 pe 机, 以 及 任意 的 天 ,有 三 石 叶 取 点 三 ET- 人 
和 切 向 量 天， ,下 ETB, 使得 XY = 下 1 


pl = )). (6.3) 
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浊 不 蕉 看 出 ， 上 式 训 病 与 点 8E xm!ip) 和 切 向 量 入 ，…. ,7 的 到 法 无 
关 ， 事实 上 ， 对 于 任意 的 让 = 在 .9 ET geEG, RYT, ,YE 
ThB, 如 果 frf = 各 ,1 之 <7 则 由 于 对 任意 的 v E T, 页 ,fu = 
[Bb: g, 0)] = [6 P(N = 而 (ao 故 有 


i 


而 :二 全 js 
=@ (Eph) (rh, ,1)) 
= {pol (Ra) [县 -sr 


因为 元 :HH() 一 TE 是 从 日 在 点 5 的 水 平 切 空间 H() 到 TM 上 
的 线性 同 构 。 并 晶 


TR 有 全 oh Rh, 1)。 iy) 一 md) 
二 有， 【了 3 = 时 = Te【( 放 ;] -= mal Ne), 1 所 2 < 


所 以 【只 -jzh = Xb, 1 <t<r. 因此 


中 sp, (pe (1, A rr]) = opts Eo "3 i 1) .YY 
= [ee [kh | Xt)) 中 (ll, 时 x)), 


由 此 可 见 ， 汉 的 定义 (6.3) 基 侣 理 的 ， 并 且 满 足 关 系 式 {6.2]. 此 外 ， 
由 5 的 定义 容易 知道 ， 对 于 任意 的 光滑 截面 o ET1B), 5 = 向 和" 人， 
其 中 对 于 任意 的 PE 时 :wo 四 :TY 一 关 -1p) 是 线性 同 构 (参看 (3.28) 
式 ). 由 此 可 见 ， 卢 是 光滑 的 . 

定理 的 其 余部 分 是 直接 的 ， 留 给 读者 作为 练 可， 证 些 . 

例 6.1 设 7: BB 一 于是 一 咎 主 其，Ad :好 一 GLig) 是 结构 群 
G 的 伴随 表示 ， 则 有 主 从 (B, .Mw, 6 的 伴随 向 量 战 并 ; Ad[B) 于. 
如 果 w 是 主 从 (B, Mn,G) 上 的 一 个 联络 百 的 里 络 形式 ， 刚 由 ww 所 
满足 的 菜 性 (定理 43 中 的 性 质 (2)) 和 命题 5.3 易 知 ， 相 应 的 易 率 形 
式 风 是 (Ad) 型 2 次 张 基 形 式 ， 因 而 根据 定 惠 6.1, fn 等同 于 向 量 从 
人 TM @ Ad(B) 的 一 个 截面 ， 仍然 用 只 表示 . 
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于 是 ， 主 上 内 【8B, Mr,Gl 上 任意 一 个 联络 的 曲率 形式 都 可 以 看 作 
定义 在 底 济 形 MM 上 ， 并 且 在 伴随 从 Ad(B) 中 取 值 的 2 次 外 熏 分 式 . 
这 个 结论 具有 实际 意义 ， 在 物 型 学 中 ， 主 从 的 底 访 形 往 往 表 示 容 观 存 
在 的 现实 空间 ， 而 此 空间 则 是 用 来 描述 物理 对 象 状态 或 性 质 的 状态 至 
间 . 比如 ,在 用 主 从 (B,J,7, GG) 描述 电磁 场 这 一 物理 机 得 时 ,， 底 流 形 
时 代表 电磁 场所 分 布 的 空间 , 主 愉 的 奸 维 (或 外 空 间 BB) 则 用 十 描述 或 
“记录 " 电厂 场 的 性 态 ， 另 一 方面 , 主 欠 百 上 的 联 绍 形式 品 在 电厂 场 理 
论 中 表示 场 的 “ 井 "( 它 在 局 部 截面 r :对 全 互 下 的 拉 回 o*w 称 为 “局 
部 规范 势 "1, 相应 的 曲率 形式 几 则 是 场 的 强度 邵 场 蛆 , 和 作为 电磁 场 的 强 
度 ， 曲 率 中 理所当然 地 在 电磁 场所 分 布 的 空间 W 中 的 每 一 点 处 者 应 
该 有 定义 , 而 不 能 蛤 是 在 状态 空间 旦 上 才 有 意义 . 由 此 可 见 , 批 座 络 形 
式 中 看 作 在 底 流 形 M 上 处 处 有 定义 的 裁 面 全 : 邮 一 人 T"M@Ad(B) 
更 为 自然 ， 也 更 符合 实际 ， 

主 是 [B, 导 ,TT,G) 上 相对 于 一 个 联络 瑟 的 (Ad,g) 型 张 量 形式 只 
称 为 相对 于 日 的 AdiC) 型 张 量 形式 - 

命题 2 设 :> 是 主 届 (DMT 人 ) 上 相对 于 联络 瑟 的 AdiG) 型 
r 次 张 节 形式 ，w 是 联络 袁 的 联络 形式 ， 则 有 


dp 
三 出 5 有 1 


十】 
十 yl Vr [er Xa), FA, J 1 
Qsl 
1 Rr €E E(B). 16.4) 


证 明 只 需要 说 明 (6.4) 式 在 任意 一 点 p& 日 处 成 立即 可 . 因此 ， 
可 以 设 0,… ,8rHE 到 是 .依照 定理 5.7 的 证 明 方 法 ， 把 切 问 基 
TY ,站 .1 分 别 取 为 铅 垂 切 向 其 和 水 平 切 癌 量 . 首先 ， 根 据 外 协 这 
微分 由 和 联络 形式 w 的 定名 ， 当 |,…. :六 w+ 全 部 是 水 平 切 向 基 
时 ， (6.4) 式 显然 成 立 ， 其 次 ， 如 果 在 XL,… ,Xr+1 中 至 少 有 网 个 是 
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铅 垂 切 向 基 ， 则 (6.4) 式 的 正 端 为 鹤 ， 并 且 右 沸 的 和 式 也 为 零 ， 所 以 只 
蓝 证 明 dp 一 由 将 水 平 切 向 量 扩充 成 水 平 切 向 基 场 ， 
而 把 鱼 和 三 切 向 量 场 扩 充 成 上 上 的 基本 向 量 场 ， 但 是 两 个 基本 向 其 场 
的 Poisson 括 导 积 仍 然 是 基本 向 量 场 ， 因 而 是 司 重 切 向 量 场 ， 扬 以 


由 
F 十 1 


= TX, (pK Kas Kr)) 
如 三 | 
下 (1)*+hp([ Xa, Kol], 并 1 a > "3 人 1 | 1) 
衣 之 上 
三 必 . 


理由 是 上 式 中 每 个 yw 的 省 个 自 变 基 至 少 合 有 一 个 基本 向 量 场 , 故 它们 
的 值 全 前 为 零 ， 于 是 (6.4) 式 也 是 成 立 的 ， 

下 面 只 需要 考虑 各, ,+ 中 只 有 一 个 是 销 垂 切 向 其， 其 佘 
全 基 水 平 切 向 其 的 情形 .不 失 一 般 性 ， 设 v= -1 是 锁 委 切身 基 ， 
Xi … ,xy 痢 是 水 平 切 向 基 . 在 这 种 情况 下 ，(6.4) 式 的 左 端 等 于 零 ; 
为 证 明 其 有 端 也 是 宰 ， 需 要 把 七， ,Xi 扩充 为 B 上 的 有 不 变 水 平 
切 向 震 场 ， 仍 用 各, ,Xr 表示， 具体 司法 如 下 ， 先 把 MM 在 点 5 的 
招 向 量 (0),-… ,ff 扩充 为 了 上 的 光 油 切 向 长 场 京 ,部 
再 售 Ar 是 区: ,Ar 的 水 平 提升 即 可 . 设 = expbfto 人 oh 
其 由 wiv) 在 安 中 所 生成 的 单 优 数 子 群 ， 开 是 多 在 互 上 生成 的 悄 重 
切 癌 其 场 ， 妈 对 于 尾 意 的 WE 8B， 

可 


人 了 主演 
X= Vm) = Ra td), 


志 习 dt 4 二 科 


则 由 参考 文献 [3] 中 第 三 章 的 定理 3.5 以 及 水 平 切 向 重 场 Xe 的 右 不 
变性 得 到 


[x, 和 ] = im ea) = 


264 第 十 章 ” 主 时 维 共 上 的 联 右 


上 是 在 点 王 有 
dip( Xi, Pa Ce [Re | 
二 三 | 


= (ef Na :| 
焉 一] 
+ (iyo tel ,Xi)) 
> 人 一 了 “要 (LX Xo, X ss > Xa, "ir 4) 


] 蕊 应 之 让 这 证 


加 ye 他 


| 
+ (—D "wt, el Xi, Se SE) 
=(—1) "vip EL, Nr) + [0), pl Rr)). (6.5) 


另 一 方面 ,由 于 w 是 Ad(G) 型 7 以 张 量 形式 , 根据 参考 文献 [9 中 第 
训 章 的 定理 二 6， 
[ee ” 网] 
=ad(w(w)) (pLX1 下 


= 工 dl CO ,Xo) 
CG 下 
- 8 人 和 -Ja 
二 二 人 


3 (1 +” "" Rr)), 


其 中 倒数 第 三 个 等 号 利用 了 切 向 姑 场 天!,… ,总 ; 的 右 不 变性 .把 上 
式 代入 16.5) 式 便 得 知 ， [6.4) 式 的 右 端 也 是 零 ， 证 毕 . 
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i 


注 记 6.1 联络 形式 w 不 是 Ad{G) 型 1 次 张 基 形 式 ， 所 以 (6.4) 
式 不 适用 于 w. 实际 上 ， 由 (5.16) 式 得 到 


四 (一 (十 [ww 


与 16. 和 式 不 相符 . 
采用 类 似 的 方法 可 以 证 明 如 下 更 一 般 的 外 协 变 微分 算 子 的 求 值 公 
式 (证明 留 作 练习 ): 
命题 6.3 设 p:G 一 GLIY] 是 主 从 (B,M,7,00 的 结构 群 它 
在 向 基 空 间 Y 上 的 烧 性 表示 ， ww 二 (五 : 时 ,mm 如 ) 上 相对 于 联络 下 的 
tp 型 了 次 张 量 形式 ，w 是 联络 的 联络 形式 ， 则 有 
drip( Ki, ,Rptl) 


一 出 站 和 1 1 肿 十 1 
| 


+ -lt (2( Xo) (p(X Rh, 
三 | 
ey 有 Fi， LA ne rtl 万 [IB,, (6.6) 


其 中 pg 一 gl(V) 是 从 结构 群 后 的 李 代 数 g 到 线性 变换 群 GLITY) 
的 李 代 数 BT 的 李 代 数 辐 坊 . 

设 D 是 主攻 r: 忆 一 对 上 的 联 瘦 瑟 在 相配 的 向 量具 地 ;: 吾 一 对 
上 的 诱导 联络 ，{e,} 是 号 的 局 部 截面 , 则 对 于 任意 的 p ETIN T*M@ 
五 ), 有 

p= ea, py EA'M). (6.7) 

根据 定理 6.1, 向 量 时 A " 对 印 瑟 的 每 一 个 截面 均等 同 于 主 是 妃 上 的 
一 个 相对 于 联络 所 的 (poV) 型 次 张 量 形式 . 因此 ,TA T*N& 万 ) 
可 以 视 为 4A"(1B) 避 VW 的 子 空间 . 于 是 有 包含 上 映射 TIA TT*"MBE) 一 
A(B) ®V., 

命题 6.4 设 ywETIA"T* 加 区 BB) 具有 表达 式 (6.7). 如 果 把 外 协 
变 微 分 算 子 由 看 作 从 TUA Te 可 到 TIA 他) 名 五 ) 的 映射 ， 
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则 有 如 下 的 计算 公式 ， 
da = deeo 十 (一 To ADeu， 16.81 
证 明 (6.8) 式 的 右 映 显然 与 局 部 标 架 场 {so} 的 取 法 无 关 . 设 {6,} 
是 向 量 空间 VW 的 基底 ，u 是 主 从 晓 阁 上 的 联络 形式 , 令 p(wl84) = 
wB5s， 对 十 主 从 7 : 日 汪 时 的 任意 局 部 截面 og: 一 B, 令 eolp) = 
rin l6a], 网 {ea} 是 向 量具 十: 忆 二 MM 在 上 的 一 个 局 部 标 架 
场 ， 并 且 由 傅 题 4.8, De。 = lo"wa)es， 另 一 方面 ， 由 定理 61 可 街 
时 三 (si 其 中 pp) E47(B) 名 VF 是 5 所 对 应 的 [py 型 了 这 
张 基 形式 ， 于 是 
rrfifp)] = p= (ea) = pbo. (6.9) 
由 富 题 6.3, 对 于 任意 的 基 1,-, 站 +1 E 鞠 ([B), 有 
o* [和 人 (二 ip 人 os 人 rsf] 
= dlip){o. (XI) ,os (Kr)) 
+ lttp, lwo, (Xo )) {tip)(o, (Xi), 
人 
= ofdfieh( 和) 
十 S-Dip, [可 (or (x NR 1)) 
= die (iw) (XA, ,Krp1) 
+ Pl)tipe lo Ka) (en (Xi Be, Ke ) da) 
= d(p do) (NX, ,Kp) 
十 A (¥ 1 了 于 和 bj Ed 
【dp ba) (A Ev rt 
+ Dad xo) (Ks Ra Xr) i 
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= (ddd A pd) Ny , Kr). 
因此 
Zrfdhfip)) = dp ba + ows A dp. 
于 是 根据 定理 6.1 
dp 一 (7 (dn ip) 
=dp hb) + 1) A ew pro) 
=d¥p ?er + [=1) Ag" wies 
=dp re + (—1) "ww" A Den. 
证 毕 . 
下 面 的 定理 给 出 了 主 从 联络 的 曲率 和 相配 向 世 具 上 话 导 联络 的 曲 
率 之 间 的 关系 . 
定理 6.5 设 ( 百 ,Jim:C) 是 光 请 访 形 江上 的 主 具 ，VW 是 9 准 问 
基 空 间 ，p :上 一 GLIY) 是 结构 群 马 在 了 上 的 线性 表示 - 如 果 五 是 主 
内 ( 忆 ,47T,C) 了 上 的 圈 妾 , 了 是 贞 在 相配 向 其 愉 计 := DxoV 二 计 
上 的 诱导 联络， 中 和 旦 分 别 是 联络 吾 和 诱导 联络 了 的 轩 率 形式 ， 则 
对 于 任意 的 六 ,了 € 基于) 和 任意 的 ET( 且 ,有 
(RE Yep = th (po IHX YN) feE)), Ben (pk: YpeM, 
(6,10) 
其 中 吉 :一 并 -10p) 是 由 (3.26) 式 定义 的 线性 同 构 ， 大 是 截面 上 
在 妃 上 对 应 的 1p,F) 型 0 议 张 其 形式 (全 看 (6.2) 式 ), 即 对 于 任意 的 
上 了 ,着 = 而 [GE 的 六 友和 了 了 分别 是 文 和 L 在 点 上 8 处 的 水 平 
提升， 
证 明 对 于 任意 的 点 PE MM, 设 7 由 是 在 届 上 满足 化 件 YI = 六 
7 = 了 wn) 的 光滑 曲 夏 , 它 在 任意 点 bE wp 的 水 平 提升 记 为 了 的， 
b= 则 二) = [全 的 :直人 的 四 因而 由 联络 DD 的 定义 式 (4. 各 )， 


a 1 fy i 了 了 站 1 
{Dye = 帆 ( (ft Ct))) ] = 加 (Fo{ 拓 )】). 
t= 


268 各 十 阐 生 奸 维 上 上 的 联络 

由 点 PE 对 和 ETf-ip) 的 尾 意 性 ， 又 有 
DxDye = p(X(F fe)). 

根据 参考 文献 [3] 中 第 三 章 的 定理 2.6， 


wel ,PHY = wl , F)) = [X,Y = 7 [X,Y 


因为 7。 是 从 水 平 切 空间 古 到 TewyMM 的 笋 性 同 构 ， 所 以 [六 ,站 = 
Et: 于 是 
OXY) = (XR oF ~ Fo [X,Y])fe) 
=pua( [X,Y — [RK, YY) fe) 
=pa([X, YT fe). (6.11) 
男 一 方面 ， 设 w 是 联络 日 的 曲率 形式 ， 则 对 于 任意 的 五 E 品 利 
任意 的 苇 &TB, 有 wl 让 ) & g, 并 且 


se bexpirtwr EY. 
下 BE 性 朋 


上 一 人 
因为 让 是 (p,P) 型 0 次 张 呈 形式 ， 所 以 对 于 任意 的 ge C fitb.g) = 
pfg fe 由 ,上 放 有 


. | | i 
(= 别 (ee expttw( 部 D) 


"= 


CA 
=— pl)feld). 
所 以 ，(6.11] 式 可 以 写 为 
NX TYE = -Golp- (wl [RE, YF))) Fed)). 
但 是 ， 由 15.16) 式 ， 


NE, FY) =dw( X,Y + [2 Rw 
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三 天 人 (7)) — PlulR)) 一 wt{[R, } 
三 — wl[t,¥)), 


故 上 式 成 为 
NX, TE = polo (NT, PN) fe tb). 

证 毕 , 

在 很 多 情况 下 ， 需 要 对 主 名 上 的 张 量 形式 求 协 变 导 数 或 协 变 微 
分 ， 此 时 需要 导 上 具有 给 定 的 联结. 

设 (MM,D?) 是 仿 射 联络 空间 ， 示 := xoV 村 是 和 土 雁 
{ 吕 ,2M4 ,7, 避 ) 相配 的 向 其 具 ， 吾 是 主 从 (B,JM,7,G) 上 的 联络 ， 它 在 
向 量 从 百 上 的 诱导 联 阁 记 为 DD. 对 于 任意 的 w ETIA"T*M 加 互 ) 即 
史 是 主 雁 [BH,”,G) 上 相对 于 联 缆 百 的 [p,P] 型 了 次 张 芥 形 式 ， 品 
沿 切 向 区 场 王 三 鞠 (0A) 的 协 变 导 导数 Dxp 定 交 如 下 ， 


(Dxp)l Xl, 人 避让 


=Dxw(F(A, 人 一 yp 了 人 
性 三 外 


易 知 ， Dxz ETINTT*M Bi. 

设 {ei] 是 底 流 形 对 上 的 局 部 切 标 架 场 ， 和 它 对 侦 的 余 切 标 据 场 
记 为 二 二, 则 yp 的 协 蛮 微 分 是 Dyp = De w@wi, 因而 Dy ET(A"T*MG® 
ZT"M ® 书 ). 假设 w 和 Dw 的 局 部 表示 分 别 是 


各 = pa Arrhwr, pai € T(E), {8.1 
D.,wp = -ps i (6.14) 

则 有 
n= Daren el > Ypres (6.15) 


应 
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其 中 的 局 部 光 潍 函数 Ti 是 联络 D" 关 寺 标 架 声 {ei:] 的 联络 系数 . 
命题 8.6(Ricci 恒等式 ) 设 联络 D' 是 无 撕 联 络 ， 内 ETIA 了 机 
久 耳 ]. 如 果 光 具有 局 部 表示 !6.13) 并 且 设 


1 , ; ; , a 
Diy = ii A (6-16, 


则 有 如 下 的 指标 伙 搜 公式 


| 
= iin ki 叱 E [pv 【三 ， 琵 诈 dr! tp fe )) 
十 a tari es i'6.] | 
三 


其 中 百 是 切 向 基 ci 在 点 48EB 的 本 平 提升 ， 遍 ; 是 底 流 形 好 上 联 
络 D 的 曲率 张 量 . 


证 明 按照 求 苏 变 导 数 的 定 头 式 {6.12) 直接 计算 得 


Platrdk = (es 1° ,E11 61 ER) 


J 


三 D. ee, [4] 1 DD. (9 (e 全 “a Data ,i )) 
A (¥ [ea ,De ergs ,er 有 
好 一 1 
和 
+ 和 妈 (sa en: | ee ,ie ) 


训 守 民 


[a 
t+ Dp en. ,De Dee et】 
=1 
古 Pp [ei ,Di ess," “be. Ci ef 
ee 


四 
太庙 
+ yw (en :DD see， el] , 
m= 
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于 是 由 定理 6.5 得 到 


di ， mm Pk 


一 (Ds, D,, 二 D,. De。 -DD | Li 


A nm _ roro _ me 人 
十 > 让 (en yi (Ds, D., De D, Ba Eig ,ei ) 


= 一 人 (eyekyepa 二 + i “Rlej, er)eis Cin) 
a—1 
= 一 页 (p(B pa) 
十 pi Bi 
证 毕 . 
推论 6.7 假设 同 命 题 6.6. 如 果 
:Ad[Bi— 8 
是 主 上 大 [6 宫 ) 的 尾随 向 其 具 ， 则 Ricei 恒等式 [6.17) 化 为 
Bt (pi) 
a ag HE: (6.18) 


此 外 ， 如 果 把 吕 看 作 作 TT*M BAdlD) 的 截面 ， 因 而 可 设 
二 -ae 大， Wo ET(AdB)), [6.19) 
则 Ricci 恒等式 (6.18) 可 以 写成 
Pik i 人 


十 ,Pinio a fot igh \6.20; 
六 


其 中 |, ] 是 在 伴随 共 Adi) 的 时 维 上 话 导 的 李 氏 括 导 积 ， 
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10.6.2 Yang-Mills 场 


在 物理 掌 的 有 关 文 献 中 ， 主 人 内 上 的 联络 称 为 规范 势 , 相应 的 由 率 
称 为 规范 场 ， 下 面 对 规 范 场 理 论 中 的 Yang-Mills 场 作 一 个 简要 的 介 
绍 . 

设 (站 ,Jr,D]) 是 紧 致 歼 曼 流 形 (M,g) 上 的 主 鱼 维 从 ,地 : Ad(B) 
二 Mf 是 它 的 伴随 人 内，g 是 结构 群 避 的 李 代 数 . 在 g 上 取 定 一 个 Ad{G)- 
不 变 内 积 ,1, 则 有 向 量 从 人 "TY ww Ad(BYtr 二 由 上 的 丈量 缚 构 
人 小 恒 得 对 于 任意 的 PE 并 以 及 尾 意 的 8 EN (TIM) @ 革 1!(p)， 


1 . 
tp Bp = 本 2, (而 (ae 


Bl tie (6.21 

其 中 {ei} 是 MM 上 的 单位 正 交 标 架 声 ，b e -1(p), 事实 上 , 由 于 《,) 

是 Ad(G) 不 变 的 ， (6.21) 式 右 油 与 5e 7-: tp) 的 取 法 无 关 . 于 是 ， 对 

于 任意 的 EDA TY 名 和 Ad(B)), 它们 的 (整体 ) 内 积 可 以 定义 如 
下 : 

(est) = {tp avie, (0.22) 


同时 ， 如 采 令 wl = (wp) 则 有 pl EO). 

现 设 CtB) 是 由 主 从 :8 一 史上 的 所 奇 联络 构成 的 空间 ， 
五 EC(B), 0 是 联络 了 H i 则 全 是 主 从 (Mr CGI) 上 的 
AdlCl 型 2 次 张 其 形式 ， 因 而 可 以 视 为 向 基 从 人 T*M 名 Ad( 五 ) 的 
光 放 截面， 是 交 7 了 (H) = 二 | 情 : 则 由 五 mr 了 (了 确定 了 一 个 映射 
了 :CIB) 一 及 称 为 Yane-Mills 汉 函 |. 

给 定 五 EC) 并 设 映 射 量 ;1s,8) 一 CB) (ts > 人 给 出 了 主 太 
:日 民 上 依 豆 参 数 ， 的 - 族 联 络 下 = (0), t & (一 6 对 于 任意 
的 te -ee 用 5 表示 联络 HH 的 联络 形式 ， 则 由 人 和 mwl 定 
义 了 一 个 映射 :Bx(—e,s) a T*"He@Yg. 
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定义 6.2 如果 映射 更 : [=e,e) 性 C0B) 满足 下 列 第 件 ， 则 称 鲁 
是 联络 五 的 一 个 光 谢 变 分 : 

(1) Ho = 再 人 0) = 

(2) m = | 是 主 从 (Br MGY 上 的 AdfG) 型 1 次 张 量 形 
式 ， he Tr NM B® AdLD)); 

(3) 由 重 给 出 的 映射 量 : Bx (~E,5) 一 了 *B 名 g 是 光滑 映射 

定义 6.3 对 于 给 定 的 联 咯 瑟 了 C(IB), 如果 对 于 所 的 尾 意 一 个 
光 祖 变 分 重 : (5,5) 一 上 [也 ) 部 有 二 ED) 一 小 即 百 是 Yang- 
Mills 污 函 ,了 的 临界 点 ， 则 称 豆 二 上 一 上 的 Yane-Mills 
联络 ; 此 时 ， 五 的 曲率 (形式 ) 称 为 歼 曼 波形 (MM,g) 上 的 一 个 Yang- 
Mills 场 . 另外 ，YangMils 证 男 了 所 对 应 的 Euler-Laglange 方程 ( 即 
Yang-Mills 场所 满足 的 方程 ) 叫 散 Yang-Mlills 方程 

定理 6.8 主人 失 了 :了 一 则 上 的 联络 万 是 Yang-kills 联络 当 且 
仅 当 它 的 曲率 形式 仙 满足 de 人 = 0, 这 里 dh* 是 外 协 变 徽 分 算 子 由 
基于 内 积 5,') 的 共 辑 算 子 ， 

证 明 设 更 :(-sE) -CC 是 联络 日 的 任意 一 个 光 捐 变 分 ， 避 
和 Re GE (sa,a)) 分 别 古 联络 I = 亚 和 由 的 联络 形式 和 曲率 形式 ， 


而 = 有 wo= 汉 9= 取证 李 代 数 9 的 车 谨 {Es}, 并 且 信 


刚 wx, EL na E A21BY, 利用 (5.24) 式 有 


站 全 二 | _ 
一 上 | = + ww, 
dt |,n 


ON 


一 一 = dn+ [nA 
A Ts 
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从 而 由 傅 题 6.2 以 到 15.14) 式 得 到 


aN, 
s 一 时 
ET 
再 利用 Yang-Mills 渗 函 和 内 积 [,*) 的 定义 易 知 
S| 7 的 = (oP = (Ndhn) = (dh 全 .23 
rt ss {#1) (a 可 _ -= (人 ;本 由 人 ,n). (6. ) 


由 变 分 至 的 任意 性 ， 上 式 店 该 对 于 任意 的 AdIGC) 型 1 次 张 晤 形式 
成 立 ， 因 此 中 [下 f] =0 当 且 仅 当 d"* 生 = 0. 定理 证 毕 . 
下 三 忆 
[6.23) 式 是 Yang-Mills 泛 函 的 第 一 变 分 公式 , 因此 由 由 =0 是 
Yang-Mills 方程 
把 TA T*@AdiB)) 和 互 上 由 AdtG)1 型 7 次 张 最 形式 构成 的 
集合 等 同 起 来 ， 并 日 定义 
各 = 业 edh* 二 dh*o 业 ， 
则 A 称 为 作用 在 光 油 截面 空间 TIA”T*M 久 AU(B)) 上 的 Hodge- 
Laplace 算 子 . 对 于 任意 的 吕 ETIA TT*M AdiB)) 即 果 Aw 三, 风 
称 ww 是 调和 的 .根据 Bianchi 恒等式 (8.1), 定理 6.8 有 如 下 的 推论 ; 
推论 6.9 主 从 7 :BB 一 MH 上 的 联络 五 是 Yang-Mills 联络 ， 当 
且 仅 当 它 的 曲率 形式 吕 是 向 量 欠 人 T*M 名 Ad[B) 的 调和 截面 . 
证 明 利用 等 式 [A0,0) = (0 + [da 和 下) 
为 了 方便 应 用 ， 需 要 给 出 共 园 算 子 a" 的 局 部 表示 . 
设 {es} 是 尾随 向 基 夫 AdiB) 的 局 部 标 架 场 ， 对 于 任意 的 只 E 
FTA7 TM) 名 Ad(B), 它 可 以 表示 为 
p=pen FEA LYM). 


因此 可 以 定义 Hodge 星 算 子 


w (A Ti aa] aT ( NAT'Me sa ] 
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其 中 zn = dim jt, 使 得 
*p = (pT jea， (6.24) 
上 式 右 端的 星 算 和子 # : dr 一 Am-rTOM) 由 第 二 童 (5.24) 式 定义 . 
不 难 知 道 ， (6.24) 式 的 右 端 与 局 部 标 架 场 {es] 的 取 法 元 关 ， 证 毕 . 
命题 6.10 外 协 广 被 分 算 于 由 关于 内 积 1.,-) 的 共 斩 算 子 由 * 具 
有 如 下 的 局 部 表示 


dh 一 (一 TEL 二 dh oz， 【6.25) 


证 明 对 于 任意 的 wn E II T*YM B® Ad(B)), nn ET(NM:T+M 名 
点 出 呈 中 设 
P= ea N= 


其 中 wuE Ar(M), mw E As(M). 定义 
(PAT = pr A (Een)p, WpEM, (6.26) 


其 中 ,Ys 是 李 代 数 6 上 的 不 变 肉 积 在 纤维 -llp) 上 的 诱导 内 积 ( 基 
看 轧 0.4 的 注 记 4. 显然 ，16.26) 式 的 右 端 与 局 部 标 架 场 fe、] 的 
取 法 无 关 ， 因 此， 我 们 可 以 到 引 的 一 个 单位 正 变 基 底 {EE、}, 并 且 念 
E41D) = oipy LBs WP), 则 {ea} 至 伴随 向 量 从 上 al) 的 单位 目 交 标 
架 场 . 此 时 [6.26) 式 化 为 

A= (6.27 

1 

现在 设 s=7r+1, 即 neTIhA™T*M Ad(B)), 则 由 人 证 题 4.8, 命题 
49 和 第 二 章 的 俞 题 5.6， 


| 5 ph | 


Nh 
= (dp* A #1)* 十 【一 1 Md rm) 
高 
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由 PP) A + 1)" 区 eA #9) 

-Tp A 本 人 Sp 六 机 人 一 rm+1 x ia 术 们 2 
看 

二 EC Ad 一 信人 pn 人 一 DT ed dV 
和 


癌 
= (pp de 一 人 DT 二 ay 
上 和 
三 人 dh dV — tip, (1 ™+l # dh *# odVine. 
两 边 在 地 上 积分 并 利用 Stokes 定理 得 
Cp, dn) = (pn) = (pH dn *#). 
由 2,7 的 任意 性 得 知 由 * = (一 17m+ #odt se#. 证 毕 . 

例 6.2 设 (53,52,7,U()) 是 例 3.3 给 出 的 U 人 1)- 主 共 . 李 群 UID) 
的 李 代 数 ul1) 是 由 站 虚数 构成 的 一 维 实 向 量 空间 Y 一 1. 把 虹 等 同 
于 局 , 则 有 

8 = {(21,5) EO z+|2 = 1). 
对 于 任意 的 := {21,22) E55, 本 ua = VlIm(zidz! +zidz2), 可 以 
直接 验证 { 参 看 本 章 习 题 第 19 题 ), 是 主 从 下: 沪 二 太 上 的 一 个 联 


络 上 的 联络 形式 ， 瑟 称 为 主 欠 757: 5 一 弛 上 的 自然 联络 . 取 5° 的 
一 个 局 部 坐标 系 (Uwp; 丰 , 其 中 


UU= {singpecosd, sinpsind cosp); O< yp < 0<0< 2n}. 
定义 主 从 (53, 总 ,7,U(1)) 的 局 部 截面 r :一 他 ,使 得 
(及 = (es 3p,0, Sdn 3 pcost, 一 5im psint | | 
则 有 (证 明 留 作 练 习 ) 
"i 二 -3v-Il 一 os 了 pid， oH = -ivVSTsiag drs A do. 
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注意 到 样 U1) 的 伴随 表示 Ad : UI1) 一 ull) 是 平凡 表示 ， 即 对 于 任 
意 的 9gE UL Ad(9) 是 ul1) 上 的 恒 同 映射 ， 因 而 由 命题 8.10 易 拖 
di 各 = 0D， 所 以 自然 联络 玉 是 主攻 贡 : 3 一 呈 上 的 Yang-Mills 联 - 
络 ， 上 此外， 根据 Bianchi 恒等式 {人 看 算是 式 ), dh = 0. 

在 物理 交 献 中 ， 主 从 :3 一 5: 上 的 自 类 联 络 了 被 用 于 描述 磁 
中 极 所 产生 的 物理 场 ， 称 为 场 的 “向 基 势 ", 该 物理 场 的 强度 由 0 来 刻 
画 ， 此 时 所 对 度 的 场 方程 就 是 d= 0 由 = 小 

作为 杰 节 的 结束 ， 引 六 Yang-Mills 声 的 稳定 性 以 相关 概念 

定 共 6.4 主 从 下 :8 二 计 上 的 Yang-Mills 联络 互 称 为 { 弹 ) 稳 
定 的 , 如 果 对 于 它 的 尾音 一 个 光 清 变 分 于 :1 一 5,5) 王 C1B), 都 有 

UE i 二 让 

此 时 ， 联 绚 五 的 则 率 (形式 ) 称 为 ( 弱 ) 稳定 的 Yang- Mills 场 . 如 果 
对 于 村 上 的 每 一 个 主 纤维 有 只 站: 瑟 一 对, 在 号 上 均 不 存在 非 平坦 的 
境 稳 定 Yang-Mills 联 妆 ， 则 称 好 是 Yang-Mills 不 稳定 的 性 曙 流 形 


习题 十 


1. 恕 和 : 百 一 时 是 称 为 ”的 向 基部 .对 于 尾 意 的 peE 对 ,用 后 
表示 向 其 空间 一人 的 全 部 基底 构成 的 集合 ， 人 坟 FIiE) = 山 囊 , 证 
明 了 上 存在 广 训 辣 构 和 光滑 结构 ， 使 得 对 于 每 一 个 c 由 (2. 10) 式 式 定 
义 的 上 映射 Pae : Ca x Ltr) 玫 计 (V6) 是 光 请 同 旺 ， 并 且 白 然 投 昨 六 
是 光 背 上 映 莫 . 

4. 证明 定理 3.1. 

3. 设计 是 mm 玲 光 洛 流 形 ， 对 于 任意 的 点 pz& 导 , 售 


D(A) 二 4 在 点 5 处 的 全 体 世 标 染 }， 
EM) ={Y 在 点 p 处 的 全 体 余 切 标 架 }. 
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定义 
FM)= (MD) FM = (Fd). 
NM 了 万 寺 


由 一 般 身 芷 从 的 标 架 从 的 定义 ， 记 MM) 和 FCM 分 别 是 切 具 TM 和 和 
杂 切 从 T"W 的 标 架 只. 直接 证 明 : PUM) 和 上 对) 分 别 与 TMH 和 
Ts= ar 共享 一 个 转移 函数 ， 因 而 是 与 TN 和 T* 屠 相配 的 主 纤维 只. 
OM 和 F*(M) 分 别称 为 光滑 流 形 时 的 切 标 架 从 和 全 切 标 架 从 . 

4 则 虹 是 各 维和 歼 且 请 形 ， Di , 丽 是 mm 阶 正 交 群 ， 对 于 任意 
的 点 PE Mi, 兮 

OUM) = {3 在 点 vb 处 的 全 体 单位 正 交 切 标 架 }, 
定义 DO(M) = UU Op) 证 明 ， OUMD) 是 对 上 的 口 [m 构 - 主 欠 ， 
PE 前 

称 为 黎 曼 流 形 以 的 正 交 标 架 上 从. 

5. 设 太 是 m 准 有 向 光 清 访 形 ，GLo(m, 肛 ) 是 一 般 线 性 群 GLim 
丙 的 单位 元 连通 分 支 ， 对 于 任意 的 上 2& 好, 全 

Fi) = {MM 在 点 了 处 的 全 体 与 定向 相符 的 切 标 架 }. 
定义 FofM) = UU 可. 证 明 ， (CM) 是 昌 上 的 GEotm 到 - 主 
PE 

内 . 

6. 设 对 是 m 维 有 向 黎 曼 流 形 ，SQ(m, 隐 是 mm 阶 特殊 正 交 群 . 
对 于 慎 意 的 点 了 PE AH 全 

SOo(M] = LW 在 点 靖 处 与 定向 相符 的 单位 正 变 切 标 思 }， 
定义 SC) = U SO 本 1. 证 明 ， SOUM) 是 MM 上 的 SOUm, 想 - 主 
Fy 


共 . 
了.。 设 {B, NH, TO) 是 泡 洪 流 还 Mf 上 的 -个 个 - 主 从 ， 日 是 诗 构 竹 
的 这 代数 ， 对 于 大 E 基 五 ), 如 果 存 在 六 E 8, 使 得 


和 


a 
| tb :expt ), E 
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则 称 于 是 从 空间 BB 上 对 应 于 状 Eg 的 基本 向 量 场 , 并 且 记 为 天 4 用 
让 表示 在 内裤 闸 互 上 的 基 亦 向 其 场所 构成 的 集 人 台 . 证 明 ， 5 甘于 光 语 
切 向 量 场 的 Poisson 括 导 积 构成 一 个 李 民 数 , 并 且 由 万 呈 到 [人 ) = 大 
给 出 的 映射 二 :5 一 训 是 李 代 数 同 构 . 

8. 设 T:3 一 及 Pm 是 单位 球面 57 到 实 射影 空间 及 P"* 的 自然 投 
影 . 证 明 : [5", 有 RP?,n, Bz) 是 一 个 主 具 ， 其 中 的 千 构 群 8a = {1, 一 1}. 
主 战 【Snm, 民 Pn rr,Ea 称 为 实 Hopf 从 

9. 设 M 是 m 维 否 滑 流 形 . 证 明 ， 对 是 可 定向 的 ， 当 且 仅 当 对 
的 切 标 染 有 拓 FLW) 的 诗 构 群 如 LI 到 可 以 的 华为 它 的 学 位 元 连通 分 
支 GLo(m, 区 ). 

10. 设计 是 m 叭 党 请 往 形 ， 证明 ， 于 上 具有 束 曼 座 基 的 充分 
必要 某 件 是 ， i 的 切 标 架 只 FLM) 的 结构 群 GLtm, 区) 可 以 的 化 为 
和 阶 正 下 群 Qtrm, 区)， 

11. 设 好 基 可 是 向 的 m 维 光滑 流 形 ， 证 明 ， 上 上 具有 笋 占 诬 
最 的 充分 必要 条 忻 是 ， jf 的 切 标 课 只 FLMDY 的 结构 群 GLIm, 国 可 
以 的 化 为 mm 阶 特殊 正 交 群 SOtrm, 双 . 

12. 证 明 推 论 3.6. 

13. 设 (3", 区 Px 吕 a) 是 第 8 题 中 的 名 x- 主人 由， 试 在 这 一 个 主 从 
上 定义 一 个 联络 互 , 并 且说 明 五 是 该 主人 兴 上 唯一 的 一 个 联络 ， 

14. 设 好 是 连通 的 光 衫 流 形 ，7 :二 时 H 赴 时 L 的 通用 覆 谷 上映 
射 ， zlM) 是 地 的 基本 群 ， 它 可 以 看 作 离散 的 李子 群 ( 即 具 有 零 维 
光 宰 流 形 结构 }, 证 明 ， (M7 TOM)) 是 zt)- 主 雁 ， 试 间 ， 第 
13 题 中 的 结论 是 否 可 以 推广 到 主 从 (WN, 和 MT, mi(M)) 上 ? 

15. 设 好 是 光 清 流 形 ， 避 是 李 群 ，g 是 避 的 李 民 数 ， 


Tx 


是 从 平凡 主 共 Ms 到 C 上 的 月 然 投 影 . 如 果 巴 是 在 李 代 数 g 中 取 
情 的 Maurer-Cartan 形式 , 即 包 是 G 上涨 足 下 剂 亲 件 的 g 值 1 形 
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1 
wt) 支 【也 Vv € TG 和 


证 明 : 

[ID) wm = 马 是 主攻 对 x 妇 上 的 一 个 联络 互 的 悦 络 形式 . 

(2) 对 于 任意 的 tp,g) E 于 x 吕 ,联络 旺 在 点 [p,9) 的 水 平 切 空间 
是 Hip = Tyg My; 其 中 My = {9.0): YI E M}= Mx {9}. 

(3) 联络 本 的 曲率 形式 是 从 0. 联络 日 称 为 平凡 主 基 好 xx 
上 的 典型 平坦 联结 . 

16. 证据 是 李 群 G 的 一 个 闭 ( 李 ) 于 群 ， 7 :日 寺 GIE 是 例 3.1 中 
的 站- 主妇，g 和 t 分 别 是 说 和 六 的 李 人 代数, 包 是 GG 上 Maurer-Cartan 
形式 { 和 参看 本 章 习题 第 15 题 )， 如 果 存 在 g 的 di 起 )- 不 变 于 空间 m， 
使 得 g = 由 mm, 他 到 :8 一 t 是 目 然 投影 ， 证 遇 ， 

(1) 忆 二 Wt0 人 加 是 主 内 7 了 :如 二 GIK 上 的 一 个 联络 到 的 联络 囊 
式 . 

全 吕 是 左 和 不 恋 的 ， 即 对 于 任 者 的 ge 个 ,了 和 =w 

他 ) 如 果 把 g 视 为 局 -的 所 有 左 不 变 疝 量 扬 构成 的 李 代 玫 ， 刚 联 
绪 玖 的 曲率 形式 荐 


N= vA,YEm, 


第 16 题 的 闭 论 可 以 用 于 整 螺 对称 空间 . 

17. 设 KE 是 李 舒 G 的 李子 群 ， (iP, ,元 ,KE) 是 主人 (FNM,7,G) 
的 一 个 约 化 只 ， 相 应 的 主 欠 同 恋 是 包含 映射 了 cP. 义 设 t 和 gg 分 别 
是 李 群 乓 和 品 的 李 代 数 ， 是 主人 :了 二 导 上 的 磅 绚 吾 的 联 
络 形 式 . 证 团 ， 如 果 存 在 g 的 (下)- 不 变 子 空间 tt 使 得 = 上 中 中， 
Tt :和 一 下 是 相应 的 自然 投影 ， 则 = = 富 eol 关 是 主 共 亲 : 厂 时 上 
的 一 个 联 将 的 联络 形式 . 

18. 证 明 ， 如 果 下: 52ri 一 PP 是 自然 投影 \ 夫 看 各 一齐 习题 
第 6 题 的 (2 则 T: 5?n+l 一 CPP" 是 CP 上 的 主 失 ， 它 的 结构 群 旦 
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U1). 特别 地 ， 当 m = 1 时 ， 相 应 的 主人 下: 瑟瑟 Pl = 52 就 是 例 
3.3 中 定 交 的 UID)- 主 从 ， 称 为 3 的 Hopf 峙 纵 性 或 复 Hopf 从 . 

19. 设 T :39 一 TCFPI= 呆 是 复 Hopf 只 (大 看 本 章 习 题 第 18 辐 ). 
三 1 是 UI(1) 的 单位 元 或 ， 对 于 任意 的 z = (zz E33, 令 


ws = Vv—l1Im(a de! + s+d22). 


证 明 : 

(1 如 果 把 UL 的 李 代 数 ul1) 等 同 于 工 U71), WW ul1) = v=TER 

(2 让 (1) 的 全 六 下 ，w 是 主 具 7: 防 二 并 上 的 一 个 联络 上 的 
联络 形式 联 第 瑟 称 为 有 加 Hopf 从 上 的 自然 联 绪 . 

20. 设 (PO,M,7) 是 主 众 ， 玉 是 向 其 空间 , 让: E= PxpV 一 好 
是 与 (PP. 如 ,以 ,7 相配 的 向 量 从 ， 其 中 PP 安全 GELIT) 是 李 群 避 在 玉 
上 的 表示 . 证 并: 在 元 : 瑟 一 时 的 娃 维 上 可 以 引 人 线 性 结构 ， 居 得 对 
于 任意 的 pe 对 和 任意 的 Er {p), 由 中 加 (vw) = [bo 确定 的 
映射 负 :F 一 二 都 是 线性 同 榴 . 

21, 设 [MF, 侣 ) 是 主人 小 ，VY 是 向 最 宝 间 天: 巨 = PxoV 一 对 
是 一 个 与 (了, MM,” 人 @) 相配 的 向 其 从 ， 其 中 p :8 - J 是 相 群 局 
在 Y 上 的 表示 , 让 明 ; 如果 wi : BI 一 对 是 向 量 从 廿 的 标 架 从 , 则 
存在 从 【已 村 ,7 加 到 标 轴 礁 FI) 的 主 丰 同 访 下: 已 二 UP xp 于 
因此 ， 对 于 任意 的 5 E 开 , 到 iD) 都 可 以 看 作 是 向 所 从 巨 = 了 xpV 在 点 

= 工人 的 半 礁 元 1) 的 基 ， 

好 . 设 KK 是 李 群 G 的 闭 子 群 ，7 : 己 一 M 是 光滑 波形 二 上 的 
富 - 主 从 ， 必 为 结构 群 妇 的 子 群 ， 乓 自然 地 右 作 用 在 从 室 间 已 上 ， 相 
应 的 轨道 空间 ( 即 群 作用 的 商 和 空间 ) 记 为 PjK, 设 mn:P PIK 是 自 
然 投影 . 

(1) 群 GG 自然 地 左 作用 在 光 衫 流 形 Gj/K 上 ， 因 而 有 相配 从 寺 : 
B=Pxs (C/K) YH. 对 于 任意 的 (ugN) EPx (G/KG E ,他 
二 [[u 59 二) = 而 (ug). 证 明 :， 重 ([(u, 9 下 让 的 定 艾 与 代表 元 (wu,gK) 的 
职 法 无 关 ， 因 而 映射 于 : BB 一 PIK 是 完全 有 符 总 的 ; 由 此 进一步 证 


sp 肿 十 齐 主 轩 红 具 上 的 联结 


明 ， 理 :五 全 忆 / 玉 是 光滑 同 且 ， 因 此 ， 卫 可 以 和 PjK 等 同 起 来 . 

(2) 定 衬 目 热 投影 吉 二 囊 -toni: 卫 下 昌 , 证 明 ， (EC 呈 ,车 , 在 ) 大 
一 个 玉 - 主 从 ， 出 此 进而 说 明 mi : P PIK 是 与 (PDB, 庆 ,下 ) 同 构 的 
所 主 从 . 

(3) 证 明 ， 主 从 7 :了 一 时 的 结构 群 口 可 以 约 化 为 李 于 群 玉 的 
充 站 必要 条 忻 是 ， 相 配 具 寺 : 日 一 计 具 有 整 忻 定 儿 的 截面 . 

23. 设 更 : [Pr,G) 二 ([ 户 好 ,元 癌 ) 是 主 是 同 态 ， 由 :一 已 
是 相应 的 李 拜 同 态 ， 悉 :对 一 邓 是 由 下 诱导 的 光滑 陕 射 . 

i1) 设 豆 是 主 是 (已 nmG) 上 的 联络 , 证 明 ， 如果 诱导 映射  : 
Mf 二 说 是 光 诊 同 且 ， 则 在 主 丰 (PH5iGI) 上 存在 唯一 的 一 个 联络 
末 使 得 切 映 射 再 , 把 联络 # 的 任意 一 个 水 平 切 向 量 映 射 为 涪 络 旧 的 
水 平 切 向 量 . 

[2) 在 (1) 的 条 件 下 证 明 ， 联 络 五 和 吾 的 联络 形式 w, 以 及 它 
们 的 曲率 形式 人 4, 身 满足 如 下 的 美 系 式 : 


由 二 = 


这 里 #。 :9 一 让 是 诱导 的 李 代 数 同 态 . 

24. 设 百 是 主人 县 (P Me) 上 的 联络 . 证 明 ， 上 是 平坦 联络 的 
充分 必要 条 件 ， 是 对 十 任意 的 点 Pp 5 吉 , 存在 点 的 并 邻 域 UC 型 ， 
使 得 豆 在 限制 只 Ps = TH 上 的 诱导 联络 和 平凡 如 Ux 上 
的 典型 平坦 联络 互 同 构 { 参 看 本 章 习题 第 15 题 ) 即 存 在 主 从 同 构 
也 :Dx Blv, 信 得 


Ws (Hg,g)) = Hytpgy WIP EUXG. 


25. 设 5" C 了 +1 是 nn 维 单位 球面 具有 自然 诱导 的 定向 ; 由 它 
的 全 体 与 其 定向 相符 的 章 位 正 交 标 架 所 构成 的 主 从 记 为 OLS". 令 


= SO0m+1), K=S0(n) xSO0( CSOmn+1), 
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定义 地 代 雪 9 的 子 空间 
nm=|( 站 ¢ ew}. 
证 明 ， 


(1) m 是 上 8 的 一 个 dK)- 不 变 于 空间 ,是 有 g = 四 m, 从 而 由 本 
章 习 题 第 16 题 表 以 得 到 主 兴 下 :SO(n 十 1) 一 3" 上 的 一 个 联结. 
加 存在 从 : 口 二 品 JK 到 SCM57m) 上 的 主 失 同 冤 
:0 SO(S"), 
司 得 相应 的 光 清 殴 射 加 : GK 五 Sn 就 是 第 九 章 例 4.2 中 的 等 同 蜡 射 
p30tnt+ 1 30mn) x SO = S™, 


(3) 如 果 主 从 ; 昌 一 GYE 上 存在 平坦 咬 络 ， 则 5" 是 可 平行 
的 ， 即 5" 上 存在 大 范围 定义 的 光滑 标杆 场 . 

26. 证 明 人 靖 题 5.4 

27. 证 明 人 前 题 5.6. 

25. 世 局 是 r 绯 李 群 ，g = 了 工 G 是 由 李 群 如 上 的 堪 不 变 向 量 场 
定 六 的 李 代 数 ， 韧 是 定 习 在 马上， 并且 在 g 中 取 慎 的 堪 不 变 微 分 式 
(Maurer-Cartan 窒 仓 式 }. 证 明 : 


dw 三 一 5 "wl. 


29. 设 w 和 们 分 别 是 复 Hopf 从 15 .52 UN 上 的 自 热 联 阁 
(难看 市 章 习 是 第 19 是 ) 的 联络 形式 和 曲率 形式 . 取 铝 的 一 个 局 部 坐 
标 系 【2 ww, 四 ,其 中 


U= {lsinpenst, sinpaing ,cow Op OH ar). 
定 训 复 Hopf 从 (2,52,7,UI(l1)) 的 局 部 截面 ,co :UU -55, 使 得 


(z 2) =01 (0p, = (ens | si 5 onad — yi —1 sin = Sin g 
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1 1 ， ， 
[后 ,， 好 ) = 人 ip 人 = (om 5 CUS 二 Wi 一 1 Coa jsln 9 sin jj 


证 明 ， 
1 | 
TIW = > 一 RD edi, oiw = av 一 + cos dg; 


or 一 宁国 一 -5vV=isinpdpAdb. 
30. 设 页 ,页 , 品 , 训 是 虹 上 的 标 礁 基 ， 令 


币 -下 =2' 抽 二 J， WTE 
二 而 ,页 三 一 各 :和 三 的 ， 
人 = 


好 过 线性 扩充 ， 瑟 法“* 对 于 区 上 的 性 意 两 个 元 素 有 定义 . 

(1) 证 明 ， 了 忆 = ( 风 ,.) 是 一 个 四 维 实 代数 ， 它 以 二 为 单位 元 ， 
是 一 个 除 环 ， 但 不 是 域 . 通常 把 豆 叫 做 四 元 数 代数 或 四 元 数 环 , 其 
中 的 元 素 称 为 四 元 数 . 并 且 为 了 方便 ， 把 标准 基 页, 让 , 间 , 些 分 别 记 作 
1, $7, 此 于 是 理 又 可 以 襄 示 成 


眶 一 1 限 筷 庚 由 良 轴 大 及 
其 中 Ref 了 0 = 1 有 & 兰 及 和 Im( = 讶 本 证 号 AR 分 别称 为 下 的 实 部 


和 虚 部 ; 对 于 任意 的 = 201 + 上 各 习 十 2 名 EE 了 它 的 (四 元 数 ) 共 
元 各 模 长 好 分 别 定 六 为 : 


显然 有 
太守 [0 二 (el 二 (ri 十 让 
12) 对 于 性 意 zx,y EE 艺 定 义 [zylo= 2-y 一 y'z, 证明， 时 关于 
乘积 |, 构成 一 个 李 代 数 ， 井 且 J! 即 是 它 的 一 个 李子 代数 . 


M(m 人] ={(cy mxm; Gy EC 1 St 了 了 Sm] 
RE Hi) ={ (oy nen i 区 HH 1 i nl}. 
如 果 把 1 和 分 痹 等 同 于 1 和 wl, 便 有 
1l 民 镍 坟 三 心 . 
在 此 意 儿 下 ， 对 于 任意 的 鸟 & Ma, 巧 , 存在 唯一 的 一 对 mm 阶 复生 阵 
,日 EE Mn, 避 ), 证 得 三 本 十 电信 
= | 
v0)= (4) Mnd 


证 明 , 映射 : Min, 印 二 Min 加 关于 矩阵 的 梯 法 是 代数 单 同 访 [ 因 
而 是 从 矩阵 代数 Mn 咖 到 了 代数 PUMOn 团 ) 二 Mn 的 代数 同 
构 ), 并 且 保 持 共 辆 转 轰 不 变 ， 即 
POt) = (人 (名 )it; 
特别 地 ， 对 于 任意 的 wyEE y=5-7. 
(由 通过 (3) 中 的 映射 音 可 以 把 MIm;, 本 和 于 代数 PMIna 一 ) E 
M({2n, 属 ) 等 同 起 来 ， 特别 地 ， 四 元 数 环 是 = MI(1, 避 可 以 竺 同 于 


pM, ED) = 六 宝 | wed| : 


| 一 中 


证 明 在 此 意义 下 ， 二 3 了 和 卡 依 次 等 同 于 如 下 的 2 阶 复数 矩阵 : 


0 Co nD (0 (So) 


15) 显然 ， 王 ! 是 实数 域 区 上 的 dm 纵向 甚 空间 ,并且 关 于 四 元 数 
的 活 线 枸 成 一 个 旺 右 模 ， 吓 上 的 一 个 实 线 性 变换 名 称 为 是 是 贱 性 
的 ， 如 果 它 满足 


Qo MN = QM ve MEH. 
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证 明 ， JE* 上 的 全 体 下 线性 变换 关 十 复合 运算 构成 一 个 代数 攻 [ 亚 ?， 
它 与 算 阵 莱 积 代数 M(n, 印 同 构 ， 一 个 以 四 元 数 为 元 素 的 mn xn 矩阵 
2 E Min 了 称 为 是 可 逆 的 ， 如 虚 它 所 对 应 的 三线 性 变换 


全 :一 是 


基 可 道 的 ， 此 时 ， 马 的 道 审 阵 如 -1 就 定 交 为 号- 所 对 应 的 矩阵 ， 
(6) 定 久 葬身 去: Mn 到 一 Midn; 到 如 下 对 于 任意 的 


0 = (gq) € Min, WD, 


a 可 FE] 日 
i 一 a 十 ai 十 di 十 ok, ] | 和 nh 
ol, a 一 吧 省 二 1s :… Hi 
Qj Qi Gi La 11 1 IT 
4 od; a —ul, 0 En Azl dz :Aan 
ta 一 思 0 L i 外 ) A 
i 全 Ds = 
尘 = 1 有 
ey i | i ' 4 ns 2 ai 


证 明 ， 二 : Min, 码 一 Midna 到 美 十 矩阵 的 悦 法 是 代数 单 辐 态 ， 并 且 
号 是 可 道 的 当日 仅 当 4 阶 实 方 阵 B(W) 是 可 着 的 ， 印 det(@)) 攻 必 . 
(7 定义 Mtn, 卫 的 如 下 于 集 : 


GL(n, = {但 Min, 配 ; @ 是 可 族 的 }, 


即 GL(n,M) 由 亚 ' 上 的 全 体 芋 线 性 可 逆 变 换 所 对 应 的 mn 阶 四 元 数 方 
阵 构成 证明: ”GLIn, 曙 是 一 个 4n? 稚 实 李 群 ， 它 的 李 代 数 可 以 等 
同 于 关上 阶 四 元 芭 矩 是 李 人 代数， 即 gl 杏 = MI 叫 . 


(8) 定义 n 阶 四 元 数 村 和 群 Un 加 = {QE GLn 邯 ; Q-! = 页)， 


证 明 : TUrm, 台 是 四 元 数 一 般 总 性 群 GL(n, 呈 的 李 于 群 ， 通常 把 李 群 
Un 到 叫做 mn 阶 辛 群 , 并 且 记 为 Spin). 
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站 三 
四 设 7= {_ 《外 利用 网 中 的 代数 同 构 4 可 以 把 Mtn, 芭 


和 z(MIm 图 ) c MI2n.C) 等 同 起 来 ， 在 此 意义 下 证 明 ， 


GLIn, WD = {NM € GL2n, O; JMJ-! = WY), 
SPp(m = {MM € Uf2n)y; MIM = J}: Spll1) = SUI2), 


其 中 SU(2) 是 2 阶 特殊 酉 群 ( 老 看 第 八 章 的 习题 第 16 题 ). 

[10) 证 明 ， 1 阶 辛 群 Spi1)( 或 2 阶 特殊 本 群 SU 人 2)) 可 以 等 同 于 
三 维 球 面 S , 它 的 李 代 数 可 以 和 ( 旺 ,[., Jo1 的 李子 代数 Iml 叫 | 等 同 起 
ee 

{11) 依照 实 射 影 空间 REP" 或 复 射 影 空间 CP* 的 构造 ， 定 六 
元 数 射影 空间 HPF", 以 及 相应 的 自然 投影 r : 亚 +1 一 HP*, 其 中 
H, = TN{0}; 然后 证 明 : HPI 和 四 维 球面 5: 光滑 同 眶 . 

(12) 把 (8) 中 定义 的 自然 投影 7 : 亚 +1 -HP* 限制 到 4n +3 维 
单位 球面 Stn-a cEi*+4 = Entl 上 可 以 得 到 自然 投 肿 


Ti: ot HP", 


证 明 ， 7 : 54n"+3 HP* 是 四 元 数 射影 空间 HP" 上 的 主 欠 ， 它 的 结 
构 群 是 1 阶 辛 群 Sp(1)( 或 2 阶 特殊 西 群 SU[2)). 特别 地 ，n = 1 所 对 
应 的 主 从 15"7, HP! = S47, Sp(1) = SU 称 为 球面 5 的 Hopf 好 
维 化 或 四 元 数 Hopf 从 . 

(13) 在 S57 C HF 上 定义 Im( 印 慎 1 形式， 全 得 

wy = Tm(F dy 十 下 do Vo = (9 ,9) € 5S. 

证 明 :”w 是 主 从 7: 一 == WP! 上 的 一 个 联络 互 的 联络 形式 . 
联络 互 称 为 四 元 数 Hopf 从 上 的 自然 联络 . 


(14) 设 
P = {ln 1)) € HP'; qo 0}, 


2 第 十 素 ” 主 时 维 站 上 前 联络 


HP! 在 U 上 有 局 部 坐标 映射 :0U 王 卫 三 隐 ,其 定义 是 
#{l{a 8) = mw Vl) Ev. 


于 是 ， 存 在 四 元 数 Hopf 内 :下 刁 对 在 上 的 截面 s: [0 一 3 使 
得 
gow {(£) = TE FE 车 醒 ， 
用 和 史 分 别 表示 四 元 数 Hopf 内 上 的 和 白 然 联络 五 的 联 比 形式 和 曲 
率 形式 ， 并 且 记 于 = sow 1 试 求 Fw 各 0 的 局 部 坐标 表达 式 . 
31. 设 = 是 四 元 数 Hopf 从 上 的 自然 联络 的 联络 形式 .对 于 任意 
的 A>0 和 友 EH, 定义 映射 年 ,hs : 57 一 5", 使 得 


Entg) = — hg]: + 21g) — he A), 
Yq= (9 ,0) ES CE. 


(1) 证 明 ， 再 : 87 汪 信 是 四 元 数 Hopf 从 7x:57 一 HPI = 
上 的 自 同 构 ， 因 而 由 本 章 习 题 第 33 题 ， 对 于 任意 的 >0 和 PE 下 
wx 让 三亚 hw 是 主 从 的 菜 个 联络 H^* 的 联络 形式 ， 

(2) 设 上 映射 8: 唱 一 57 由 本 章 习 题 第 30 题 的 112) 定义 ，%r 是 
联络 上 "+ 的 曲率 形式 . 求 训 wap 和 避 Pn 的 具体 表达 式 . 

联络 五 4 在 物理 学 中 称 为 以 雍 为 中 心 、 为 标尺 的 BPST 联 
络 ， 在 规范 场 理 论 中 有 重要 意 久 (参阅 驹 基文 献 [27 和 [29])， 


EE 


上 


习题 解答 和 提示 


习 题 八 


，[1) 按 定 总 直接 医 主 . 


[2 抽 显 识 是 一 一 的 实 店 性 上 映射， 验证 


而 a 二 Ja 中 ,或 v1X) = v1ELX). 


.利用 表达 式 (Yi 一 名 


3. {1) 验证 胸 射 主 谐 足 Hermite 内 程 的 定 交 . 


[i 


. 入 i 7) 和 
和) 是 


人 2) 利用 歼 曼 度量 了 的 J- 不 变性 ， 驻 证 ， 对 于 任意 的 读 说 万 下 有 


和] 一 = PX) i )). 


- 【1) 证 明 坟 法 同 第 一 半 3| 理 4.1. 


(2) 按照 轰 向 攻 室 间 的 定 六 直接 验证 . 
(3) 利 月 位) 证 归 ; 


a 

汪汪 (ee ] -| ， "li. 
9 本 ) 贡 | VAX ET 

) 区 加 量 对 和 访 上 的 复 坐 标 系 ， 


和 不 上 的 局 部 实 坐 标 系 ， 并 且 克 
名 
7 = 太 dd ( 
We i 日 
' (se) Bue /的 Be 


设 肌 身上 在 局 部 复 坐 标 系 (021), (V; w*)】 下 的 局 部 表示 是 


f= [ 产 )， 其 中 17 =g" +v-1h", 
再 利用 全 纯 映 射 的 条 件 . 


FTC CV. 党 


2 


Ea 


上 一 
Ba 


i 
FE 


[a] 


pe 
bam 


5 一 


设 (Cn; #5)) 是 复 流 已 ME 的 : - 旗 复 坐标 又 ， 并 县 NM = Uv. 对 于 全 
意 的 池 ,利用 局 部 标 架 蕊 { 立 } 可 以 分 别 得 到 T"M 和 THOM 在 忆 。 


于 葛 局 部 平凡 性 请 构 ， 由 此 可 以 证 骨 TY 和 全 全 外 本 帮 基 对 上 的 著 为 
三 dim 届 的 畦 向 量 从 ， 并 且 AT 和 TDW 在 了 让 Usp 上 的 转 称 函数 


8 
是 ( 强 ) 


.给 出 "NM 的 局 部 平 几 化 结构 ， 并 证 明 相 诺 的 转移 函数 是 94o(9) = 和 
BE 


. 11) 取 局 部 复 些 标 团 一 (C6; 专用. 对 性 意 的 p EE MM, TE 于, 全 


(I> YS 放 为 复 间 量 空间 的 基底 分 别 是 
dst}, {ls}， {dr ds lo}. 


申 些 伪 昭 上 是 的 作法 即 可 建立 工 吕 加 地 ,了 "0 和 ("村 这 的 局 部 半 风 
化 ， 再 不 讶 意向 二 外 定 交 中 的 党 个 刘 行 . 
[分 对 于 任意 的 oa, 当 Ui 站 C8 关 丰 时， 说 明 耳机 时 在 Us Us 上 的 


转移 函数 是 
i es 
人 


- 利用 关系 式 卫 6 了 = Js RRED = gD) + vlglt, Jn). 
- 按 一 定 近 直接 验证 井 旦 利用 (2.46] 式 . 
.1) 首先 证 明 ， 对 于 尾 意 的 & 部 避 , 贞 射 二 Re: 一 全 是 全 纯 脆 射 ， 然后 


利用 命题 2.2 的 知 论 . 
人 这) 根据 定名 进行 验证 ， 


.上 先 把 第 一 章 习 题 第 27 题 和 第 中 题 的 半 论 推广 到 复 访 形 及 全 纯 映 射 的 情 


形 ， 再 从师 读 章 习题 第 46 盟 的 居 竺 . 
对 于 任意 的 下 二 于 十 Ww 二 18 EE GLIm ,其 中 A4,B 基 nx mn 实证 阵 ， 人 学 


是 
下 (区)】 三 | . , 


lB. 


= 
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gg 


则 千 易 整 证 理 ( 导 ) E GL(2n, .证明 由 天 F* 亚 ( 开 ) 给 出 的 映射 
:GLn 0 2 GL(2n, DW 
是 聊 入 间 且 满足 
EX) = ER) EY), YX,Y € GL(n,O). 


于 是 更 [GLinG) 是 GL(2n, 了 B) 的 2m7 淮 候 入 于 流 形 . 再 把 GL(n) 和 
于 L 上 Ln, 不) 等 同 拒 来 ， 六 是 利 时 第 一 章 习 征 第 27 是 的 针 
沦 ， 说 明 GL(n,C) 是 GLi2n, Rj 的 实 于 详 

首先 说 表 ， 对 于 下 三才 二 W128 EGLin, 人 0, 其 中 8 其 nxn 虹 阵 ， 
让 Un) 的 充分 必要 荣 忻 是 宇 = 六， 即 


A + BB 一 可， AB'~ BBA:=0. 


根据 第 一 章 习 蔬 第 28 是 可 以 证 明 ， Uln) 是 2n? 维 光 清流 还 GL(n, 司 的 
Entn 十 1 锥 机 六 千 沉 形 ， 因 调 根 据 本 章 习 题 篇 15 题 的 证 明 ， Uin) 也 是 
GLi2n, 民 的 4ntn 一 1) 淮 赔 入 对流 形 , 定名 映射 中 ;Un 一 心 使 得 对 于 
性 意 的 七 Uin), 有 EX) = dettXX}. 刚 映 射 玉 是 秩 为 1 的 光滑 喘 时 ， 
因而 形 撕 第 一 章 习 题 第 路 交 ，SU(n) = 了 -11) 荐 Ulmw 的 nfn+1) 一 3 
继 民 太子 这 形 ， 再 利用 第 一 之 习题 第 27 题 的 结论， 


. 证 (U2) 是 Ejhler 流 洪 民 的 尾音 一 沾 局 部 复 些 标 系 ， 


» nid 2 
et 人 


是 IIermite 度量 的 系数 ， wi 是 让 应 的 Hermite 联络 形式 ， 根 据 引 理 5 
和 {5.11) 式 以 及 定 理 54 的 证 昭 ， 答 易 知 道 ( 益 看 推论 5.5), 如 果 对 于 任意 
的 点 PE 时 , 24 在 点 p 的 全 纯 裁 匠 曲 率 与 全 站 截面 的 取 法 无 关 , 则 存在 村 
上 的 实 值 光滑 函数 六 使 得 Mi 在 坐标 系 [U; #7) 下 的 曲率 形式 局 只 有 如 下 
的 窜 达 式 

4 


先 证 明 NY 的 Ficci 曲率 张 量 Ric 与 黎 到 度量 9 成 比例 ，Ric = 时 1Ag. 再 
某 流 点 司 数 并 利用 第 二 Bianchi 恒等式 证 明 和 是 常数 


A js ; = 
去 I hp ES dz!. 


2 


19, 


21. 
22， 如 果 把 CC 上 的 复线 性 变换 等 同 于 由 二 1 阶 复方 隆 ， 则 有 


29. 


由 十 ， 


Pu 


Fe 
二 | 


习 潭 钥 蔡 和 爱 乐 


设 村 具有 常 全 二 此 床上 部 人 时 了 是 虹 在 点 了 的 性 意 尚 个 也 相 滞 直 
的 单位 向 量 ， 测 由 入 1) 忒 ， 了 时 在 点 下 向 规 而 [区 六 了 的 鹤 而 曲率 皇 


K(X,Y) = 了 ell 十 Seoszay， 其 中 a= ZX,JYY. 
训 果 嵌 的 截面 曲率 也是 带 数 ， 热 后 芥 别 联 下 = J 和 YLX,JX, 求解 
zo 字 问 的 甘 骤 . 
利用 铀 ,30) 式 和 推论 5.6. 


Un+t+ll)= AEGLn+1,d: AeA = #51, 


| ‘IT. 0 
和 他 浊 


利用 第 一 举 习 题 第 28 题 证 明 Uin 十 1,1) 昆 GLIn+l,C 的 褒 信 子 流 形 ， 
村 利用 第 一 吉 忆 天 第 37 是 说 明 Ut 十 11) 中 的 续 类 一 算 和 开道 运算 基 党 
语 的 ， 

由 谊 希 扑 的 定 况 ， 目 然 投 影 5 : CT" 是 连 线 的 令 


= {= Te DS sos 
而 


则 上 S 是 RY = 创 紧 子 集 ， 国 而 Cr* = zl35 蚌 紧 到 的 . 由 于 I 是 站 
的 工夫 (加 流 ) 闭 于 医 ， 艾 C7 是 一 个 1 加 法 ) 南 靳 ， 其 加 、 城 法 运算 显然 
都 是 全 进 的 ， 国 而 GT" 是 一 个 复 李 群 . 

对 于 性 音 的 pe CIT, 到 廊 Ep 则 5 :TC 一 TDP 是 复 纯 性 同 
构 . 通过 7.5, Ts 的 标准 Hermite 内 积 在 也 让 T” 上 有 诱导 的 Hermite 
肉 积 hn， 时 证 hr 与 点 万 ET tp) 的 枉法 无 关 ， 于 是 由 pm hp 着 出 了 
CT™ 上 的 一 个 Hermite 应 量 天 | 显 航 下 是 上 的 标准 Hermite 诺 量 ， 
由 于 工 是 局 部 冀 生 二 映射， 六 是 站 请 的 . 

[1 设 g, Ric 芽 别 是 六 上 的 黎 显 度量 和 Ricei 曲率 张 最 , 刚 时 上 的 KK 二]er 
形式 二 和 Ricci 形式 p 宿 中 如 下 关系 式 


ROX YY = 9 JY), p(X YY) = RictX, IYY. 


20. 


梧 Ei 2193 
gy = EX IY), Ric( Y= pK IY), VX,Y EXIM), 


其 中 了 是 M 上 的 典型 近 复 结构 ， 由 此 可 知 ， 存 在 常数 入 二 得 p = 入 二 = 
存在 常数 使 得 Ric = jy 

2) 利用 党 全 纯 同 率 谈 间 的 曲率 形式 的 表达 式 可 以 看 出 , 性 何 常 全 纯 时 率 空 
闻 帮 是 Kahler-Binstein 流 漳 . 

利用 曲面 上 党 温 参 数 的 存 存 性, 取 MH 的 一 个 与 其 定向 相符 的 局 部 坐标 覆盖 
{Us; za, ya)}, 使 得 对 于 餐 一 个 a， 


go = Mtdra + dya), Mr > 0 


在 U, FF 引 AA 复 举 标 za 三 :um 十 w— ly 而 由 | = sal 验证 ， 在 


.Us nn D6 着 时 ， 从 局 部 复 举 标 系 (C6; za) 到 (Ue; sg) 的 局 部 坐 慰 杰 换 


30， 


闻 二 #89(xa) 是 全 纯 的 . 因此， 由 复 局 部 坐 宗 要 尊 {[Us; zo)} 确定 了 M 上 
的 一 个 复 注 形 续 询 ， 忆 得 好 成 为 一 维 复 流 形 , 它 的 典 京 复 结构 在 实 局 部 
坐标 系 【Li zu ya) 的 表达 式 是 


9 \.3 站 
(站) Hp ( 雪 ) dr 
由 此 可 知 , 雅 恕 度量 5 基 J 不 这 的 , 它 痊 出 J 了 时 上 的 一 个 Hermite 度量 ， 
相应 的 KBhler 形 式 上 让 显 就 是 问 形式 ， 这 就 证 明了 对 基干 歼 曲 座 其 9 是 一 
个 ahler 流 天 . 


- (2 根据 矩阵 了 的 分 执 圳 未 [G23) 式 及 U{n 十 1,1) 的 定义 【 苦 看 本 章 习 题 


第 21 题 的 提示 ] 可 知 ， 荆 E Uln 十 1,1) 的 充分 必要 条 忻 是 


A-.A4— BP=h, AC-B.act d=14+0.G. 


惠 月 第 一 章 习题 第 23 题 的 结论 ， 证 明 U(p 二 店名 是 GL 十 和 全 的 度 入 
于 流 形 ， 再 利用 第 一 章 习 题 第 27 题 说 明 Utp + 下 站 中 的 滋 法 运算 和 可 适 
运算 是 党 娟 的 . 


约定 指标 的 取 值 范围 如 下 ， 


1 P+1 和 A 十 和 


294 ”习题 解 符 和 提 让 
PP 上 的 复 坐 标记 为 区 ， 今 
六 二 (A) 一 了 > SF B= 1B*) 三 了 一 


网 Hermite 座 基 的 局 部 分 其 发 


和 l 四 07 in det 4 


Min 一下 Ea ee 
Hz zl Dt ss 


在 点 2 三 站 处 计算 得 到 


4 ， his ,jn hin ya = 
Maa ji 一 Tap da 一 Beak = D0, 


Eh EL 
站 


二 汪 a 
= -dd eb 十 dd da ie 
由 


加 守信 
hi = Ta 上 


Firnr jh., 3 
Rit = .gr je 
hb zi dzk zddat 


二 一列 半生 + ve) 
于 二 he 三 机 丽 区 生 os 十 琵 面 角 恩 = 


从 上 面 的 式 子 容易 算出 由 型 域 Do 在 点 2 二 0 处 的 全 纯 堆 面 曲 率 ，。 Dy,s 
在 点 了 三 上 的 Ricci 形式 是 


Pe a 
人 = Ew | 1 了 
三 一 一 一 上 大 Re ia pd 内 这 za 
Cr 
= 一 mek, 


其 中 天 是 已, 的 Khler 形 式 ， 些 让， 出 于 TU 人 外 十 名 四 在 Dpa 上 的 作用 
足 便签 双 的 可 迁 作 用 ， Das 尾 Kibler-Einatein 流 形 . 
31, 设 让 和 五 分别 是 六 的 黎明 曲率 张 量 和 邓 碍 交 中 的 第 二 基本 形式 ， 


[KN 1 4 7m] 是 繁 部 诉 形 W 上 的 一 个 单位 正 交 的 切 标 课 场 . 出 


由 [16.37) 和 (6.40) 式 ， 对 于 任意 的 XX &€ 守 UW) 


Ricw (XX) = Y (RX, Ni, Ki KX) + RX TK Xs, KX) 


i=1 
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mn 
—29 9B(X, X), BOUL, X)). 
i 
32， 作 为 聊 曙 流 形 ， 【wa 的 钦 曲 出 率 张 基 站 具 右 如 下 的 表达 式 [知春 (5 10) 
和 【5.12) 式 ): 
RIX, YY 2, WW)=— 79 2 WW) 一 中 下 ,Fo 2) 
+ a J oY IHW) — gt, IH I (Y, IT) 
+ atN Yas, TN)), 
其 中 无 ,了 23, 信 E Ti. 大 此 
DX Na Ni KY + RE TH TK, X)) 
: 


1] < 人 
一 了 (mm 十 lem, ). 
35. 在 [7?.11) 味 中 取 短 阵 4 为 曲率 阵 各. 再 对 作 数 举 归 捕 类 即 可 证 昭 所 需 的 
关系 式 . 
365， 行 列 式 det(T 十 专攻 品 ) 可 以 家 未 成 
/lt 
YW 
det 全 a| 


1 一 | _ wl 
= 人 尾 十 0 页 (i ee -ne ) , 
于 


将 它 接 照 虐 的 于 移 展开 ， 再 让 上 = 二 

37- 在 定理 7.1 和 定理 7.2 的 证 贡 中 用 陈 示 福 式 cs 取代 刀 , 并 且 利 用 本 章 习 是 
第 36 中 的 公式 进行 计算 推导 - 

38， 设 复 向 量 总 EB! 和 瑟 的 秘 分 别 是 ,ga, {sa 和 {oa} 分 别 是 召 , 和 EB; 的 
局 部 标 架 声 ， 守 5s， 和 有 5, 分 别 基 百 | 和 5z 的 晶 诗 阵 ， 则 {so;5a1 是 直 和 
其 向 量 从 = EE 十 请 的 局 部 标 架 声 ， 旭 = 出 agi 和 zi 人 2) 是 吾 的 由 率 
阵 . 

39.， 12) 设 wh 和 28 分 别 是 联 洛 DD 甘于 标 架 场 {B} 的 联 绕 形 式 和 曲率 形 
式 ， 则 容易 让 归 ， 博导 联络 DD 其 于 站 上 前 标 规 场 { 瓦 ,o 了 的 联络 形式 
和 则 率 形 式 分 别 是 产 w 和 六 二 ,由 此 可 条 

of EB)= ef B,D)= "(eB,D)) = ftc BE)). 


2 


[0. 


d2. 


习 况 和 鹿 答 和 所 示 


记 语 = 互 品 上 , 并 量 取 襄 量 雁 牟利 厂 如 工 上 的 复 联 者 DF 和 D”. 对 于 加 


上 局 部 标 染 场 {ea} 和 工 的 标 哥 场 {c], 邻 


Deo = wies, ME = di wt hw fs = (NE), 
De= we Nr = dw, 
风琴 上 联络 DE == Ds 名 Dt 在 标 架 场 {so 鲍 e] 下 的 联络 形式 为 
+ wia. 


由 此 等 易 知 道 ， 联 北 De 的 由 率 阵 是 前 = RE 十 各 


. (2] 设 口 是 向 量 从 昌 上 的 一 个 复 联 络 ， 则 对 侦 问 量 站 上 ”上 有 庄 导 的 关联 


诸 口 , 他 笠 

,8) = De 全 十 花语 8 
如 果 fen] 是 和 向 量具 EE 的 局 衣 标 时 场 ， 全 "上 是 它 的 对 个 标 更 萄 ， 度 络 
D 关于 fe} 的 联络 形式 利 曲 率 形 式 共 别 记 六 oo 入; 则 羡 ” 上 的 访 时 
联 染 也 在 对 个 标 恕 场 【sc 下 的 联 站 形式 上 8 利 曲 这 琐 式 由 下 承 贡 出 : 

五 三 ; = er 

嚼 一 方面 ， 由 诱导 联 绪 DD 和 定 疼 式 容易 者 出 

8 = ws, fe = 一 05. 


1) 杂 茹 如 T' 3 甘于 自 热 器 导 的 复 结 构 构 成 的 复 向 量具 是 全 纯 向 量 从 , 它 
的 转移 函 束 本 贰 上 是 局 部 复 于 专 变 换 的 Jacobi 矩 孟 ， 说明 球 为 1 的 复 向 量 
从 An T*W 的 特 称 函数 足 上 述 Jacobi 拓 葵 的 行列 式 ， 固 而 是 全 纯 的 . 

ft 证 也 是 切中 荆 古 上 的 一 个 复 联 络 ， 它 在 余 划 雁 上 的 诱导 联络 记 为 D"， 
由 DD" 在 人 "IT*W 上 的 诱导 廉 族 设 为 DDD， 如 果 {ei] 是 TW 的 标 枕 场 ， 
{fei} 是 它 的 对 个 标 架 场 ， 风 [el .入 em} 是 全 纯 向 最 时 AT- i 的 一 个 
局 部 标 架 场 . 设 wi 和 mi 分 别 是 下 M 上 的 联结 D 甘于 {ei} 的 联络 形式 
和 曲率 形式 ， 则 由 本 童 习题 第 和 题 的 证 明知 ， 联 络 D* 关于 {ei} 的 联络 
形式 和 曲率 形式 分 别 是 一 wi 和 一 站 联 妆 三 在 标 架 场 {elA 六 en 下 
的 联络 形式 是 名 二 一 工 ,efi 于是 相应 的 曲率 形式 是 


dn 一 Au 一 和 二 > 


dE = Ey 本 放 站 了 十 “这 


吕 = = 一 


1. 


Gt 
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习 题 九 


和 设 信 , 科 是 向 量 空间 W 上 的 性 意 两 个 站 -不 变 内 积 . 定 多 WW 上 的 线性 
变换 态 , 使 得 对 于 任意 的 于 了 ET 3 全 六 了 ) = gs 了- 证 阴线 性 过 
换 44 关于 内 积 gn 是 而 标的 ， 热 后 考虑 下 天 二 是 的 特征 子 空 间 分 郁 


下 三 全 一.… 向 ， 


利用 记 着 不 本 的 浇 性 爱 示 的 假定 证明"*= 1 


， 由 于 exp 和 和 群 G 的 张 法 运算 是 光 科 映射， 根据 反 函 数 定 理 ， 内 需要 分 别 验 


证 映射 
Rr, Fi ep (Es | 
Re i 二 ee Ji 
:rt 1) ep (Es ] Exp ( cx] 
t=1 =r+1 
在 原点 种， ,用 钼 的 切 爱 射 都 是 恒 圭 喘 东 即 可 . 


. 设 Ga, a ET 是 避 的 所 有 连通 分 支 . 对 于 任意 的 a 5 了 任意 取 定 gs E Cn， 


网 Lo :Gn 一 安 = 是 光 请 同 王 , 证 月 每 一 个 必 w 基 宫 的 茎 开 灵 闭 的 于 人 开 . 取 
定 pE NH, i = 出 站 sp 当 立 疙 8 时 Gap = GD PpNGs-p = 0 
验证 避 4a.:p 旺 对 的 非 空 开 子 沫 ， 租 后 利用 时 的 连通 性 得 到 GG-p = Gp 6 
Wt. 


. 根据 倒 二 的 讨论 ，3O1n + 1)0tn) 是 桨 曙 对 称 空 间 ， 滋 才 例 4.2 中 的 记 


法 ， 对 于 任意 的 4 & SOin 二 1 = [ait an+ih 其 中 {01 ,ntl} 
其 有 R*+! 药 一 个 单位 正 交 基 . 此 时 ， 和 的 左 防 保 [ 届 三 二 天 是 R"™! 中 
的 一 族 单 位 正 充 基 的 集 分 : 


[A a EE SO + 1 i = nen,+1} 


B 四 
一 习 贞 -| ; BE On) yy. 
0 det di 


ys 


司 量 解 普 和 旨 措 元 


因此 ， [由 是 了 + 的 满足 二 + = 士 as+l 的 全 干 单位 正 变 基 底 《了 ， 
aa+1 拘 眶 的 柠 台 ， 于 是 可 以 定 六 喘 训 


SO + NO(tn) = RP™, 


局 矢 中 fd]) = mo fan+i; 其 中 me : 8” 一下 P” 是 自 执 投影 ， 验 证 这 祥 定 广 
的 映射 生 是 一 个 沁 谓 同 肚 . 


内需 说 明 Dim + 1 1) 其 一 般 炉 性 群 GLIa2 十 1, 及) 的 闭 子 群 即 可 
. 根据 李 群 Din + 1,1] 的 定 立 式 要 .34) 和 白 的 定义 式 (中) 说 明 ， 忆 的 


李 人 代数 是 

日 一 1 站 En 二 1 本 sa + 34=0, 村 二 = 可 ， 
其 中 Min 十 1, 防 ) 基 白 全 休 名 十 1 阶 衬 方 降 均 成 的 保育 .对 于 任意 的 4 二 
Cn 十 1,R), 如 果 把 A = 人 ai 写成 如 下 的 分 块 算 阵 


如 CR 人 
i | € = {an rn), n= (0 ,a 
| 


出 态 Eg 当 且 避 当 码 二 一 机 ,各 三 世 , 并 二 ot+i = 二 0. 于 是 


生 壹 {| ot ; Ao E Mfn, RE), A = Ace 可 = 上 人 


类 似 地 可 己 得 到 对 宫 自 同 构 = 的 不 动 总 子 群 KKz 的 率 代 元 基 


Ao 由 
t= I ,) 6 全 we 省 -| BR 


捉 果 舍 m = 三 {4 Eg Soe(4) 二 一 由 则 有 


"={( GE)icemw) ew. 


现在 定 文 向量 空间 m 上 的 内 积 加 和 如下: 


1 
go B= AB), VABEm, 


[站 
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对 于 出 ,五 三 下 ,可 以 设 
| | ) sn 
上 六 站 
人 1 = (7 如】 ER", 
则 和 是 di 六 zj- 十 雪 的 ， 并 居 有 
lt, 8) = ,FT = 作 看 ， 
其 中 让, 小 是 RE" 的 标 丽 内 积 ， 可 见 ， 欧 氏 身 下 空间 im 有 和) 和 下” 其 等 由 


的 ， 由 于 gs 是 点 二 所 -不 变 的 ， 刑 月 如 在 芯 / 下 s 上 的 自然 作用 ， 可 得 到 
对 称 室 间 局 /Ee 上 的 如- 三 变 获 受 度量 5, 使 得 它 在 点 o = cKo 的 值 是 gm， 


设 mr 是 让 然 南 ， 且 了 <m 月 Gn,r 表示 实 向 量 空间 下 "的 所 有 7 锥 于 空 


间 半 不 考虑 其 宏 向 } 构 同 的 集 音 ， 则 在 Ga,+ 上 有 自 热 的 党 请 结构 , 佳之 不 为 
Tin 一 7 许 兴 滑 流 形 [| 务 看 参考 姑 考 广 献 |] 第 后 页, 例 26) 刘 同 例 业 本 
所 述 ， 任 意 的 点 三 SO 人 十 人 交 者 可 以 各 作 在 嫩 +。 让 与 标准 共 底 {5t] 具有 
相同 党 向 的 单 亿 正 变 基 席 fa ,pra), 所 以 4 在 南 空间 SOlp 十 /Ki 
中 记 对 应 的 在 障 集 [ 划 = AE 中 的 元 圳 是 查 区 中 "中 与 {如 } 定向 相符 的 
单位 正 充 基底 {0】, 其 中 {fb ,Bi} 与 aap} {tnt ,bnta) 
;1p 玫 】 和 站 关 一 个 正 这 变 接 ， 这 更 个 正 芝 蛮 控 共有 相同 的 和 
可 蔬 定 羡 两 个 映射: 


与 fa 


列 式 ， 因 此 ， 


1 : SOW +H /Ke 一 Gptoas Ya: SOU + Ke 一 Gorn; 


第 得 


yt[dl) = Span{ar, ap， af = Span {fasp1,.: ,Aprn}, 


其 中 Span .1 表示 Be 的 出 向量 组 {所 张 感 的 可 性 于 室 间 . 
注意 到 SOip 十 0 在 名 ppgn 和 与 g+g 上 分别 有 可 还 的 作 町 ， 它 在 固定 点 
Pt]) 和 alls4aj) 的 迷 同 于 群 巧 二 5, 因此 二 由 z 者 是 沧 得 同 肛 ， 特 
则 地 ， 总 pr p 和 [3 星 沈 祝 同 肪 的 . 

至 于 Bypior 上 的 中 心 对 称 ， 可 以 完全 信和 弹 例 44 中 对 3Gip 十 加 /Hg 的 讨 
论 卉 惊 ， 号 传 过程 上 临 . 


a00 


4. 


习题 用 等 和 提示 


特 张 丁 群 SUln + 1) 在 m 纤 复 射影 空间 CP" 上 有 一 个 自然 的 光 渍 作用 ， 
[4Tr0 es (AP), VAEeSUn 1), Pedcti\f{o), 


其 中 To 人] 孝 CP"™ 是 自然 投影 ， 由 于 肤 射 器: SUfn + /EK 一 
和 PP ”是 一 一 对 应 ， 为 了 证 明 丰 是 的 乱 论 ， 只 需 说 有 明 yg, -1! 都 是 治 滑 瞻 身 即 
可 胃 一 方面 ， 飞扬 商 和 至 间 SUIma 十 /Ks 和 PP” 的 光 淮 请 构 的 定义 可 以 
知道 ， 只 SU 人 Ia 十 Ts 到 CP” 的 时 射 ww 是 光 洪 的 当 且 仅 当 和 自 骸 村 
典 SUin 二 1) SU 十 17K 的 复 侣 用 射 SU 十 四 一 全 P” 是 泡 衫 贞 
射 ; 从 CP” 到 SU 十 了 /Ks 的 映射 6 7 是 尘 请 的 当 且 仅 当 p-! 和 自然 
授 影 CT 和 {D0} 一 CP” 的 复合 时 和 C+1 和 M0] 一 SUln + 1)yK。 是 光 滞 
要 射 ， 不 蕉 知道 ， 上 述 两 个 复 罕 上 映射 的 定 宇 都 是 自然 的 ， 也 显然 是 光 衫 的 . 


.fl 对 于 位 意 的 则 EUR 十 1 矩 了 4 的 夯 一 列 可 以 看 作 tC 中 的 一 个 向 


基 , 因而 4 对 应 于 所 + 中 的 一 个 Hermite 单位 正 变 基 底 {8&1,…. ,tani1}. 
令 正二 Uin) x UL 则 上 4 在 商 空间 Uin + 1)jF 中 的 左 陪 扩 [可 = -区 
有 是 t+! 中 满足 以 下 厅 件 的 Hermite 单位 正 交 基底 {61, ,Gn+41} 的 染 
合 : 存在 BE Un), 使 得 


[i Em 一 
WELL: ,总 二 【本 1 ;里 ， 显 元 十 1 三 由， 王者 十 1 


其 中 入 EC = 1 设 和 :全 MO 一 CP” 是 自然 投影 并 记 

和 +1 三 各 三 三 定 必 鼎 射 划 : Utn 二 1K 人 P7, 由 得 
wd = md) 二 是 pancfadi+ TAE Un+ 1). 

上 式 有 加 表示 在 如 中 由 站 的 最 后 一 列 元 圳 组 成 的 非 堆 向 最 所 张 威 的 一 

准 复 子 空间 .采用 鹿 45 中 的 讨论 方法 可 以 证 明 ， 人 是 从 Utn + 1)K 到 

CP 上 的 一 一 对 上 应， 网 节 上 从 政 . 另外 ， 粮 据 京 章 忆 题 第 9 古 的 所 想 ， 可 以 

证 妥 和 利 做” 1 是 江 滑 贞 射 . 


1， 局) 要 证 明 DJ = U, 只 需 旨 让 明 ， 对 于 仔 意 的 ,YZ E EM)， 


(Dx 3, =0 WEN. 


汶 吕 ， 对 于 任意 同 定 的 一 点 E 亲 , 设 5 是 对 在 点 的 中 心 对 称 ， 则 
map 二 一 idryw, 由 于 5 是 净 距 并 且 os ao 了 = J og., 并 用 于 点 p 得 


(oDx OD), 2 = ~ (9UD x YD). 2)),. 


i. 
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Hi, 全 区 DG 人 =0. 
[2) 得 据 复 丫 构 可 积 的 定 多 ， 需 村 说明 J 的 措 率 张 县 组 为 零 ， 汶 此 需要 
应 用 (1 的 和 芭 从 ， 即 


Dx) = Dxtrtz) 一 JIDxY]=0， YA,Y e X(N). 


证 TW 是 上 自然 投影 ， 刘 由 第 六 章 的 例 06.4, 7 是 局 部 全 处 等 距 . 


因 汶 性? 是 Hermite 对 称 空 间 ， 所 以 ，C 是 Hermite 局 部 对 称 室 闻 ， 下 
而 证 有 明 ， 对 于 攻 一 点 jp E CT CT” 在 点 呈 有 文 范围 写 党 的 中 心 对 称 6,， 
并 且 gs : CI* -Pr 是 主 十 等 此 


， 对 于 任 这 的 Po E 订 , 由 连 诈 性， 不 在 愉 p 到 9 的 连结 曲 训 ;4 可 二 邮 ， 


利用 ytla, 是 ) 的 紧 致 性 ， 可 以 得 到 区 间 | 可 的 一 个 划 葵 ， 名 二 二 世相 及 
tw 三 b 值得 每 一 个 ps = "(tt) 包 合 在 pr-1 = 人 (1 的 一 个 充分 小 
的 注 尝 标 名 域 中 ，# = 1,2,-. ,入 ,于 是 对 于 每 一 个 1, 有 从 ps-1 到 ps 的 最 
重 正 规 测 地 浇 菇 %. 用 5 天 示 测 地 小 菇 的 中 点 ， oi 表示 时 在 点 的 中 
旋 守 称 ， 网 gfpi_1 二 二 rr 则 有 
TD) 一 可 人 Do = pw = 9 国 为 每 一 个 oy 5 Hold 所 名 可 二 Hall 由 
去 EW 的 尾音 性 ， HollWn 在 于 上 的 作用 是 可 证 的 .根据 不 章 习 题 第 3 
是 的 续 论 ， HoliM) 的 单位 元 连通 全 支 安 在 村 上 的 作用 也 是 可 渤 的 - 

对 于 任意 的 peE J 用 go 表示 时 在 后 到 的 中 心 对 称 , 取 届 在 点 了 的 沪 华 
标 郭 域 U, 千 得 对 于 性 意 的 gE 上 0, ol 由 EV 有 定义 ， 现 固定 一 点 届 ， 
并 且 证 ;四 二 村 是 队 6 到 的 正直 测 地 线 ， 由 于 oq 岳 尘 中 变 的 
三 51477) 也 是 测 地 战 ， 朋 有 [如 王立 从) 总 国 为 


F (0) = op) = 一 ?0)， 


所 以 可 以 把 对 反 团 方向 后 再 与 7 粘 在 一 起 得 到 从 efo) 到 的 而 地 线 + ， 
[可 一 本. 对 于 尾 意 的 相 , 要 ,用 局 teD 计 一 区 机 表示 入 小 从 
YE 到 (ts) 的 平行 移动 ， 证 明 关 系 式 


Unitsl 及 2 = Fo orttal® Pes 一 上 - - Dt )- 
现 恋 蕊 三 下 时 ,利用 上 面 的 关系 式 证 明 


rll) rn oo 


加 


1 


超 匀 共和 到 


(1) 对 于 性 意 的 pa 二 丈夫 ,区 1 CG" CCP", 存 在 x: 1 < 
站 十, 使 得 
po et Heat 加 天 中 


令 Do = Uo nn CF! 几 是 点 po 在 COQ”! 中 的 开 令 域 ， 辑 果 gp: 
Us 己基 CP* 在 Us 上 的 局 部 从 标 晚 射 ， 基 


下 (ee ee ye -| 
下 一】 
是 性 " 的 复 于 流 形 .由 比 太 玲 丰 出， or: 是 QP" 的 一 个 复 子 流亡 ， 号 
一 方面 ， 将 CCP” 上 具有 常 主 第 曲 愉 4 的 Pubini-Stutly Hermite 辣 构 限制 
到 CC” 上， 可 以 得 到 COO! 上 后 Hermite 如 砷 ， 它 所 对 应 的 坟 2bler 
形式 基 耳 形式 [ 莽 在 第 成章 的 网 6.6， 
但) 设 HollCP*) 是 CP” 的 全 绩 等 距 群 .由 第 内 章 的 例 6.2, 每 一 个 4 EE 
局 人 十 1 孝 对 座 一 个 生生 等 诈 中 24 :PY 一 瑟 记 ,其 定 沉 是 
amt = A) VE 于 

可 以 验证 ， 南 开局 二 4 三 于 4 证 出 的 陕 射 王 : Un 十 19 二 Hol(CP"™) 是 李 
舒 同 术 ， 它 的 核 是 如 [1). 下 面 证 明 更 是 消 国 态 ， 设 


Ae Ho(CP"), p=n(inn), a= Ap) 


分 别 取 性 +" 的 两 个 丁 基 {el ,enti} {EL En+1), 他 得 cnt1 Ep 
Entl E 9 于 设 本 是 内 {al En+1) 到 人 :mh 的 过 渡 矩 阵 ， 则 
A En 二 1), 六 且 年 sp) = gq 年 s) wp = 六 np、 根据 第 五 章 的 引 理 5.1， 
年 一 起， 所 世 重 ;Ufn 十 1) 一 HolCP™) 是 洲 辐 态 ， 因此 ， 如 果 把 LE 
Unt+1) 利生 4 € Hol(CP") 等 同 起 来 , 便 有 UtalVAUU) = Hol(CP") 
同 垩 可 以 说 明 SUtn + 1j7Uotl) = Hol(CP"). 

显然 ,世人 党 也 射 1; 右 一 30U[n 十 1) 是 群 同意 , 此 各 不 难 脸 证 , 下 是 SU 二 1] 
的 周子 知 ， 因 而 避 是 Uin 十 1 的 正则 子 流 形 . 于 是 ji: 上 二 5Utn ++1) 
基 李 群 后 态 ， 故 而 它 是 SU 十 1] 的 幸子 千 . 
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[3) 对 于 任意 的 4 E 妃 , 44 保持 他 +! 上 的 对 称 内 各 


tl 
(BWI=2W= ) 2°W°, 
[ 


YE = [rl WW = te Ctl 


不 变 ， 加 出 重 4 导 持 CQ"-! 不 变 ， 因 为 CQ"-! 是 CP" 的 Kinhler 子 注 
形 , 喜 再 4 县 TO 上 的 全 站 等 距 变 换 ， 所 以 ， 己 可 以 袖 汶 白人" 上 
的 主流 旗 距 迹 换 构成 的 群 . 

为 证 角 忆 在 CQ" ”上 的 作 上 户 是 可 注 的 , 取 有 = 讽 (i 十 一 162)， 则 
po = TZ0) E CQO"!， 对 于 性 意 的 PE Tos 一 ， 存 在  E et+l， 短 足 
[22 = 上 0 并且 = 323). 不 失 一 般 性 ， 可 以 设 了 = el 十 ww 二 Tea 
其 中 避 和 ea 是 民 ** "中 的 两 个 单位 正 交 向量. 把 ees 扩充 为 RR"! 的 
一 个 单位 开交 基 {ei ez,… ,en+l 月 4 表示 以 这 厂 基 向 最为 列 向 量 的 短 
阵 ， 则 有 在 EE 安 , 并 且 


Tv ， 
20 三 二 [B81 十 VW 一 le2) 二 2, 
v2 


以 而 重 tpo) = T(2) 一品 
(4 按 覆 定义 ， 对 于 性 意 的 4 EG, A EK 存在 机 长 为 1 的 复数 入 帆 
得 [而 寺 ww 二 16a) = 十 WY-1ia), 设 A= cos8 一 vw-1sin 站 则 


ME 4 v= sD — and + v1 sind 4 a cos A. 
所 岂 5 EE 所 < 在 在 实 笋 意 使 得 
A 二 而 cos0 一 ni 
即 #4 的 第 一 到 和 第 二 剂 元 染 学 草 是 
m= ens, — aing 0D, ,0 ga = (Sind, cmst, OY. 


对 于 如 所 及 , 定 训 名 3 类 正 灾 术 竹 


CO。 站 
\ gin cosd 


Td) = ( 


4 
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则 固 训 二 是 到 十 1 阶 特殊 正 交 短 阵 ， 立 即 可 得 : 六 三 天 当 且 促 当 六 能 世 


写成 如 下 的 分 庄 短 阵 ; 
人 0 | 
过 一 上 ERR 
0 ls 


因此 ， 述 辣子 群 玉 可 久 表 示 为 


Ke= | 做 | ; di ESD Rd ESOtm — 上 
根据 本 章 习 题 第 生 题 ， 存 在 光 融 同 是 三: /EE 一 T 加 ,使 得 对 于 竺 意 的 
AEG, 所 4 下) = Fa (paj. 

[5) 把 自然 投 冉 x : C1! 一 CP” 限 向 到 单位 球面 泽 "+ 上 ， 则 对 于 任意 
的 2=5 十 Vly EE 325+11 其 中 ,vy RE*+1), 有 切 量 时 


Vn, TI"t! oy TOP", 


其 中 =7(2). 设 ( 名 习 =W 则 pe C9 ', 井 且 :|= = 二 Lv 
由 于 w= 了 名 名 Te8+ 可 以 定 羡 zB8*+! 的 线性 子 空间 


人 {KE TInt!, Klv-12}. 
一 LV 一 2 XL23,XLv-i.2), 


容易 证 明 更 : 下 二 了 (C07), 于 :2 二 古 (CQ"-!1) 是 线性 同 构 ， 此 外 ， 
把 第 内 竟 的 16.15) 式 恨 制 在 81 上， 不 难 着 出 ， 相 对 于 5S "1 的 标准 
袭 劝 度量 和 CP” 上 具有 常 爹 绩 截 面 曲率 4 的 Fubini-Study 度量 ， 瞻 身 
王 : TP7™) 澡 持 内 积 不 楼 ， 因 而 重 : 7 二 ”是 一 个 等 下 的 
浅 己 同村 . 

另 一 方面 ， 由 于 对 于 和 拇 一 个 4 © 日 , 重 4 : 0” 1 二 必 Q*' 是 全 纯 等 距 ， 
要 证 明 上 映射 :OAK 到 Do 是 等 距 ， 失 辟 说 明 : 在 所 /左上 存在 一 个 
-不 变 黎 显 度 基 5, 使 得 了 在 点 < 下 三品 / 下 的 切 映射 保持 内 积 不 变 . 

(7) 对 于 性 意 的 [= ,#7], [#7, #5] ECP', 令 


ple! 7], [2 2) = 3}, 8, £3, 21) E CPY, 
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rel 1 ， .2.4 ra Tels 晶 , 间 
BZ = ZL 二 -y=llis* =&3), 


Z* = vl ss), 加 = 下 一 


显然 ， pt{[s 1 »"] [= 2")) 后 CR”. 由 


(ee 
定 久 了 一 个 全 纯 上 映射 yp :CP x CP! CQ” 映射 ?的 逆 酉 身 wp 存 
在 ， 它 自 下 式 短 出 : 
pp (ml2, 8, £2 
= ([2' + VI2", IZ 2], [2 +VCT22 v1I2* + 2°]), 
Wo 2 2 BE ds. 

因此 ，* -也 是 全 丝 映 射 . 通过 直接 计算 不 礁 驻 证 , 当 (zs), {2 ,2 ) ES 
并 且 

[er dia, 3), lt, zd, 27), 


Cad) Vl, dle 2) 


于 = 2!', 2 2 2 EB, ZlLId2, wv-l2lds 


1,， 
wa 
并 且 

(d2,d2) = {dlr!, s), Ge sy 十 2"), d(z’, s*)). 
所 以 由 第 八 章 的 【6.15) 式 ， 映 射 9 : CP xCPF 一 T9” 是 等 距 ， 其 中 
CP! 上 的 度量 是 具有 常 全 纯 曲率 为 4 的 Fubini-Study 虚 量 ， 所 以 CQ* 和 
PI x CCP! 宇 上 站 等 隔 . 


17. [1) 对 于 性 总 的 


mn 十 1 i 十] 
所 二 ru 站 村 下 PF 
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利用 矩阵 吕 ; 向 程 {e211 可 蔬 表 示 汶 
fs 二 6, 


其 中 右 增 是 撼 阵 的 营 通 丑 法 ,， 令 区 = 人 各 <GEta +LCN Tis 环 = sg}. 设 
Lin+t 1 则 T 工 EE Uin 圭 1,1) 二 = 对 于 任意 的 


1 十 1 和 3 二 1 上 
5 


有 《EL 一 ay 乳 立 . 
总) 根据 第 世间 的 6.24) 式 ， 邵 果 把 工 E Utn 二 1,1) 写成 如 二 的 分 块 本 图 


点 是 
T= ， 4 半 志 Min) 


局 过 
则 有 
.A BB=I AGC-B.dl=0, =1+0. 8, 
; : 进 十 它 
T[z ee = ,se DD" 
【zj 3 二， 人 
当 此 趟 礁 知 道 ， 


TOD)=0o=0= SB-0=-00+ AEUn), d=1 


3) go 显然 是 Uin + 1, 1) 上 的 一 个 对 侣 自 同 构 ， 对 于 尾 意 的 


二 a 
T= | ee EUn+t+1l1l), AEeMn,D, 
了 TE koT) = TT 即 aTs 一 了 后 者 等 从 于 =C=0 如 AE 
Uln), d= 1 Fl, Te KosT ER = Un) * UN) 

14] DD" 是 Hermite 对 称 宇 间 ， 基 证 肯 可 以 采用 本 章 习题 第 16 题 的 车 论 1 
的 证 法 ， 


18，(1) 显 熟 ， 六 可 以 改写 为 


,= {2 EMip+o,p: 0; det Zo #0), 
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因而 bs 是 中? = MI(p 二 ,Pp; 人 0 的 开 朱 又 因 为 M 人 十 小 并 四 也 是 
(Bp 二 记 的 开 玉 , 并 且 成 蕊 ME 全 十 晤 站 站, 所 书 忆 是 M*tp+g,n 吕 
的 开 子 集 ， 1 的 其 余 结 论 是 直接 的 . 

(2) 对 于 2,.W € Da iT)= (2 当 且 仅 当 分 的 剂 元 素 和 2 的 F 列 
元 者 可 昼 下 相 线性 表示 ， 或 等 虱 地 ， 存 在 Cp E GLip. 吕 ) 但 得 WW = 205， 
从 而 有 fs = 34,, Te = .2400p. 于 是 


PalW) = We Ws (Ene ry) Ue rp) = Emr 2 = BZ]. 
(3) 定 久 
= {DC Gpy lO x M+ 是 开 殷 }. 


则 可 以 直接 答 证 ， 上 区 满足 折 扑 定 必 中 的 三 个 条 件 ， 因 而 是 pw (CY 上 的 一 
个 拓扑 关 蜀 ,由 多 的 定 总 立即 可 知 ， :和 全 十 和 襄 人 一 Gp 加 是 连 
续 映 射 。 此 计 ， 于 于 各 "要 十 在 祝 ) 中 的 任意 一 个 开 柴 5 


wr) ={20% Y2 EV, VO, E GH(p, O)} 


= 
CpE GLIp 

其 中 

DC = {20 YZ ET] 
品 然 是 tb 十 和 Di 总 的 开 集 ， 固 此， 它们 的 并 集 -rtD)) 是 Mip 十 
bi; 宫 ) 的 开 集 ， 所以， 夸 开 映射 . 
汶 证 明哲 扑 这 的 吐 一 性 ， 设 可 是 yo! 中 上 的 任意 一 个 鸽 7 或 为 之 续 
开 鼎 身 的 拓扑 丫 构 ， 首 先 根 据 zt 甘于 子 ' 的 过 这 性 和 .的 定 匡 符 易 说 昭 
了 ' 己 要 ; 县 一方 芝 ， 对 于 性 音 的 WE 卫 ， zn 是 了 网" 仿 十 生生 交 的 
开 华 ， 素 因为 了 甘于 字 ' 其 开 觅 射 ， 所 丹 5 = 下 [IT (0) EE 字 '. 蕉 有 
i 
此 外 由 "1); DU, 丘 Mp + gD LM 的 开 漠 ， 所 局 Da es ~() 基 人 2 于] 
的 并 桌 ， 对 于 任意 的 开 提 了 CC CP? = MIg,p; 加 , 因为 B26 :二 
是 违 绪 有 映射 ， rp) = PET) 是 Mtp 十 QP; 吕 的 开 集 ， 所 以 


1 
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PT 是 GaafR) 的 开 集 . 这 说 明 pa ; [Li 二 蛙 5 是 连续 映射 对 于 竺 
意 的 六 总 Mion 加, 取 名 Mp 十 pi 及 ), 使 得 3。 = 吾 { 音 也 矩阵 }， 
= 此 po 是 漠 
射 。 对 于 总 全 EM 人 十 和 站 ,如 果 palm)] = pear) 或 等 性 地 ， 
352 一 贺信 则 有 开本 一 玫 南 和 和) 出 
此 纾 知 吕 = 床 [ 用 了 5 及, 因而 m021 三 TH 所 以 ya :Us 一 CC" 是 单 
射 ， 上 而 证 纹 了 也 新 yo : Us 一 C2"* 基 可 道 映射 要 说 明 ps 是 同 屠 ,只 需 
证 明 4#s 是 开 喘 射 即 可 .为 此 , 设 忌 是 上 5 的 任意 一 个 开 沸 ,， 刚 = (15 是 
EC RM 二 下 总 的 开 集 ， 对 于 任意 的 YE ypa[U1, 在 在 2 Ex )， 
使 入 B412) = 了 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 和 = 万; Zos 二 YY， 由 于 人 是 
工人 站 的 内 点 ， 有 正 获 页 使 得 对 于 任意 的 EE 人 多 十 2; 避 ， 内 要 
2’ 一 2 上 | << 而 恒 有 2 Eri(0) 因而 有 pwr(2 EE eat 特别 地 , 对 
于 性 章 的 YE CN, 当 ]| 一 了 | < 了 时 , 只 要 取 HE Mp9,p; 避 ,使 得 
了 三 1p ==Y, 便 有 上 2' -2 < 5 教 有 Y= volr(2)) EE po lt). 
这 说 明 wal[07 中 的 企 意 一 点 站 都 昆 内 点， 因而 是 Ca 的 于 要 . 

(4) 对 于 任意 的 = (oR Ee polDsnUsjc Mp 人 DOD, 取 2 了 Er (Un 
Ug, 使 得 2 = jp Zot 一 站 令 玉 = 8271, 则 有 Wa = 万, 并 且 
We = 3pe : 24 于 是 Wae 的 每 一 个 元 圳 帮 是 yx 的 有 再 函数 ， 因 而 大 
入 的 全 训 函 逆 ， 区 因为 


[fa MF) = yell2)) = pelmiW)) = pA(W) 一 全 ao 
所 以 ww8 6 ”基金 印 贞 射 
[5) 给 定 工 E Up 十 和 zx Epcl 吕 性 意 区 pp 闪 子 空间 x 的 一 个 基底 


{a 于 让 基 屋 贡 ,…… 列 向 量 的 适 阵 ， 则 有 TW = 工 现 惧 
ET) 则 


rln) = Vr = Yr{rt 2 = Span elT ZE) = wT 


对 于 任意 的 & 5 态 ， 蔬 及 任意 的 六 = (2) EE wots = 9 本 站 
Li 机 得 本 一 万 了 ee = 三 了, 刚 


(于 了 away] = Br(r(2)) = s(T2). 


(CO 
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良品 EA 恒 得 人 = TZ E Un, 自 pa 和 和 Bs 的 定名 

patr(T2) = BalT2) = Be D5!, 
于 芷 

(一 (2 = 1 

上 承 右 蹦 迄 阵 的 元 束 避 然 郑 是 33 的 全 纯 洒 数 ， 国 而 wvs 0 WF 0 ww?! 是 汪 证 
鼎 射 . 由 & 的 任意 性 ， 时 了: 与 gzf 二 Gp 加 是 证 二 上 船 . 
i 注音 到 记 煞 十 间 是 如 LL 好 十 凋 品 的 碟子 流 形 , 则 由 [5) 的 证 明 下 难看 
出 , 腻 射 于 的 局 部 表示 基于 了 种 二 是 兴 少 映射, 此 让, 由 下 的 定 交 可 以 直接 
验 正 ， 王 句 趾 ，1°. 对 于 尾音 的 了 Gp wD 业 (p4o;) = 了 这 里 郊 +e 是 
PB 二 芥 单位 失 阵 ， 2°”, 对 于 任意 的 十 ,Ti € 林 笛 十 四 和 任意 的 EE Gpy( 吕 )， 
iT, Ts, e)) 二 | ‘Ty, x), 外 此 ， 亚 : 如 全 十 让 | 涡 pa 一 [sp [ 
是 UP 二 中 在 站 softC 上 的 一 个 光 语 作用 . 
再 进 rt 有 尾 Ga 上 的 年 意 丙 点， | 下, 并 欧西 芷 席 de 
er 和 {a 把 它们 着 别 扩充 为 Et+9 的 两 个 酉 基 谨 

{ 人 2， :ep+ 和 EE:, ta}- 
串 存 在 孜 一 的 开 三 辣 和 二 9 必得 

[EI i EL+u) 二 《中 人 Tiepts)). 

特制 地 ， 

4E1， a én) > (Te1), yal TEp) hh 
全 而 

EB =pane{el, ,Ep} = Spane{T le , Tle,)! 
=rispanc{es,. ,es)) = Trtr). 

所 以 ， T 匣 十 站 在昌 fe 上 的 作用 是 可 于 的 . 
[站 和 抽 EUIP+g 汇 醋 写成 训 下 的 分 所 二 阵 : 


4 
T= ,其 中 AE MP 加， 局 EM 人 IT OC. 
性 5 其 中 lip, OD) cE Mig, 


中 1 有 
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加 蛤 亚 Tz9) 三 wo, 则 存在 4o E GLLE, 安 ), 全 得 
(全 (人 人 二 (人 Bp) Ao. 
由 此 易 知 4 = 4o, 中 = 由 了 IT = 天 + 可 知 
C=D=D = 站 五 万 三 万 ， 
即 A4Ee Up, BEUN. 所 以 


FE-{TEeUy aa), Tro) = rn} 


总 。 
cd | AE Up), Be vin | = U0 x ve) 


反 包 千 头 系 是 显 后 的 . 

(8) 证 4E Up 2 EM 二 人，21,… ,2p 是 算 阵 2 的 p 个 列 
向 量 ， 它 们 构成 子 空 间 Span eiZ) 的 茶 底 ,如果 24 = Z, 则 4 把 基底 
{21 2] 变 成 自己 ， 这 痒 的 拭 隆 4 只 能 基 单 位 矩阵 ip. 

(9) 第 一 个 结论 由 自然 投影 r 的 定义 直接 得 到 . 对 于 任意 的 2,28 En![z)， 
宫 们 的 列 商 基 分 别 记 为 如 ,… ,名 和 夯 ;…，，, 锅 . 则 


{Zi ,2 和 {21,.… 本] 
都 是 于 室 间 工 的 盐 底 ， 固 而 有 A ELE, 问 , 使 得 
[号 ， 二 2) = (21, 1 | Sp. 


此 式 即 号 = A， 由 于 吧台 EM 售 二 和 了 P; 台 的 任意 性 ， GGL(p,Q) 在 
f 1[z】 上 吉 作 月 是 可 还 的 . 

110) 访 宇 ET 十 中 如 果 革 于 任意 的 EM 全 二 册 而 避 , 帮 有 了 了 = 2 
基 对 于 挟 一 个 专 重 洁 标 = fr ,… 下 起 


(Tm Ti,)) = To bo) = oy 


者 成立， 由 了 的 任意 竹 ， 了 [本 三 训 , 1 所 p 十 于 是 丁 二 玫 4w 是 单 
位 返 隆 . 根据 有 效 作用 的 定 问 知 ，p 二 二 在 M* 邹 十 刺 训 人 上 的 作用 是 


习 洪 元 。 311 


有 效 的 . 

(11) 对 于 任意 的 荆 E Uip + 人 加 和 性 意 的 A € GLip, 人 如， 
det[(T ZY (TE) = det( 2 (TT)E) = det(2'L pe 2) = det(2:D), 
detl{Z A EA)) = det(A'(2' FIA) = detfd9 det( ZtZ) det{A) 

= | det Al det{2°3), YE EM [p+ gp:O). 

由 此 可 知 ， 鲁 关于 Up 二 和 在 M'[p 十 gp; 加 上 的 左 作 用 利 GLfs, 吕 ) 在 

3 他 十 思 P; 人 上 的 有 有 作用 孝 县 不 挛 的 . 

下 面 在 Gpal 必 ) 上 定义 二 次 形式 重 , 使 得 十 二 名 ,为 此 , 设 工 E Got 

取 定 义 在 rz 附近 的 全 纯 员 射 r ; 二 M" 声 寺 和 而 加 ,局 得 9 = id 

并 且 念 中 - = 7" 市, 则 重 ， 是 定 光 在 上 上 的 {1,1) 型 闭 形式 .而 果 字 :YY > 

人 委 十 虽 六 富 | 定 交 在 立 附 近 并 且 策 叶子 王 衣 y 的 曙 一 个 全 部 映射 ， 

则 有 全 纯 耽 射 二 :一 昌 Lip, 节 ), 使得 

FI = TD A vy ELVIN 

由 此 容易 知道 ， 


(Baony =(5")| ny = (FB)|vny 
= — 4v T1986 In datllrlyy Fy) 
=— Ay-166ln det(( A rt) ri A 
=— dv—l06 ldet{lirty) rn) — tv -16081 | de Aiy))F 
=— dy-100ln det((r(y))rig)) 


三 f* 生 | mnvw = ( 电 r ony. 
所 以 ， 如 果 反 所 有 这 样 的 否 . 粘贴 起 汪 即 可 得 到 一 个 在 Gy 上 处 处 者 
是 辟 的 【117 闭 形 式 严 , 使 得 对 于 每 一 个 7, 击 |v = 再 -. 


下 面 验证 节理 一 量 . 对 于 任意 的 E GaoetC), 取 定 义 在 + 点 附 过 的 全 部 遇 
英吉 十 J.P; 加 ), 使 狂 了 和 祖 吕 To 一 jdp, 则 下 二 T6077 是 村 
流 映 射 ， 它 身 是 zo 正二 ,于 是 存在 全 纯 映 射 5: 一 GLip, 人 D, 使 得 


MZ) = 2-07 viEEeL 


Bl 
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四 此 


T= 
=— 4v—105m det((F ET 
=— 4v-188ln det((a( 2))'(2'F)at 3)) 
—— 4v IIn det(2'E) ~ dy 158 In| det((at 2)) 
—— 4v—199lo det(2"2) = |e 


再 由 zw CofCy 的 在意 性 ，7" 利 二 于 


最 后 ， 对 于 任意 TE Up 十 各. 因为 工人 在 加 记 十 出 8B; 人 上 的 左 作 月 保持 
二 中 误 ， 所 以 于 三 全 人 上 的 诱导 作用 电工 : (py [1 本 人 na [C 沽 下 


亚 T 生 = 丙 ， 


如 音 先 证 明 ， 如 果 了 了 屁 M* 人 二 下 全 上 的 熏 型 揽 关 构 ， 则 主 是 
本 变 的 ， 再 利用 自 复 届 影 的 全 纯 性 可 以 证 明 现 是 亲 不 变 的 .对 于 尾 党 的 


Ep 则 由 于 再 是 反对 称 的 和 J- 


不 变 的 ， 了 茬口 pg) 上 的 一 个 关 相 变 的 二 防 对 称 协 变 张 量 场 ， 因 此 ， 
为 证 明 外 是 写 pz( 避 上 的 Hermite 后 构 ， 内 项 说 明 9 是 正定 的 . 注意 型 
人 ip 十 各 在 人 raf 上 的 杰作 用 是 可 迁 的 ， 并且 g 基 Up 十 加 -不 这 的， 所 
以 只 需要 说 明 5 在 某 一 个 特殊 氮 钼 是 正定 的 印 可 ， 为 此 ， 鹤 


I ee 
本 | | 本 mB, 二 (1,: 和 ,站 


则 有 二 ,xo E Usa. 对 于 任 专 的 EDe 和 尾 意 的 SEEm (zx),f 在 UU 
中 的 局 部 复 释 款 是 站 = Za Zi，. 因为 
末了 = 中 五 十 下 ce 一 有 (二 YY)Eu， 
所 世相 成 上 ， 有 
B61n det( 2'2) =B61n det(Be lp + FTF.) 
= ln du + YI + B81n |det ol: 
一 上 ln detlTl, + YY). 
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转 此 里 音 下 的 定 关 可 各 
P= 一 4 一 165ln detll, 十 YY 1， 
国 为 了 是 Ui 中 点 的 复 坐 标 ， 所 以 
8Y = dr B=0, HF=0), HY = dr 
NUT) = wTIdY, CT = 一 二 1 


据 此 进行 直接 计算 可 知 ， 丰 点 z 处 [ 即 当 站 = 0 时 ), g = Str (tdY*. dF). 
固 此， 在 上 2 处 是 正定 的 ， 

(13] = 显 热 是 Up + 们 上 的 对 合 自 同 构 ， 对 于 任意 的 工 E Up 十 站, 把 它 
写成 如 二 的 分 执 蜡 阵 


T = 生 向 | 其 中 AE MI(p,C), 五 EM It. 
加 
TERs anaTipa =T EpoT = Tey, 
+ = D=0e+ AE Uy, Be). 
所 已 


| 站 站 
E., = {( 6 | Ae ip, BE uw] = Ulp) x Urg). 
[14) 要 语 : 人 全 十 由 地 Uip 十 四 jE 是 自然 提 影 ，e = 了 + 因为 地 是 
他 十 机 的 紧 子 群 ， 所 以 切 空 间 到 六 UP 十 本 /的 看 在 玉 - 不 变 内 各 ,而 
且 备 一 个 人 这样 的 元 谈 内 程 山 定 了 [十 明正 上 的 一 个 Up 十 四- 不 变 第 蝇 
庶 量 , 合 得 Ulp 二 gj 威 鸭 获 晶 对 葛 空 间 ， 此 时 ， 它 在 点 eK 站 的 中 心 对 
称 mm 的 定义 是 
vot)) = LT) = (epyo Tp.n). 
另外 ， 齐 性 空间 Up 十 如 /EK 到 复 射 第 空间 Gyw( 吕 的 等 同 喘 射 


TUp+tOE 2 GpalD 


村 


2 ， 
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的 证 总 是 


I 
TE Up 十 四， 其 中 2 = ( . , 


因此 ,映射 了 美 于 Up 十 四 在 Utp 十 四/K 和 Gps(C) 上 的 日 热 作用 是 
等 变 的 ， 于 是 可 以 到 定 Uw 十 机 JR 上 的 Ufp + 四 -不 变革 壬 庶 其 ， 人 已 得 
+ 二 GnefCl 是 等 中 ， 国 而 pot) 是 歼 显 对称 空间 ， 它 在 
点 xo 三 下 [2 处 的 中 心 对 乏 二 可 以 通过 等 同 睫 射 了 表示 为 
= = nigpal cpa 2Z0), 

其 中 了 三 riz0) = 了 20) E GonnkCl. 由 于 T 是 全 纯 栈 射 ， 不 难 剂 违 ， 
5 也 是 全 纯 辽 躺 - 另 一 方面 ， 台 pi) 在 任意 一 点 了 = wT20) E Gp,al 癌 
外 的 中 心 对 际 s 定义 如 下 : 

Gry) = Triire Tr, VE Gpw lO 
于 是 利用 5 的 全 纯 性 可 雇 看 出 ，#4 是 全 证 的 . 所 以 Go 人 ii 是 Haermite 
对 称 空 间 . 


. 由 第 具 章 的 例 5, T 人 十 人 个 宝 纯 池 作 用 于 Dw 恨 所 第 作 章 习题 第 妈 


题 的 结论 【人 2, UD 十 和 六 在 Dj, 上 的 这 种 作用 是 可 迁 的 , 此 外 由 第 八 章 的 
人 .32) 式 容 易 利 道 ，U 人 二 由 自在 原点 已 处 的 于 向 子 苦 是 乓 = Ulp)x Uig). 
于 是 ， Di 药 同 寺 齐 性 空间 UD 十 4 办/ 坟 . 对 于 企 高 的 了 工 生 训 妇 十 灿 旬 ， 
定义 g[ 了 ) = spq7ene 则 映射 9 :Up 十 如 四 于 DUCp 寺 四 是 Up 二 四 
上 的 一 个 对 合 自 司 构 . 可 以 直接 算出 ，r 的 不 动 点 子 群 正 是 兵 . 由 于 下 是 
紧 吾 的 ， 五 ps 二 Dip 十 49,0)/K 是 区 星 对 称 空 间 . 注意 到 Up 二 9, 和 的 必 
月 保持 Dp 上 的 Hermite 内 杜 趟 变 ! 震 看 第 八 章 的 例 6.5), 采用 本章 习题 
第 18 题 的 届 法 说 朋 口 , , 是 Hermite 对 释 空 间 . 

显然 ， 下 是 拌 如 的 闭 子 娃 ， 因 而 商 空间 /JK 是 光 记 六 弄 、 对 于 性 感 的 
i 罗 三 此 | 如果 六 (1 六 ) = 92 到) 则 有 (gj 让 = pl9a) 苹 . 所 岂 


pigr a) = (pn)) lga) EEE, 


因而 97194 € pK 尺 ) = 天. 于 是 ,由 基 一 扩大, 这 说 明 , 映射 :GYK 一 
让/ 所 其 一 个 单 射 、 再 由 假设 蘑 件 ， 玉 是 双 射 国 此 ， 事 据 反 商 数 定理 ， 为 


21, 
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证 明 所 寡 的 靖 论 ， 只 要 说 明 映 射 名 人 外 处 是 提 入 ， 叉 国 为 再 甘于 妖 的 杰作 用 
是 等 变 的 ， 而 且 根 据 庙 空间 Gj 和 避 / 匡 上 徽 葵 结 构 的 定 交 , 群 的 三 作用 
是 南 空间 的 沈 泛 同 脖 ， 上 所 以 只 要 证 虹 所 在 点 eK 椒 基 视 入 儿 可 ， 上 其 中 是 
铬 它 的 单位 元 因为 wp: 宫 一 上 是 满 射 ,所 以 它 在 单位 元 e 处 的 切 映 射 
Fe 也 是 满 射 . 设 了 玉 和 下 天 分 别 是 闭 于 群 天 和 天 在 单位 元 处 的 切 空 
间 ， 则 痊 易 验证 ， 丈 瓜 = 记忆 人 T 站 ) 因而 pe 诱导 了 强 性 商 变 间 之 间 的 
同 构 更 ; TOTE 人 CTE 民 .最 后 ， 由 商 空间 GK 各 /KR 上 微分 
结 物 的 构 复 以 及 名 的 定名 不 难 知 道 凶 .sekx 是 线性 同 构 . 

(1 必 取 李 代 数 8 的 基 席 [5i}, 它 的 对 偶 基 记 为 {ww 和, 则 由 总 性 变换 的 迹 的 
定义 ， 


BIEY)=tr(adX) oa ) = > wilX, Ye), YX,Y en. 
于 基 由 括号 束 [下 , 了 ] 的 骏 诺 性 性 质 立 即 可 知 ， Kiling 弄 式 BB 足 双 号 性 


的 . 
(2] 利用 Jacobi 恒等式 . 


， 首先， 对 于 每 一 个 = 1 取 时 的 营 席 fei]， 相应 的 对 铀 基 设 为 


{3 则 fei es } 是 各 的 基 ， 其 对 偶 基 是 位 中 ,wr}】 另 一 方 
而 ， 由 李 民 数 的 理 坦 的 定义 ， 对 于 尾音 的 i, [g, Bi] C gi- 于 是 当 衬 关 ] 时 ， 
只 要 天 Eg € yj 刁 有 [YE gn gs = {0), 因而 有 [8 机] = {0}. 
所 以 对 于 任意 的 站 EGE 利 站 Eg 


BX YT) = tr (ad(X) oad(7) = 9 wi tN [Ye = 0. 


上 
Ch 


于 是 ， 当 i 天 ， BIgi, gi;) 三 省 . 
此 和 外， 对 于 和 餐 一 个 国定 的 世 设 记 是 上 的 Killing 形式 则 对 于 芷 意 的 
XE gi 当 j 了 天 让 时 ， 因为 [Ye5] = 0, 所 以 


BEYT) = wl et DY od et = BX). 
时 Ee 


23. 设 8 荐 受 致 李 代 数 上 的 Killing 歼 式 ， 存在 紧 改 胸 李 群 G, 使 得 上 的 李 


代数 同 构 于 $8. 任 滞 取 口上 的 一 个 双 不 问 各 曙 度量 ， 它 在 自 上 请 导 了 一 个 


本 
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uo) 不 查 内 禹 4,"), 即 有 


‘Ed 2 + Tad =0 YEM2Eg. 


因 师 ，adi] 作为 人 上 的 线性 蛮 换 关 于 肉 积 人才 是 反对 称 的 ， 任 意 取 定 9g 
的 一 个 基 [es】, 其 对 侦 基 记 为 fo" 如 果 ad 二 ) 甘于 [cs] 的 矩阵 仍然 记 
为 36[ 蕊 ), 虽然 性 变 坊 ad{ 人 6 3d[ 于 ) 关于 {ea} 的 给 阵 是 


a = —adlX)- (gd( XY. 
所 世 
DN A =tr [adi Xl oad(l2X)) = triadlX)- adlX)) 
= —triad) (ad ) 0, 


由 记忆 8 的 任意 注 ， 互 是 半 负 定 的 ， 


z 【1) 建立 映射 让: gy 一 局 司 得 


fm) = v lm wet mem, 


啊 了 其 空 线性 同和 愧 .利用 了 可 以 把 让 和 区 作为 空 线 性 空间 ) 等 局 起 来 ， 
因而 可 以 抱 李 梯 GGLI8) 和 避 Lig) 等 同 起 来 ， 在 此 意 妾 下， adi 尼 ) 等 同 于 
adef8), 从 而 adj 各 和 ad 的 分别 在 GLG) 和 GL(g) 中 生成 的 子 群 是 等 
司 的 . 所 以 由 正 变 对 称 窑 化 束 的 定 癌 , 当 [9,o] 是 正 变 对称 李 代数 时 ，i5 ,了 ) 
也 是 正 匡 对 硼 李 代 妆 ， 
显 热 ， 节 三 中 ,5 在 六 上 复线 性 扩充 等 于 g. 可 以 抬 9 改写 为 

9 = 外面 V1. 
g* 上 关于 外 的 共 辐 映射 记 为 .下面 计 算 半 对 全 记 = oon 的 不 动 点 桌 . 


对 于 任意 的 站 十 Ww 二 1nzs ;有 各 ,Ra EE mi, ma Em, 生得 


= = ks + ms, 


Plga)=o 【ri (kL 十 WwW 一 lnmsa + vlik;— W 一 rrai])] 
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一 了 (二 + vm — vy-Tiks ~ v1)) 

三 CR + vw letmz) — yle(ky) ~ vle(m)) 

= ~ ylma — vl tm = htm — wT + ma) 
一 网 一 Wl 


所 以 ， 1 十 WwW 一 15s 属于 页 的 十 动 点 提 当 旦 公 当 更 三 小 邯 中 1 +w—1lg 大 由 ， 
因此 ， 15,8) 的 对 侦 是 ig,5). 

(3 对 于 任意 的 下 三 下 下 二 局)4=> 对 于 任意 的 Kr 和 任意 的 ma Em 
[kk tv Tm = 0, Bk, ktv -It mi) = 自生 全 人 大 , 和] = 大 ,ml] = 0, 
VL 由 此 即 知 ， 正 交 对 芒 
村 代数 (9, o) 是 有 效 的 当 且 贫 当 它 的 对 个 (B55) 是 有 效 的 . 

(3) 首先 由 定 六， 【oz 是 Euclid 型 的 当日 概 当 


[mim] =0 < [v 一 Im,v 一 lim] = 
弛 1,5) 的 对 个 (5,5) 是 Euclid 型 的 ， 


其 次 ， 往 意 到 日 和 和 上 的 Killing 形式 到 8 = 总 上 的 复线 性 扩充 是 一 致 
的 ， 记 为 互 ， 所 以 李 代 数 0 是 半 单 的 二 8 的 Killing 形式 已 是非 旭 化 的 
拓 对 于 任 党 的 上 EE 和 任意 的 而 m, 当 上 吉 关 0 时 ，BIR,E) 半 Wi 当 
疯 关 DO 时 ，Bim, mm) 天 四 二 对 于 仔 意 的 让 Et 和 任意 的 mE m, 当 上 关上 0 
时 ， BIKE) D0; 当 mA 时 Biv Tlm, voIm) £0 +g 的 Killing 
形式 号 是 非 退 化 的 “一 幸 代数 5 是 半音 的， 

由 定理 5.5, 正 交 对 称 李 心 数 (9,0) 和 (5,5) 的 Killing 形式 在 上 上 的 限制 
都 基 半 前 定 的 所以， 作为 半 单 的 正 交 对 称 李 代数 ，{g, s) 是 紧 致 的 当 且 仅 
当 它 的 攻 iling 形式 BB 在 m 上 的 限制 是 负 定 的 ， 即 B 在 v 一 Im 上 的 限制 
是 正定 的 【因而 基 非 负 定 的 )， 后 者 等 虱子 [8,5) 是 不 紧 型 的 . 


5 设 m 是 下 的 任意 一 个 非 平凡 的 adE- 不 三 于 空 闻 ，m" 是 mm' 在 m 中 关于 


Killing 形式 5B 的 正 交 补 ， 央 mw* 也 是 adt- 不 变 的 ， 因 而 有 [em"] cm 
对 于 任意 的 文 € mY Em", 由 于 [mm] CE 利用 旦 关于 adg 的 不 变性 
{ 委 看 本 意 习 是 种 21 题 的 申论 【的 1 得 


BILE YY [X,YD) = -BY, IX X,Y) =0. 
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固 沟 {9,35) 是 有 将 的 ， 所 以 由 定理 5.3 的 竺 论 人 召 在 上 的 限制 是 负 定 
的 ， 基 有 [让 ,了 = 二 0. 在 由 半 &m 和 六 Emm” 的 任意 性，[m',m"] 三 改 
由 此 结 音 Jacobi 恒等式 不 寻 看 出 ， [mi ] 出 加 是 8 的 于 想 ， 

12 邵 困 上 是 单 李 代 数 ， 网 昌 是 目 己 的 唯一 非 平 岂 理 想 ， 固 而 有 

和 一 fm mm ] 昌 而 


注意 到 [mm] 忆 mm' 亡 并 且 关于 wo 的 特征 于 空间 分 解 是 唯一 的 ， 
旅 韦 
[fm m=t m=m. 
由 于 mn' 是 m 中 的 任意 一 个 adf- 不 迹 子 空间 ， [9g, 0) 是 本 可 的 的 . 
2 刘 平 存在 6 的 紧 单 理想 gi, 使得 二 生计 5igw)) 证 明 9 是 9 中 了 畦 一 的 
一 个 甘于 灵 封 夺 的 理想 ， 另 一 方面 ， |m ,mm] 簿 mm 星 蜂 甘于 o 是 封闭 的 ， 
确 有 
= [m,n 时 
于 是 ， 潭 用 情形 1* 后 边 的 讨 沦 可 知 ， 【4,5) 是 赴 可 的 的 ， 
. 设 {ei 荐 9 的 基 廊 ， wi 是 它 的 对 侦 基 ， 则 {stes)} 也 是 9 的 一 个 基 席 ， 
相应 的 对 侦 基 是 {5 ww'}， 于 是 由 Killing 形式 BB 的 定名 知 ， 对 于 尾 意 的 
是 : 了 EN 
Bfaf af) =tr (ad(o( Xo adio(F)) = wi (lol A), [etY), er]) 

= or) ol rte = ww (ollX, [Yr, otes))))) 

= "wt, {ole} = tr (ad{ NY o adlY)) 

=D(X, YF) 


可 网 ， 旦 荐 在 J 虱 用 下 是 布 变 的 . 
记名 = [mm 员 喇 国光 多 Cm [mm] CE 所 以 由 Jacobi 恒等式 


aa 一 -一 一 一 一 一人 一- 一 一 


FF 
= 


清和 


设 go 在 g 中 区 于 Killing 形式 了 B 的 正 交 补 空间 是 gi, 刚 有 直 和 分 航 ， 
和 一 0 条. 对 于 任意 的 基 E go, Y € 姥 ,由 于 ge 是 9 的 理想 ， 有 


BIX.Y),2)= -BX,2) =0 v3eg. 


因 尽 g 是 半 单 的 ， 所 以 号 非 这 化， 放 | 站 ,了 = 0. 由 站 ,了 的 任意 性 ， 
[5,90] = 上 0, 比 外 ， 对 于 任意 的 着 ,全 研 时 ， 


BUY, Ye X) = BI (FX) =0, WX Ego. 


所 以 ， [了] E 及 .因此 ， [二 时 ] C 上 时. 于 是 ， 财 也 是 9 的 理想 . 利 
用 互 的 非 退化 性 还 容易 说 明 go 六 时 = {0}. 


晤 后 ， 对 于 仁 意 的 二 Em 了 了 EE 是 , 央 鸭 
i, = pK), et) = —[X, ¥), 


Wi [X,Y] Em 


- 设 好 折 对 应 的 有 效 正 变 对 称 诗 代数 是 {9,9). 因为 MY 是 半 单 的 ， 故 由 定 


久 4 可知， fg,a) 是 半 单 的 ， 表 由 定理 5.11, (9,0) 可 以 分 解 为 如 下 不 可 
约 的 正 训 对 称 广 代数 的 直 刘 


【5 | = ‘Bis Tl ) 昌 ，…… 时 【和 nm) 


其 中 gi = rm 三 1, :Fr， 不 难看 出 ， 对 于 任意 的 fj 党 生 夫 了 时 ， 
[9i; 时 ] = 0. 出 此 可 知 ， 餐 一 个 (gi,51) 都 是 有 效 的 ， 设 Lgi, #5) 所 确定 的 区 
受 对 称 空 间 足 和 WH;, 由 Ji 其 不 可 加 的 ， 并 且 夺 


MM = A mw Mi. 


习 题 十 


攻 , gp] jm, mn, 十 [m. [El + fm © a; 

] . 3 r 二 
ea 可 元 引入 记号 【人民 了 
所 以 ， 区 是 让 的 一 个 理想 . | 看 一 Fh, 站 ge) 一 Ee es , a), 本 护 GLIY, EK, 亡 区 


0 


习 怒 刻 答 和 提示 


对 于 每 一 十 w 了 定 匀 映射 
| F- 
oi) Rt =R"xR 
如下; 
中 a [at 人] dh = (pu tp a 
vp EC, de GL(r, R). 


显然 ， 更。 把 订 -104,) 一 一 地 映 为 有 "+ 中 的 开 开 pa (Ds)】 x GL(r,R). 
于 是 ， 名 ,可 以 看 作 梨 合 FG】 上 的 坐标 映射 . 
当 ,Ua 着 时 ， 有 转移 两 数 ga: Ui Us 一 GLIm, ,由 定义 不 崔 
看 出 ( 辣 辣 名 .12) 和 人 (2.14] 式 ), 对 于 尾 沪 的 EUs 站 Us 

sp) = a lp)gagtp). 
于 是 对 于 任意 的 = E (pj 如果 有 两 个 表达 式 ; 

a = sp A = a py A, 

[El 症 t) 和 Ht 禄 尼 4 一 game 医 此 ， 8) 的 元 素 都 是 点 让 
和 Jia) 的 各 元 素 的 光 清 画 履 ， 此 外 ， 轩 于 【La pa) 和 [Eeea] 划 忆 下 相 
美的 ， 如 果 记 


gor 一 人 
央 Es 二 pe 9 Wa Fa) 振兴 诗 的 ,由 此 可 知 ， 
od :pe lL NUa) x R”™ palUs NU) x RY 
时 光滑 映射 ， 固 凋 也 基 沈 计 同 且 ， 
桂 别 地 ， 瞎 射 生生 = ”是 同 怀 ， 这 意 哮 着 限 计 


= 2 和 a 
Wi oa: UNUe BR UnNUs) x 


是 同上 肛 ， 因 此 ， 对 于 每 一 个 aE 把 局 x ”的 拓扑 通 和 映射 we 物 植 
到 坷 -D6) 上 所 得 到 的 拓 害 都 是 相 容 的 ， 事 实 上 ， 当 Ua nN Us 关 名 时， 国 


EE 


习 酌 十 321 


为 Bo 二 加 9 0a) 并且 人 31 0 人 ts 是 同 是 ,新 以 在 十 -D6 N03] = 
[Us] 几 寺 [Ug) 上 通过 映 胡 Wa 称 胡 的 天 扑 与 通过 如 移植 的 拓扑 是 

-或 的 ， 于 是 ,把 raitaE 站 上 的 拓 补 并 起 洲 便 可 在 玉 上 列 定 一 个 
拓扑 结构 ， 旺 热 ， 在 已 的 这 个 拓扑 下 ， 映 射 


Bo 一 (pa x dd) od :FH po Un) x RY CC Rt 


卫 同 且 ， 所 以 {00), 币 a); a EE 了 给 出 了 PP 的 一 个 Cs- 相关 的 坐标 
团 六 ， 它 在 呈 上 确定 了 一 个 沧 清 结构 ， 使 得 严 成 为 mm 十 7* 维 光 谓 流 形 . 


男 一 方面 ， 在 PP 的 上 还 党 谓 辣 构 下 ， 遇 新 元 : PP 二 邮 宪 局 部 些 标 孝 城 
者 “U6) 上 的 表达 式 是 


研 岂 ， 示 是 光 谢 的 开 腕 市 ， 此 让 
Eo 0 Walp A = Bala AP)) = Cr, AT), 


故 瑟 射 下 Ux 本” 一半) 是 光滑 同 是 


2 设 T = 帆 m .考虑 于 集 


B= | |]{ayxU, x 


王 记 了 


它 是 一 个 zn 十 Pr 弘光 滑 流 形 ， 由 于 149 满足 定理 3.1 中 的 相 容 性 订 件 ， 
可 以 在 生 让 定义 等 价 美 系 ~ 如 下 对 于 任意 的 (nm,p, 让 , {3,5 用 EE 户 ， 


(up)~ p= eV NUe, 并且 f= elp):f 


用 已 = 互 /~ 表示 BB 甘于 等 价 关 系 ~ 的 南 空 间 ， 并 把 (a.m 及 让 关于 
~ 的 等 忻 类 记 汶 [cr,p, 川 . 定之 失 影 贡 : 号 一 时 为 


Tp = Yap es. 
对 于 熏 一 沾 [EE 万 了 定 忱 上 本 射 Ih, a Cr, E F + Ti 性 每 


att, f= [sf Yip fF EU xF. 


机 


一 一 


和 
容易 看 出 ， 央 是 一 一 对 应 ,并且 zo Walp, 门 =p 下 面 说 明 : 在 旦 上 有 博 
定 的 光滑 结构 使 得 每 一 个 #x 都 旦 光滑 同 旺 并且 * 是 光 注 瞎 射 。 首先 , 通 
过 we 可 以 把 如 , x 严 上 的 光滑 结 徇 据 到 -+(Us) 上 使 之 成 为 光滑 流 形 ， 

对 于 不 同 的 o,f, 当 Ua Us 关 和 时， FIDe 0) 分 别 作为 (Uo) 
种 ziUg) 的 开 于 流 形 ， 所 对 应 的 光 宰 半 攀 记 为 B31, 纳 ， 显然 ， 对 于 任 沪 


的 (pf) EE (Va NN Ua} x FE, 
是 丰 [ 盏 ， 月 = We lp f= =p, f = 四 可 (pf 


所 惧 ， 从 GC mn Te a) 到 tw 0), #6) 的 恒 等 映 射 是 学 清 
同 且 ， 园 而 wi = 号 . 由 此 午 难 看 出 ， 旦 上 在 让 唯一 的 弟 滑 结构 ， 售 音 餐 
一 个 xia) 都 旺 它 的 和 开 子 流 形 ,因而 加 是 光 淮 癌 是 同时 ， 由 于 在 
每 一 小 二 TI) 上 的 限制 是 光裕 的 ， 它 在 互 的 任意 一 点 处 都 是 区 证 的 . 
直 此 可 以 直 挡 验 证 ， fa , 训 E 丰 是 吾 上 的 一 个 局 部 平凡 化 闭 构 所 以 ， 
玫 :- 百 一 时 是 光 调 丫 形 册 上 以 号 为 知 构 类 的 主 外 . 


划 于 性 意 的 EL 当中 Ls 六 鲁 时 ， 
dap,f) = weln, ) = f = sos lp?) 
其 中 peEftanins JE 这 意味 着 
Web oo Wep = yap ln). 


度 Do; I GE 了 是 光 语 流 形 邮 的 一 个 局 部 上 坐标 驻 益 了 时 各 工 " 肝 
的 标 想 妇 FDNY) 和 LM) 都 是 MM 上 的 下 Li RR})- 主 全， 相应 的 雁 投 分 
别 记 为 :FOND 一 站: 一 对 于 性 意 的 a E 了 FILM) 和 
"LMT) 站 Ua 上 的 局 部 平 扩 化 


Wa: Uo x GL BR) 7 Uo), to :th x GL(m RN + #47 (Ls) 
分 别 由 下 面 两 式 定 六， 


F dr 
> a ， ip, B=B.| : | 
过 af, A = ( 寺 … Ee zs ) "A sl, B=B | . a 


dz 


] 
| 
| 
| 
| 
| 


——— 


> 


| 


WeU, ABEGLm,R). 


由 此 不 难得 知 ， 对 于 a,8 E 了 ,知县 Uo nvUs 关 业 则 FUMY) 和 "LM) 在 
Us 站 Ca 上 的 转移 画 数 分 别 是 


Or 


eR 
pr rh Wns pp 3 Wi ( 蜂 中 F 


Dry ，， 
有 iD = ?Was = | — ip) |， 
轩 导 
vp E U, me， 


显 热 ， jog 和 58 分别 昆 训 只 了 1 和 亲切 吕 全 "时 的 转 称 画 教 旗 . 


- 是 交 自然 投影 :OFM 一 对 ,使 得 对 于 任意 的 PE HH, r{Op(N)) = {p} 


参照 本 章 习 题 第 1 题 的 作法 ， 可 以 确定 LA) 上 的 拓 冲 结构 和 光滑 结构 . 
使 之 成 为 本 (+ LA2 维 光 清 流 形 ， 取 定 对 的 一 个 开 杠 蔓 Ti wm E 7}, 使 
得 对 于 任意 的 aE 时 在 UW。 上 有 单 己 正 交 标 哥 扬 {由 】. 记 

8 = 8), , Be), 
则 有 喘 英 wo : D6 x 器, 民 ] 二 156), 它 的 定 交 是 


watp, A = 0p). A Vp ET,, AE Om,R). 


不 难 验 证 ， {yaiaE 用 是 OUOU) 的 一 小 局 部 平凡 靖 攀 ， 并 且 司 得 OLM) 
感光 型 上 一 个 站 fn 县 )- 主 名 


3， 在 本 章 习 遇 第 4 题 的 间 符 中 ， 承 于 的 一 个 开 屠 僵 {Ui ce E 太 , 使 得 对 于 


任意 的 a 了 了 首 tL 上 有 与 共 定 向 相符 的 标 架 场 {而 "*}， 其 休 的 作法 
同 第 二 题 . 


. 耶 上 的 一 个 开 槛 瘟 {Ui; a € 六 ,使 得 对 于 任意 的 中 E 了 了 对 在 由 上 有 与 


其 定向 相符 的 单位 正 变 标 巢 场 { 以 中 1， 然后 仿照 本 章 习 是 第 4 是 的 作法 . 
伏 在 司 考 讽 页 [3, 第 六 章 ， 写 理 5.1]. 


. 群 瑟 ; 在 Sm 上 有 目 然 的 右 作 用 ， 它 显然 是 自由 的 ， 并 且 及 Pr 就 是 3 在 


:2 


习题 解 芝 机 提示 
到 EBP" 的 一 个 局 部 坐标 团 普 
{Us i ga 主 芭 和 空中 十 二 上 
其 中 
Le = {lz,- hs rh 它 及 n+1; 半空 A 0 
定 久 及 身 入 ,Ds Xs Us], 使 得 
Wnt, ,1) = 士 Sgn te ) ,1 tl), 


Eee 


YI te ts. 
如 县 用 局 部 坐标 总 表示 ， 则 有 
十 1 1 本 一 是 亚 死 
i 十 站 = 一 RE 全 记 | ) 圳 吕 ;1. rE 
WIé6) E palUe). 
星 恩 ， 贞 射 内 是 以 Lx Bs 到 [56)】 的 光 溃 同 肚 . 容易 于 出 ， 对 于 性 
前 的 a, 如 在 名 s 的 右 作 用 下 是 等 变 的 ， 鼓 由 定理 33 T :83 一 RP" 成 
淄 一 个 至 主 上 ， 


,证 元 :下 [一 虹 是 时 的 切 标 身上 愉 ， 


[必要 性 ) 任 老 取 定 对 的 一 个 定向 ， 对 于 尾 意 的 p€ 名, 令 


Fa 一 TeEr 1(p); e 与 他 在 点 b 的 定向 相符 }， 
FM)= [) Bi). 
BEMT 
则 由 素 章 习题 第 5 题 ，F*LM) 是 履 上 的 一 个 GLolrme 本 -十 战 ， 它 显然 
是 Fi 各) 的 一 个 开 子 流 形 ， 可 以 直接 验证 ， 世 省 上 映射: FU) 一 PLUM) 
是 其 同 态 . 由 此 容易 知道 ， FM) 是 EC] 的 的 化 从 ,因而 FL 的 结 
攀 群 嫩 Lfm, 及 ] 可 以 的 化 为 GLofm, 辐 ， 
[充分 性 ] 设 Fi 的 站 构 群 GLIm ,下 | 可 以 的 化 为 GLolrm, 本 则 存在 村 
上 的 GDLvlm, 民 ) 主 是 基 :三 一 则 和 主 是 同意 下 :中 一 三 () 业 得 相应 的 
搓 同 态 由: 避 Luim, 有] 一 Lmm, 到 沟 单 同 恋 , 并 且 诱 导 嗅 射 是 
是 恒 同 映射 . 通过 映射 量 可 以 把 和 和 重 { 记 ) 己 忆 (对 ) 等 同 起 来 ， 因 市 不 妨 


10. 


四 习题 十 325 
候 误 了 IMD 误 宇 是 时 的 尖 谓 站 构 ， 定 总 wi 亡 二, 使 得 对 于 性 意 
的 (Uz ey, 


(Us) E A = | | Ep), VpeM. 


pl， ' er"|, 


可 以 验证 ， zi 注 足 光 说 流 形 可 定 问 定名 中 的 第 件 ， 所 以 WY 是 可 证 向 的 , 
同上 题 ， 设 7: FLM) 一 MM 是 NH 的 切 标 架 从 . 

(必要 性 ) 在 对 上 取 定 一 个 比 曲 度量， 对 于 任意 的 PE 好 , 用 OQ,(M) 表示 
时 在 点 也 的 所 有 单位 正 交 标 架 构成 的 斥 侣 ， 并 且 仿 


OM = 人 oo) 
LEBI 

出 由 来 章 习题 第 日 题 ， 总 0 是 时 上 的 一 个 Or 玉 )- 主 品 ， 它 显 总 旺 
所 人) 的 一 个 闭 子 流 形 、 可 以 直接 瞪 证 ， 包 但 映射 证 : OUMY 一 PLM) 是 
大同 沪 ， 由 此 和 容易 知道 ，Dfi) 是 FUMT) 的 的 化 总 ,因而 下 CM) 的 结构 群 
Li 起) 本 由 的 化 图 所 fm RY. 

{ 充 仓 性) 设 避 Ltm, 司 ] 可 以 的 化 省 正 变 嫩 站 fm 及), 则 存在 邮 上 的 rm, 里 ] 
主 具 主 :PP 一 时 和 主 从 同 态 二 :PP 一 Fi) 使 得 丰 应 的 相同 塌 
mL 民 ) 为 单 同 志 ， 并 且 诱 导 映 射 各 : 对 一 对 是 
恒 同 昨 射 . 通过 上 映射 重 可 以 汉 了 和 重 LPBY CFFUMY 等 同 起 米 ， 因 而 不 坊 
根 设 王 忆 于) 对 于 任意 的 PE 时 取 点 的 一 个 充分 小 开 考 域 吕 和 
在 忆 上 的 一 个 光 守 埠 面 :一 下 把 sila 作 注 单 伺 正 襄 共 ， 可 区 定 交 
Tp 用 上 的 一 个 内 积 步 - 将 易 验 证 ， gp 与 截面 = 的 取 法 无 关 ， 并 且 gr 光 
带 垢 依 打 于 点 pb. 因此， {95;PE 训 } 是 MM 上 的 一 个 黎明 度量 . 


. 设 : PLM) 地 H 是 如 的 切 标 架 是 ， 取 定 让 的 一 个 定向 


(纪要 性 ) 在 时 上 取 定 一 个 黎 明度 最， 对 于 任意 的 pe 导 , 用 SO MD) 雪 

示 身 证 点 台 的 所 有 与 定向 相符 的 单位 正 交 标 沫 构成 的 集合 ， 并 且 仿 
SOUd] = | 80, tM). 

则 由 本 章 习 题 第 7 了 是 ，3D0M 是 好 上 的 一 全 80fm, 罗 - 主 具 ， 它 显 杖 是 

[NN) 的 一 个 闭 子 流 形 .可 以 直接 验证 ， 也 富 映 射 :5OUW) 一 FW) 是 


a 


13. 


习题 解 区 和 提示 


a 


如 同 塞 ， 由 此 容易 知道 ， So 是 FM ) 的 的 化 部， 因而 FU) 的 站 板 
洋 如 La 到] 可 蔬 区 化 为 SC 人 (rr 医 /， 
[充分 注 ) 和 上 一 蔬 的 充分 性 证 明 相 间 ， 


， 邵 里 各 分 好 维 态 (BB, 了 季 五, 如) 是 平 几 丰 ,， 即 百 = 时 x 下 , 取 和 H 的 开 禾 


{村}, 并 是 伟 切 二 a, 则 4 是 日 的 一 个 平 几 化 半 构 ,相应 的 转 获 甬 
数 族 是 49 三 这 P = 6 这 昌 上 表示 结构 群 局 的 单位 元 素 ， 自 于 B 的 相配 
主 处 志 和 电 具 有 相同 的 乱 称 函数 友 ， 互 具有 转移 两 数 蔷 【9 因此， 下 
可 以 的 化 为 {e]}- 主 县 ， 芭 过 训 ， 妇 果 互 可 以 区 尼 肖 {e}- 主 此 ， 则 存在 对 
的 一 个 开 要 盖 {U5;a E 1 和 已 的 平凡 化 结构 


Wao EG R UYael, 


使 得 相应 的 转 称 函数 屿 {gaa} 在 ft} 中 诛 值 ， 即 对 寺 任意 的 0,8 E 了 ,如果 
PE VanbDg, gos (lp) = e 于 是 , 对 于 任意 的 p 6 村 ,加 黑 p EE Ulu € 几 ， 
则 声 , {p;8] 与 & 的 歌 法 无 关 ， 因 此 ， 驴 有 大 范围 地 定义 在 对 上 光滑 蕉 面 
5, 刷 得 对 于 任意 的 x 并 


8| rs ‘pp) — LU (p, 2), ke 所 Ll. 


二 是 可 以 定 训 上 的 平凡 化 
WM NM = 3, 


使 得 区 (tp, = sp gwp E ME G) 显然， 对 应 于 平凡 化 结构 《{ 闻 ] 的 
转移 函数 族 是 {9 三 ej， 由 相配 此 的 定义 ， {9as} 也 是 微分 向 量 共 BB 的 转 
移 函 数 族 .于 是 ， 半 维 具 避 具有 刺 体 的 平凡 化 贡 : 了 于 下 一 五. 

此 处 ， 从 上 面 的 证 明 不 蕉 看 出 , 主 恕 语 可 以 的 化 为 {ej- 主 从 当量 仅 当 请 具 
有 太 落 要 地 定义 在 底 济 形 时 上 的 郊 滑 截面 . 

对 于 性 意 的 p E E&P", 因为 5" 在 点 也 处 的 娃 礁 mp] 仅 舍 有 两 个 虑 ,因而 
呈 沦 维 流 形 ， 所 以 对 于 碧 一 点 由 E TID. 5" 在 点 的 铁 重 空间 人 W = 位 上 
国 此 ， 主 各 5 : 8 一 取 Pa 上 的 每 一 个 惑 弟 在 上 点 所 对 应 的 水 平 空间 
可 = TS", 这 说 明 ， 一 方面 ， 如果 把 3" 在 任意 一 点 的 切 空间 视 为 水 平 空 
间 ， 就 可 以 得 刘 主 从 :57 一 RRPr 上 的 一 个 联络 末 ; 另 一 方面 ， 这 洋 得 
到 的 联络 开 也 是 读 主 从 上 的 唯一 联络 . 


可 是 十 327 


Ee 


.下 先 指出 ， 由 十 并 的 过 通 性 ， 屠 的 基本 群 的 基点 可 已 取 在 任意 一 点 (不 


辣 点 所 对 应 的 基 林 寿 是 相互 磊 扬 的 ]. 硅 此 意 匀 下， 基本 样 zi 可 以 光滑 
地 右 作 用 于 村 .事实 上 ,对 于 任意 的 户 E 到 和 任意 的 [%] E ri), 其 中 
7 基 对 上 内 p= "wf 剖 为 基点 的 闭 曲 句 ， 以 下 袁 示 了 在 点 豆 处 的 唯一 提升 
邮 线 ， 邯 沈 点 记 为 灾 仿 , 吕 )， 显 然 ， 于 (6, [9y]) 与 代表 元 的 旋 取 无 鞠 . 不 
难看 出 , 由 (3, [上 亚 ( 训 门 ) 确定 了 [az) 在 闻 上 的 一 个 光滑 的 右 作 
用 , 由 对 的 单 连 通 性 可 知 ，i (8) 在 好 上 的 这 种 作用 是 自由 的 - 此 外 ， 
出 村 全 空间 的 定名 ， 于 于 任意 的 pj E 对 , 存在 点 p 的 和 开 部 起 U, 使 得 在 
7 【5 的 每 一 个 连通 分 过 大 上 的 限制 rr ; Di 一 卫 是 光滑 同 旺 ， 尾 意 
固定 一 个 指标 io, 令 o= (T6077 0 [网 有 750 = idy, 定义 映 
射 
viU x nt) 一 TD 

使 得 

wo, = 本 站 YEExmt 


不 崔 验 证 ， 芭 是 开 的 一 个 局 部 平凡 化 ， 并 且 精 足 
iwip, [Ph), Pe) = ¥ tp, [ma]# Pa), wp’ ED lv], bs] E mM), 
即 局 部 平 岂 化 兴 在 mt) 的 必用 下 是 等 蛮 的 。 另 外， 容易 知 彰 
= Wr). 
由 定理 3.3, 1 肛 , 夺 ,Tm 基 村 上 的 一 个 zz.0MY- 主 愉 ， 


对 于 在 意 的 pE 入 , 下 各) 是 高 散 的 ， 园 而 是 对 的 零 维 子 流 形 ， 所 以 主 从 
:村 一 妇 上 的 联络 也 是 唯一 的 ， 它 在 生意 一 点 六 E 的 求 平 空间 就 是 
是 在 该 点 的 切 空间 瑟 并 . 


5 间 ) 对 于 任意 的 ws @ 和 任意 的 wu & TG, ”是 水 平 向 量 当 且 仅 内 


元 [itn)) 三 at 办 三 由 
它 等 价 干 wtv) E 各. 由 Maurer-Cartan 形式 的 定 允 知 ，m 基 术 平和 疝 量 当 


且 妇 当下 后 下 of 所 以 主 十 末 : 妆 一 所 人 玫 在 站 点 关于 联络 时 的 水 平 
空间 百 , = [Dolm). 当 并 ,YY & m 上 时， 它们 可 愉 术 为 工 避 中 的 向 最， 也 


了 2 


下 
一 ] 


习 起 解答 和 将 示 


可 以 看 作 马上 的 诺 不 变 向 量 局 .如 果 把 六 ,站 视 为 马上 上 的 赫 未 变 癌 量 场 ， 
出 对 于 任意 的 由 E 忆 | 大 区 ETfLrsrml= 百 ,四 人 在 安 的 在 一 点 
处 的 值 都 旺 水 平 向 量 ， 于 是 有 wl) = wl(Y] 三 0 另 一 方面 ， 如 果 把 四 看 
作 是 宫 的 所 有 有 至 赴 变 问 量 声 所 构成 的 李江 艇 ， 网 Navrer-Gartan 形式 在 昌 
上 的 必 甲 相当 于 恒 同 瞎 射 ， 所 以 由 曲率 形式 的 定 避 ， 
NX YY 一 df 和 YY) 一) 一 Fa 全) 下 ) 
=— TX 7 = 一 下 人 [YY])， 


其 中 最 后 一 步 是 因为 [ 兰 , 8] 基 避 上 的 正 干 变 问 量 峭 . 


， 同 海 二 基 在 -主人 :了 一 屠 上 的 联络 形式 ， 帮 由 定 和 4.3, 对 于 生意 的 


4 ED 如 果 六 在 三 上 确定 的 基本 向 量 场记 为 和, 则 
ai 一 上 砚 志 已 
Riw=Adlo ll)w, WEG. 
特别 地 ， 当 及 EE 时 ， 对 于 蔗 意 的 bE 已 
d=) = (A) = 
同时 ， 由 于 各 mm 都 居 Ad( 及 )- 趟 变 的 ， 对 于 性 意 的 六 EKCGO 育 
Ri =Ri(a tw) mm a(R) 一 天) -ww) 
一 点 一 (ne) = Mdk Ym. 


所 以 ， 吝 满足 定理 4.3 的 条 件 ， 因 而 是 主 是 元 ; 己 一 右上 的 联络 形式 


. 本 妖 UI1) 在 5" 上 有 自然 的 右 必 用 ， 它 显然 是 自由 的 , 并且 CP” = 


+41UN1). 取 CCP"™ 的 一 个 局 部 坐标 究 莹 
{Do, pa:ta) lt an+ 1}, 


其 中 


Lr = {fsl ty 民 Ct!, x 关 0}. 
定义 映射 Wo :Ds x TU) 一 Dn), 使 得 


wa [Ts ' i 三 i 3" “之 


a ln 


1 号。 


we, Ne Ua, AE UN). 
加深 用 局 部 坐标 总 表示 ， 则 有 


和 人 oy (Cs i | a 


] 十 ET |2 
YIELD) Earl ME AL). 


是 龟 ， 承 射 由 星 内 x DQ] 到 wD) 的 渤 请 同时 容易 看 计 ， 年 个 
wa 在 U(1) 的 右 作用 下 是 等 变 的 ， 故 由 定理 3.3, #1 : 57 一 CP" 成 为 一 个 
Ut)- 主 从 . 

(2) 自 于 1) = UC), 内 需 证 明 TEU(1) = YIR 为 此 役 t EC 则 
vy E LULL) 当 且 仅 当 存在 UI1) 中 满足 MU) = 1 的 光滑 曲线 Xi)， 使 得 
8 二 从 (人 由 于 MA 三 1 


MA 十 At 和 全 = 0, Yt, 
震 迪 在 三 让 钼 虚 值 得 A DY 十 a0) 一 省 ， 即 让 十 下 一 用 ， 辕 叮 入 姜 wi—1 区 
因为 二 TI 和 Ww 一 1R 事 是 实 一 稚 向 量 空间 ， 所 以 了 UL = wi 一 1R. 
(2) 对 于 任意 的 44 = ay 二 TE wil)(a € 罗 ; 总 在 纺 上 所 对 应 的 基本 向 量 
场记 为 者 ， 则 4* 在 任意 一 点 := 1 2) E 吕 站 的 但 


下 rl 1 人 1 好 国 | 右 
,二 一 i 一 二 性 1 上 ， i | 一 如 二 re 
A ul , exptA) = [s A,z A) E 7 中 了 
于 是 ， 


二 5 三 vi—Jlm{AzE! 十 EE = -lmld)= av-l=A. 


另 一 方面 ， 由 于 Ul) 是 一 个 将 六 群 ， 对 于 任意 的 A E U1, AdtA "在 
u[1) 上 的 必用 是 平凡 的 ， 即 Ad ) = iquoy， 因此 ， 对 于 任意 的 = = 
| 8 和 尾 章 的 六 万 车 ， 


Ei 


(REN K) ={RIw NY = wma 有 Asf 
wo XM) = vs Ns: + Adz NK. MN)) 
=v -1s de + dz (XK)) 


3 


21. 


习 渭 解答 和 提 讨 


= 1 ds + de )[X) = we(X) 
一 [上 do 全) 
其 中 利用 了 等 式 A4 = 1. 后 以 
Raw =w = AdM wm YAEUNY. 
于 旦 ， 忆 语 足 定理 3.3 的 荣 忻 ， 因 市 是 主 T : 53 一 5 上 某 一 个 联 络 旦 
的 联络 形式 ， 
首先 取 定 向 量 空间 Y 的 一 个 基底 = {而 ,… , 面 }, 其 中 7 = 出 mY. 由 本 
局 可 题 第 20 题 知 ， 对 于 尾音 的 6€ PP, 由 上 品 $e[) = [ 季 , 如 1 兽 出 的 号 身 
加 :下 元 一 人) 是 线性 同 构 ， 这 里 p = (可 - 定义 
竹 风 ) = 直人 四 一 { 商 南田 (让 让 ， 码 三 玉 
央 重 i6) 是 向 最 共 车 :太志 并 在 点 上 =z 信 ) 的 弛 维 计 -'(p) 的 基底 ,因而 有 
各 (及 EL) PLEY., 于 是 直上 -更 全 给 出 了 一 个 映射 下: 二 LE). 
由 于 加 fv) = [人 sj] 光 兹 地 依赖 于 58,w， 因而 年 (如 光 滞 地 依 琅 了 于 4 即 
重 :三 一 五 三 ) 是 光滑 耽 庙 .再 定义 针 构 东 之 间 的 同 态 中 :人 一 GLIrmh 全 
得 对 于 任意 的 9 E 局 [四 是 线性 变换 p[g) : WW 于 在 其 席 # 下 对 应 的 短 
阵 ， 即 
Lotig)ii, plo) = 06, ,hg). 
不 玲 若 道 ， 证 : 宫 二 GLIr,R) 是 李 姓 固态 ， 且 有 
E10 = Ei WEP vrecr. 


这 就 说 昌 ， 盾 :PP 二 FiB) 有 土 引 同 套 . 


- 第 是 的 充分 性 可 以 直接 利用 第 23 题 的 结论 (2) 得 到 ， 设 8 是 结构 群 口 的 


李 民 数 ， 志 和 名 分 出 是 吴 络 在 的 联络 形式 和 出 率 形 式 ，7 = 出 mG. 下 面 
证 虞 必要 性 ， 取 定 李 代数 9 的 一 个 起 席 1B,}, 并 且 半 


w= N= NE,. 
那么 ， 上 时 第 末 的 关 构 方程 化 为 { 见 (6.12) 式 ) 


| 
dw 三 = pi A + 


25 


习 剖 十 331 
出 联邦 形式 的 定 久 ,对 应 于 联结 上 的 水 平子 空间 分 布 {He; bE FP} 等 价 于 
Pfaff 训 程 组 ==0, 一 二- ,7. 
部 果 联 将 吾 是 平 岂 的 ， 即 从 局 ,=D 则 


下 和 


du 三 人 ren fon se a Y, 


于 是 由 Frobenims 定理 ，Pfaf 方程 组 一 M1 所 入 忆 7) 是 完全 可 积 的 ， 
即 半 于 性 意 询 5 E 五, 求 平 于 布 开 有 通过 点 上 了 的 积分 子 流 局 于是， 对 于 
任意 的 ze 于 和 Emo 有 点 的 开 叙 域 [和 定义 在 上 的 水 平 截 
面 sv :一 0, 和合 得 soip) = 6. 定 久 上 射 避 中 寺 世 ; Por 加 下 ， 


Pip dn) =) 9, Vp EU gEG. 
利用 水 平 灾 间 在 避 作用 下 的 如- 椒 挛 性 可 以 验证 , 映射 守 : UG = (0 
是 主 总 图 构 ， 并 且 扫 平坦 联络 页 峡 时 汲 玉 在 也 | 上 的 诱导 联络 理 . 
1) 显然 ， 李 群 瑟 =8OInm + 1, 民 ) 的 率 代 抑 

g= {TE Mn+t LR); T+T = 中 ; 


同时 ， 作 为 gtn 十 1) 的 李子 代数 ， 下 = SO(n) x SO{1) 的 李 民 数 是 


| 让 
开关 [Eg: 二 十 总 二 和 0. 
te | 


对 于 任意 的 jE 启 和 尾音 的 省 志 Mm 有 二 E SOWn) 利 去 感到 "全 得 


了 4 je 
A 


| (4 1 0 ;| 人 国 
AdiR)LX) = 
Olive Do ] 
a $ [ | ( 0 | ee 
¢ 0 0 1 td: 0 
所 忆 ，m 二 态 d()- 不 挛 的 . 此 让 还 容易 看 出 ，t 人 tm = {四 , 故 有 g = Dim. 
(323) 定 况 映射 和 :如 二 5005") 如 下 ， 对 于 任意 的 T&G = SOfn 十 也 ， 


于 是 


二 


习题 解答 和 提 款 


用 5 ,sn 和 5" 务 别 表示 矩阵 工 的 前 呈 列 元 和 最 后 一 列 元 素 所 
对 应 的 单位 向 明 ， 若 且 命 理 休 ) = 人 en 则 年 [了 T) 是 号 ”在 点 实处 
的 与 其 定向 相符 的 单位 正 变 白 捍 ， 国 而 于 开 ) E SO1S"™), 容易 验证 ， 映 身 
重 : 妇 一 8D038”) 是 光滑 同 肛 ， 音 且 美 于 

FE = S80In x 590011) = SOn) 


的 耕作 用 是 等 变 的 ， 因 而 基 一 个 主 此 同 构 . 由 下 的 定 兰 绸 知 ， 它 的 上 峡 射 映 
射 吕 : 居 一 5" 就 是 第 妃 间 人 重 4.2 中 的 等 同 映射 史 

[3) 根据 结论 名 ), 只 需 证 明 ， 在 假设 菜 件 F, 主 上 不 ;一 GK 具有 
大 范围 年 尺 的 沧 请 截面 即 可 ， 事 实 上 ， 由 第 4 题 的 证 明 可 知 ! 对 于 任意 的 
rE /EK 和 任意 的 和 ET "(xm 都 存 让 一 个 定名 在 点 x 附近 且 通 过 和 9 点 的 
水 平 截面 .固定 一 点 wo EG/E 和 wm ET zo), 用 oo :UU Giro€eU) 
表示 通过 点 go 的 水 平 蕉 面 ， 因 为 GJKE 和 8 泊 洪 同 古 ， 富 昆 单 违 通 的 ， 
由 此 未 玲 推 如 so 的 定 交 可 以 光 少 地 延 拓 到 整个 底 流 形 GE 上 . 


- TT 六 沫 个 当 生 函数 是 


1 ， » A 
x =t08 a 2 = sin TF Cod — vlsin TP sind. 


所 也 


ds = 一 3 Him Pd， 


dz2 = (3 tos Fp eos dss 一 ia jpsingag 
1 a 
| 3 ps 2 sin tl + sin jw eosbue ). 


把 2,x 3 和 dx ,dx” 全 人 的 表达 式 直接 计算 即 可 得 天 
TI 二 一 7 V1 一 Cm Phild. 


尺 了 计算 si, 首先 注意 天 ， 作 为 一 锥 实 李 民 数 ， Y 一 ] 恨 的 术 括 号 积 是 平 
所 的 ， 所 以 ， [ww = 二 再 利 山 瘦 构 方程 进行 计算 便 得 


T= ri = dei = -vi sin wp Ph a, 


同样 的 计算 可 以 得 到 s3w 和 喇 遇 . 


习 杆 十 


一 一 一 一 re 


30，[12) 下 击 具 证 明 HHP? 和 邓 的 洗 谢 同 压 性 . 


3 二 


首 洁 ， 取 定 HIP" 的 一 个 局 部 坐标 要 六 {f(C ii 各 fpa 名 让 ,其 中 


t= {le € WP; # #0}, Us = {lls!, =7)] e MP'; 2 #0) 


= 1,2) 其 几 眶 ， 它 们 的 定义 其 


1 = pul DD) = ,ga = all(z!, 2))) = #140), 


于 是 ， 在 wafrnanmzai= 开 上， 
1 = p20 p76) = 一， 
本 
男 一 方面 ， 亲 维 音 位 妹 而 
三 二 
有 四 元 数 音 标 罗 盖 人 F 二 (a; 5&214, 共 中 
=5M0000,-1),， = SV\ {0.,0, 0,0,1}; 


Br 三 民 '(i = 1,21 是 同 师 ， 它 们 的 定 广 昨 


> : :一 下 
a 卫 -2 了 一 学 一 天 大 

EL = sl 1 1 开 ; 且 |) = = 了 和 

1] EE 

_ 二 业 二 天 
1 革 ” 二 富生 十 富 "了 十 球 尺 

£5 Par = 1 一 Se 

一 下 


容易 看 出 ， 在 呈 ( 压 人 人 配 ) = 也 上 有 如 下 的 四 元 数 里 标 杰 换 


b= B27) = 二 


1 
所 世 有 
2 = a apt: 村 一 忆 . 
以 上 式 可 知 


,号 于 二 _ 一 一 下 加 
Pr Pll = B23 口 把 s|olnaa， 


所 以 可 以 定 训 爱 射 牙 ; HP! 31, 使 得 


lo = 


1 


二 一 一 一 一 一 一 3 og , ER 习题 十 35 
) 的 证 间 韦 叔 昌 并 日 是 党 ;因此 , 可 以 把 HP: 和 人 通过 协 S5 | 站 
显 船 ， 少 的 定名 有 意义 并 且 是 光 汪 同 眶 因此， 可 以 拒 和 | 站 ”上 志 对 应 的 基本 向 量 场 记 为 4 则 让 在 任意 一 点 了 一 (人 的) Ee 
等 同 起 来 。 | 37 人 处 的 值 
13 疏 识 准 坐 宗 竺 记 贞 (2 人 ,FT 财 于 9g 二 :外 二 "_ | ， 
3) 将 下 上 的 架 准 坐 达 系 记 为 ( 1 = ptA)= [4d), 
EH. 让 | t | pty 

ep 其 中 全 4E TI: 桓 一 再 ,04E Ta 鹉 = 再. 于 是 ， 

刚 ef =Im(y dg (g A) + dg (gy A)) 

> ' 站 Dh 本 号 ， .3 记 , 

Ta 人 dy! 1 =!r rr! cp ld 一 于 dx i 下 tx ji =Jm[3! | 末 gq A) 三 。 Jaf ay a 二 


+ mide -wadr2 — dr! + dr)y Ev 
ee 油 一 力 面 ， 当 g= 二 (9 ,9 E93 CE 并且 入 AE Spl1) 上 时， 由 绪论 {3) 和 蚂 
十 多 i 一 rT 一 了 Cr TX se. 下 忒 4 三 1 贿 

A= =A ,1=1,2. 


于 是 闭 于 任意 的 对 = (XX ETS7 CR= 玉 ， 


因此 ， 对 干 任意 的 天 二 了 本 = 了 当 把 防 ' 和 旺 等 同 起 米 上 时 ， 六 具有 家 
达 式 

天 二 其 十 天 叶 填写 玫 十 天 天. 
(RA NX) = (Riwsa) (XxX) 
在 自然 标 课 场 
= wotlB (XN)) = ws (KA) 
= Tm Mg + giMdg ) (NX A, KA) 


下 ， 大 的 喜 达 式 是 -1 -1 
三 JIm{(A” -下 AI 


| 1 了 2 习 3 局 
二 i 4 
Bet dri Br Bra 一 TaafA (a dy + dg (XY) -a) 


所 以 一 和 Im 条 dd + 7d)(X)) .A 


lm( dg JN) = Tn(y dg (X)) 一 点 dx wat x). 

={p Kl NX IN + NA) 因此 
Da 

+{s XA oN +r ) Riw = Ad(A TY).w, YAESp(l. 

所 以 ， ww 满足 定理 3.3 的 某 件 ， 国 而 它 是 主妇 r :57 -54 上 的 一 个 联络 

上 的 联络 形 式 ， 


(14) 把 的 定名 起 代入 w 的 表达 式 直 接 计 算得 


二 [rN NR Ek 
一 Im 了 . 夺 ), 


其 中 最 后 的 苇 视 为 一 个 四 元 数 ， 同 理 有 


Em(y dg YN) = Tnly . X), 


由 结论 (10), Sp(1) 李 代 数 sp = Ia( 杀 ,对 于 儿 意 的 另外 ， 


i Ad YA 
A=atd+a j++ ke spil), 0 ‘ ‘| ) 


336 习题 解 匠 和 提示 
31，[1) 对 于 尾 意 的 六 > 0 利 任意 的 天 三 型 定义 映射 于 wa :3 一 了 如 下 
Pald) = 《| 人 + 二 下 + J) (hg + 2 的)， 
v= ,ES CH. 
窗 易 看 出 ， 和 xn 天 中 hn 都 是 藻 潜 跨 身 ,可 以 直接 验证 4 一 击 h. 所 
以 ， 一 MA 是 光 汪 同上 且 ， 此 外 ， 对 于 任意 的 a Sp(1); 由 于 lo| = 1， 
any 0) 一 (iala — Ra + lg of) i(g a —h. go,X. ga) 
(Ba = cH. 
所 由 : 597 一 ”是 主 不 同 构 . 
(2) 由 重 sah 和 和 3 的 定名 ， 对 于 尾音 的 了 L 
ER E | 
| 二 i Se) 一 主办 -而 于 上， vit le 


一 人 性 hl + Eh, 


EC | 南 
~ \ eA en 


自生 地 二 昌 下) 
hh 一 和 i 三 【本 二 总 二 ur = Tm (EF i . 
再 由 知 构 方 程 (5.15), 有 


一 l. mm Fd EE 日 
FN = Co 十 i A 中 ] 三 df wnn) 十 启 Ah ih 


时 


A A 
-=m (ET 


A ) - 形 = 古 下 直 
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E 
半音 李 代 数 
半 单 李 群 
半 车 型 菜 上 党 著称 空间 
半 对 人 澡 
伴随 癌 量 上 


市 可 多 


C 
筷 全 站 曲 府 室 间 
了 竺 区 
际 示 性 去 


单 本 代数 
单 李 娩 
典型 复 结构 
暴 型 复线 只 
对 称 对 
对 合 


对 个 


索 
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(以 六 音 为 序 ) 
F 
159 ” 非 紧 亚 歼 并 寺 称 对 
159 ” 非 紧 型 仇 显 对 称 宣 间 
171 ， 非 紧 型 正 交 对 称 李 代数 
161 草 化 
233 ” 复 苇 构 
172, 173 复 解 折 变 搁 
复 联 络 
各 流 撕 
fi7 香波 形 丫 构 
巴 复 切 总 
如 复 切 空间 
复 切 癌 其 
虽 ” 复 双 有 曲 室 间 
dd 各 绎 上 忆 
224 ” 复 谍 性 函数 
复线 性 上 映射 
怎 向 贡 上 内 
159 复 一 船 线 性 群 
159 加 坐标 村 辫 
3, 20 ” 复 坐 标 卡 
9 ”车 举 标 系 
132 
110 可 
1 的 站 构 惟 


|2 


3d42 区 有 曼 凡 何 引 论 


过 复 流 形 

近 Hermite 沉 形 

紧 半 施 扑 

贤 型 获 曼 对 称 对 

紧 弄 净 归 对 称 宇 亲 
紧 型 正 变 对 称 李 代 玫 
本 岩村 化 数 

紧 葡 候 和 于 代 豆 
局 部 对 浆 黎 星空 闻 


政 
可 积 的 ( 复 铺 构 ) 


L 
融 曼 对 碎 对 
菜刀 对 敬 宝 章 

[ 主 具 上 的 ) 性 牙 
联络 懂 武 


Dl 
过 向 子 铬 


N 
! 复 知 枯 的 } 找 率 张 量 


平行 的 


刘 性 获 昌 空间 
钳 重 分布 


28 


132 
110 
区 
了 3 


1 230 


195 


112 
139, 207, 229 


铬 牌子 空间 
曲率 形式 

全 部 变 摘 

全 纯 变 按 群 
将 越 等 上 距 变 换 
主 钙 等 距 变 措 群 
全 十 等 距 刘 人 入 
Ei 

全 纯 坝 而 
生姜 截面 旧 率 
侍 妆 得 六 
EF 
全 羔 微 着 式 
主 纯 向 量 从 
全 部 映射 


Ww 
(6 值 计 向 分 式 的 ) 外 积 
外 协 变 往 从 
往 牙 奸 系 加 


虎 
丰 配 的 (机 分 并 维 愉 ) 


误 
酚 慰 扣 声 


199, 207, 229 
251 

17 ,2 

2 

31 

31 

41 

16, 1% 

和 多， 本 

G1 

号 

41 

41 

eH 

17, 29, 29 


7 160 
139, 210 
197, 208, 23U 


2 之 13 


71 


百 群 
帕 末 标 沦 场 


有 效 的 止 变 对 称 率 代 迷 


光 必 只 


怠 
焉 变 对 称 率 代数 
中 恋 对 称 
子 如 


[1 D 动 号 

[1, 中 茹 空间 

ti, 1 坷 空间 

民 荔 型 慕 阁 

[1 十 形式 

iD, 1 形式 

[可 形式 

fp, 3- 铀 和 苍 式 

to TY] 型 张 量 形式 


Bianchi 恒等式 
Cartan 对 二 
Cartan -号 解 
artan 中型 


Dartan 痊 刚 


Euclid 型 歼 怠 对称 济 


Euclid 型 控 问 对 床 宣 有 癌 
Euclid 型 正 这 对称 李 已 数 


Tubini-Study 此 基 


Hermitei 局 部) 对称 谈 间 


Hermite 辣 档 
Herrmite 联 族 

百 ermite 温带 
Hermite 向 机 
Hermite 向 县 让 
Hermite 全 疆 向 芭 坟 


ibhler 访 形 
Bhler 子 注 形 

及 和 ler 形式 
Hahler-Binstejn 流 弄 
Eilling 问 熏 场 
Killing 形式 


LoTantz 壬 


Pontriapgin 示 性 党 
Pontrjagin 对 性 夭 


Ricei 形式 
WailCherna 同 恋 
Yang-Mills 场 
Tag-IWills 弃 国 


Yang-Wwiills 方程 
Yang-%iills 联 冰 


13., 31 
105 
177 


159 


la 


